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Tema 4. VVectores en el espacio
(Productos escalar, vectorial y mixto)

1. Espacios vectoriales

1.1. Definicion de espacio vectorial
Un conjunto E es un espacio vectorial si en él se definen dos operaciones, una interna (suma)
y otra externa (producto por nimeros reales, R), cumpliendo las siguientes propiedades:

Suma Producto por niumeros
1.a+b=b+4a 5. A-@+b)=ra+rb
2. (3+b)+c=a+(b+c) 6. L+p)a=Ad+pd
3.4+0=4a 7. (Ap)-a=2n-(na)

4. d+(-8)=0 8.ld=4d

(3 b, < E) (. neR)

El vector O es el neutro de la suma; —a es el opuesto de & 1 es el neutro, la unidad, del
producto de numeros reales.
A cualquier elemento de E se le llama vector.

. El espacio vectorial R?

El conjunto de los puntos del plano, R?, es un espacio vectorial. Sus elementos son de la

forma (a, b) o (a1, a2). Este espacio vectorial es de dimension 2: largo y ancho. Sus puntos se

representan en el plano cartesiano.

Las operaciones suma y producto por nimeros se definen asi: 1
Suma: (a,a,)+(b,,b,)=(a +b,a, +b,) {=143)
Producto: A(a,,a,)=(Aa,,7a,)

14

=If_-,-| T -
Ejemplos:
a) (5,3)+(-2,1)=(5-2,3+1)=(3,4).
b) El opuesto de (-3, 5) es —(-3, 5) = (3, -5).
c) El elemento nulo de R? es (0, 0).
d) (-2,4) +5(3,-1) - 2(-1, 3) = (-2, 4) + (15, -5) — (-2, 6) = (15, -7).

. El espacio vectorial R®
El conjunto de los puntos del espacio, R3, es un espacio vectorial. Sus elementos son de la
forma (a, b, c) o (a,,a,, a,) . Este espacio vectorial es de dimension 3: largo, ancho y alto.

Sus puntos se representan en el triedro cartesiano.

Las operaciones suma y producto por nimeros se definen asi: ng (1.2.3)
Suma:  (a,,a,,a,)+(b,b,,b)=(a,+b,a, +b, a,+b,). | T' |
Producto: A(a,a,,a;) =(Aa;,Aa,,\a,).

Ejemplos: {]‘_ ¥

a) El elemento nulo de R3 es (0, 0, 0). Y= e
b) El opuesto de (-3, 2, 1) es (3, -2, -1).
¢) (2,-7,0)+3(-1, 1, 0) — (2,4, —5) = (2—3—2,~7+3+4,0+0 +5) = (-3, 0, 5).
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Observaciones:

1) No es dificil demostrar que las operaciones anteriores cumplen las propiedades de espacio
vectorial. En todos los casos la demostracidn se apoya en las propiedades de las operaciones
con numeros reales.

2) Otros espacios vectoriales son: el conjunto de polinomios de grado 2, por ejemplo; el
conjunto de matrices de dimension 2 x 3;...

3) En general, un vector es un conjunto ordenado de numeros (a,,a,,...,a,) . Los nimeros ay,

a, ..., an se llaman componentes o coordenadas del vector. EI nimero de componentes es su
dimension.

2. Vectores
2.1. Vectores fijos y vectores libres (en el plano y en el espacio)

El vector que tiene por origen el punto A y por extremo el punto B, se Ilama vector fijo AB.
— Médulo del vector AB es la longitud del segmento AB. Se denota |AB|.

— Direccion de AB es la de la recta que contienea Ay a B.

— Sentido de AB esel que indica el traslado de A a B.
. Dos vectores fijos son equipolentes si tienen el mismo maodulo, la misma direccion y el

mismo sentido. Si AB y CD son equipolentes, entonces el poligono de vértices A, B,Dy C
(en ese orden) es un paralelogramo.

B
E=i b A
el % 5 f"i_“ e 4 _,-f*"’-f p
T o T ’
:El=|a'1, @) "““-h...eé"f 3
0
Vector fijo de Vectores Vector libre p. Es
extremos Ay B equipolentes

equipolente a AB.

« Se llama vector libre a un vector y a todos los que son equipolentes a él; esto es, todos los
que se obtienen trasladandolo (paralelamente). Entre ellos tiene especial importancia el que
parte del origen de coordenadas, en el punto O.

. Correspondencia entre puntos y vectores

Entre puntos de R? (o de R®) y vectores libres del plano (o del
espacio) existe una biyeccion:

A cada vector AB , equipolente a OP , se le asocia el punto P.
A cada punto P se le asocia el vector p = OP.

Se escribe, indistintamente, P =(a;,a,) 0 p=(a;,a,); YA=(a,,a,,a3) 0 d=(a,,a,,a3) .
— El uso de la misma notacién para designar puntos y vectores no debe confundir al lector.
Habitualmente el contexto aclara su significado. Asi, puede decirse “sea el punto (a,,a,,a;)”
o0 “sea el vector (a,,a,,a;)”. También suele escribirse A(a,,a,,a;), sin el signo igual, para

designar a los puntos.

Ejemplo:
Al punto (4, 2) se le asocia el vector V = (4, 2). Mas adelante se vera el significado de la
notacion V = 4d, + 24, .
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2.2. Operaciones con vectores libres: interpretacion geométrica

Para sumar dos vectores se pone uno a continuacion del otro (el origen del segundo en el
extremo del primero). El vector suma tiene como origen el origen del primero, y como
extremo el extremo del segundo. También puede aplicarse el esquema del paralelogramo,
trasladando ambos vectores al origen.

Suma v resta de vectores Multiplicacion deun
vector por un nimero

. Algebraicamente, en el espacio vectorial R®, para obtener las coordenadas de la suma o
del producto se procede como se ha indicado antes.

Estoes, si: d=(a,,8,,a3) Y b = (b,b,,bs), entonces:

. a+b=(a,a,,8;)+(b;,b,,by) = (a, +by,a, +b,,a5+h,).

« a-b=(a;,a,,a3)—(b,b,,b;) =(a, —by,a, —b,,a;-b).

Observacion:

El vector BA=d—b =(a,,a,,a;)—(b,,b,,b;);y AB=b—a=(b,,b,,b;)—(a,,a,,3,).

SiA >0, el vector Aa tiene el mismo sentido que &; si A <0, sentido contrario.

Ejemplos:

SiA(1,-2,0) yB(3, -1, 4), se tendra:
a=(1,-2,0);b =3, -1, 4).
BA=da-b=(1,-20)— (3 -1,4) = (-2 -1, -4).
AB=b-3=(3-1,4)—(1,-2,00=(2 1, 4).
23=2(1,-2,0)= (2,4, 0); -3a=-3(1, -2, 0) = (-3, 6, 0).

2.3. Punto medio de un segmento -‘{r___ _
Las coordenadas del punto medio, M, del segmento de extremos T b-d
g @ =)
A(a,.a,a;) y B(b,b, by) son M| B0 B2 +Dy B +hy) i
2 2 2 _ 3
Como puede observarse: o*
OM =OA+=-AB = m= a+%<5—é):é+%6—%é :%(é+5)

Por tanto, M, tiene las coordenadas indicadas.

Ejemplo:
El punto medio del segmento de extremos A(1, —2, 0) y B(3, -1, 4) es:

M 1+3’ —2—1, 0+4 _(2 _E’ ol
2 2 2 2
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3. Dependencia e independencia lineal de vectores. Bases

3.1. Combinacion lineal de vectores

Si &, v,,V,,...V, son vectores de un espacio vectorial E, se dice que el vector a es
combinacion lineal del conjunto {V,,V,,....V, } cuando se puede escribir en funcion de ellos;
esto es, cuando & =a,V; +a,V, +....+a,V,, donde ai es un nimero real. También se dice que
a depende linealmente de los vectores {V;,V,,...V, }.

« Los vectores @ y ka son dependientes uno del otro: tienen la misma direccion; son
paralelos; sus coordenadas son proporcionales.
. Al conjunto de vectores que dependen linealmente de los vectores {V;,V,,...V, } se le llama

variedad lineal engendrada por ellos. Toda variedad lineal tiene estructura de espacio
vectorial. Mas en concreto, toda variedad lineal es un susbespacio vectorial del espacio
vectorial de referencia.

Ejemplos:

a)Sia=(1,-2,0y b= (3, -1, 4), todos los vectores de la forma ¢ =Ad +ub son

combinacion lineal (o dependen linealmente) de & y b . Entre ellos:
¢=2a-4b=2(1,-2,0)-4(3, -1, 4) = (-10, 0, -16).

b) El conjunto de vectores de la forma ¢ = Ad+pb es un sushespacio de R2. Estos vectores

también se pueden escribir como € =A(L, —2,0)+u(3,-L4) =(A+3u, —2A—p, 4p).

Dando valores a A y u se obtienen los vectores de ese

subespacio. Por ejemplo, paraA =—1y pu = 2 se obtiene
¢=(-1+32, —-2:(-1)-2, 42)=(5,0,8).

(En este caso, los vectores pertenecen todos a un mismo

plano, como se vera en el siguiente tema).

c) El vector € = (5, 0, 0) no depende linealmente de
a=(0,-2,1)y b =(0, 2, 1), pues la primera coordenada, 5, no puede obtenerse a partir de
dos ceros, que son la primera coordenada de cada uno de los vectores & y b . Por tanto, los
vectores &, b y & son linealmente independientes.

d) Podemos preguntarnos: ¢qué valor debe tomar a para que los vectores & = (2,1, o) y b =
(4, 2, —2) tengan la misma direccién?

Como debe cumplirse que (2,1, o) =k - (4,2,-2) = k = % ; luego a = %-(—2) =-1.

« Si un vector no puede ponerse como combinacién lineal de otros, se dice que es
linealmente independiente de ellos.

. En general, un conjunto de vectores {V,,V,,...V,} es linealmente independiente si la
igualdad AV, +A,V, +....+A V. =0 se cumple sélo cuando A1 = A = ... = An = 0.

Si la igualdad anterior se puede cumplir con algin Ai = 0, los vectores son linealmente
dependientes.

. Elvector 0 de R3es 0 = (0, 0, 0). Este vector depende linealmente de cualquier conjunto
de vectores, pues 0= 0V, +0v, +....+ 0V, .
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Ejemplos:
a) El conjunto de vectores {(1, 0, 1), (1, 3, 2), (0, -1, 1)} es linealmente independiente, pues
laigualdad A1(1, O, 1) + A2(1, 3, 2) + A3(0, -1, 1) = (0, 0, 0) solo se cumple si A1 = 0; A2 = 0;
r3=0.
En efecto: A1(1, 0, 1) + A2(1, 3, 2) + A3(0,-1,1) =(0, 0, 0) =
= (M + A2, 3h2— A3, A1+ 2h2 + A3) = (0, 0, 0).
Igualando las componentes se obtiene el sistema:
A+, =0 A+A, =0 A+A, =0 A, =0
n,-r;=0 < 3, -A;=0 = 3, -, =0 = A, =0.
A +20,+A;,=0 E3-E1l Ay+A,=0 E3+E2 4r, =0 A, =0

b) Los vectores del plano @ =(1,-2) y b = (=2, 4) son linealmente dependientes, pues b =
—24 y,portanto:2a +b = 0.

¢) El conjunto de vectores {(1, 0, 1), (0, 1, 2), (1, -1, —1)} es linealmente dependiente, pues la
relacion A1(1, 0, 1) + A2(0, 1, 2) + A3(1, -1, -1) = (0, 0, 0) se cumple sin necesidad de que A1

=0,22=0yA3=0.
En efecto: A1(1, 0, 1) + A2(0, 1, 2) + A3(1, -1, -1) = (0, 0, 0) =
A, +A,=0
= (M + A3, A2 A3, M + 202 — A3) = (0, 0, 0) = Ay =y =0,
A +2h, =y =0

que es un sistema con infinitas soluciones; por ejemplo: A1 = 1; A2 =-1; A3 = 1.
Puede verse también que (1, 0,1) = (0, 1, 2) + (1, -1, -1).

« Rango de un conjunto de vectores es el nimero de ellos que son linealmente
independientes. Para la determinacién del rango puede recurrirse al algebra de matrices,
combinando las transformaciones de Gauss con el calculo de determinantes.

En el ejemplo anterior: en el caso a), el rango es 3; en el caso b), el rango es 2.

. Criterio para determinar la dependencia o independencia lineal de tres vectores del
espacio.

Aparte del método aplicado mas arriba (el planteamiento y resolucion de un sistema lineal),
para comprobar si tres vectores del espacio son linealmente independientes, basta con resolver
el determinante formado por los tres vectores. Si ese determinante vale cero, los vectores son
linealmente dependientes; en caso contrario, seran linealmente independientes.

Observacion: Dado que el sistema asociado es homogéneo (véanse los ejemplos anteriores),
para que sea compatible determinado, el rango de la matriz de coeficientes debe ser 3, lo que
implica que su determinante debe ser distinto de cero. Esto significa que su solucion es Unica:
la trivial. En definitiva, que los vectores son linealmente independientes.

Ejemplos:
a) Los vectores (1, 0, 1), (1, 3, 2) y (0, -1, 1) son linealmente independientes, pues
1 0 1

1 3 2/=5-1#0 — Este conjunto de vectores tiene rango 3.
0 -1 1
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b) Los vectores (1, 0, 1), (0, 1, 2) y (1, -1, —1) son linealmente dependientes, pues
1 0 1

0 1 2|=-1+2-1=0 — Este conjunto de vectores tiene rango 2.
1 -1 -

Observacion: Este mismo método puede aplicarse para vectores de dimension dos, de
dimension 4, o de cualquier dimension.

« Interpretacion geométrica de la dependencia lineal de vectores.

— En el plano: dos vectores son linealmente dependientes cuando son paralelos; en caso
contrario, seran linealmente independientes.

(Dados tres vectores del plano, siempre habré uno que dependa de los otros dos.)

— En el espacio: dos vectores son linealmente dependientes cuando

son paralelos; tres vectores son linealmente dependientes cuando d

estan en el mismo plano (si son coplanarios). Tres vectores son )
linealmente independientes si estan en planos distintos.

(Dados cuatro vectores del espacio, siempre habra uno que dependa

de los otros tres.)

3.2. Base de un espacio vectorial
Una base de un espacio vectorial, E, es un conjunto de vectores, B ={V;,V,,...V, }, todos de E,

que cumple dos condiciones:
1) {\71,\72 ,....\7n} son linealmente independientes; esto es, ninguno de ellos puede ponerse

como combinacion lineal de los demas.
2) Cualquier vector de E depende linealmente del conjunto {V;,V,,...V, }.

. Bases de R?

Dos vectores que sean linealmente independientes (no nulos y no alineados o paralelos)
forman una base de R?. Pueden darse infinitas bases para R2.

SiB={V,,V,} es unabase de R y d=a,V, +a,V,, a los nimeros a,y a, se les llama

coordenadas (o componentes) de & respecto de {\71,\72}.

Ejemplo:

Los vectores {(1, 2), (2, —2)} forman una base de R?, pues ni son nulos ni paralelos.

El vector V.= A1(1, 2) + A2(2, —2) tiene coordenadas (A1, A2) respecto de esa base.

Esta base no es operativa, no es clara, pues el vector que tiene, respecto de ella, por ejemplo
las coordenadas (4, 5) es V. =-4(1, 2) +5(2,-2) = (6, —18); pero decir que las coordenadas
del vector (6, —18) son (-4, 5) es poco comprensible.

. Labase canonica, la usual, de R2es B = {G;, 0, } = {(1, 0), (0, 1)}.

Esta base tiene la ventaja de que las coordenadas de un vector se .71
obtienen directamente. Asi, las coordenadas del vector v = (-4, 5) son 5
-4 y5, pues: V. =-4(1, 0) +5(0, 1). Del mismo modo, otro vector T S = G g o

V = (4, 2) se puede escribir v . =4(1, 0) + 2(0, 1). Esto permite
representar facilmente un vector en el plano cartesiano.
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. Bases de R®
Tres vectores que sean linealmente independientes

(no nulos, no paralelos y no coplanarios) forman una S l‘
base de R3. /' o | -
Pueden darse infinitas bases para R®. e =

A S 3
Si B ={V,,V,,V,} es una base de R3, y Vectores Vectores o
a= a1\71 +8.2\72 + 8.3\73, a los numeros a,, a, Yy a3 S€  coplanarios coplanarios

les llama coordenadas de & respecto de {V;,V,,Vs}.

Como se ha dicho anteriormente, para comprobar que tres vectores constituyen una base de
R3 basta con calcular el determinante asociado y ver que es distinto de 0.

Ejemplo:
1 0 1

a) Los vectores (1, 0, 1), (0, 0, 2), (0, -1, 1), forman una base de R3, pues [0 0 2/=2=%0.
0 -1 1

El vector V. =21(1, 0, 1) + 22(0, 0, 2) + A3(0, —1, 1) tiene coordenadas (A1, A2, A3) respecto de
esa base. Esta base no es operativa, pues el vector que tiene, respecto de ella, las coordenadas
(3,-1,5)es v =3(1,0,1)-1(0, 0, 2) +5(0, -1, 1) = (3, -5, 6); pero decir que las
coordenadas del vector (3, -5, 6) son (3, —1, 5) no es facil de entender.

b) Para ver que los vectores v, = (2, 1, k), v, =(1,-2, 3) y V, = (-k, -1, 0) constituyan una

2 1 k
base de R® hay que exigir que el determinante | 1 -2 3[#0 = —2k® -4k +6#0 =
-k -1 0

= k# 1 yk+#-3. Luego, los vectores dados forman una base siempre que k # 1 y 3.

. Labase canonica, la usual, de R¥es B = {7,,0,, 0, } = {(1,0,0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}. Esta
base es la que se utiliza por defecto, tiene la ventaja de que las coordenadas de un vector se

obtienen directamente. Asi, las coordenadas del vector v = (3, —1, 5) son 3, -1y 5, pues:
v =3(1,0,0)-1(0, 1, 0) +5(0, 0,1) =(3,-1, 5).

. La referencia usual en R3
Es {0,0,,,, U, }, siendo O el origen de coordenadas y

u,,U,, U, los vectores de la base canonica. Asi, al punto
A(a;,a,,a;) se le asocia el vector & = a,U, +a,l, +agls; 0
bien: 8 =(a,;,a,,a;).

Su representacion grafica se indica en la figura adjunta.

Los ejes de coordenadas suelen denotarse con las letras X, y, z;

tambien suele hablarse de eje OX, eje OY y eje OZ.
Para el punto A dado, se tiene: x=a,, y=a, Y Z=a;.

— Como el lector podra comprobar fécilmente, los vectores de la base canénica, {U,, U,, U},
son unitarios (su modulo valel) y son perpendiculares dos a dos.
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4. Producto escalar de vectores

4.1. Definicion y propiedades

Dados dos vectores V = (a;,b;,c;) y W= (a,,b,,c,) se define:

« Producto escalar ordinario: VW = [V|{W|-cos(V, W) .

« Producto escalar canonico: V-w = a,a, +b,b, +¢,C,.

— Ambas definiciones son equivalentes, pero la segunda es mas operativa siempre que los
vectores vengan dados en funcion de la base candnica.

— Conviene observar que el producto escalar de dos vectores es un numero real, que puede ser
positivo, negativo o cero.

Observacion: El producto escalar puede definirse, de manera andloga, para vectores de
cualquier dimension.

Ejemplo:
Siv=(2,-1,3)y w= (4,5, 0), su producto escalar vale:
Vvw=(2,-1,3)-(4,50)=8-5+0=3.

« Algunas propiedades:
1. Conmutativa: VW =WV 2. Distributiva: a-(V+w)=0v+0-w

3. Paratodo V: VvV >0 4.SiVvw=0 = V y W son perpendiculares.

— La demostracion de estas propiedades no es dificil. El lector deberia intentar demostrarlas.
4.2. Aplicaciones del producto escalar

« ElI'modulo de un vector vV = (a;,b;,c;), se define asi:

V| =+Vv =a’ +b% +¢,”.

Ejemplo:
El modulo de los vectores v =(2,-1,3)y w= (4, 5, 0) es:
V=22 + (-2 +3% =V14;  |[W|=+4%+57+0% =41, B
i
. Distancia entre dos puntos s
La distancia entre dos puntos Ay B, d(A, B), es igual al médulo del &
vector que determinan: d(A, B)= ‘Né‘ Qe °7d

Si las coordenadas de esos puntos fuesen A = (a,,b;,c;) yB = (a,,b,,c,), entonces
AB = (2, —y,b; ~b1,C, —¢;) = d(A B) = [AB|= (8, ~a,)" + (b, ~b)) +(c, —€)° .

Ejemplo:
Si A(L, 2, 0) y B(3, -1, 4), la distancia, d(A, B) = /(3—1)% +(~1—(=2))2 + (4—0)® =+/21.
Es evidente que coincide con el médulo del vector

AB=b-a=(3-14)—(1-20=(214) — ‘E‘=\/22+12+42 =21,

Obsérvese también que: d(A, B) = d(B, A) = [BA|= {(1-3)? +(-2—(-1))? +(0-4)* =21,
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« Coseno del &ngulo que forman dos vectores

. s I VW
De la primera definicion del producto escalar, se deduce que: cos(V, W) = W
V .
Teniendo en cuenta la definicién del producto escalar candnico, y suponiendo que
V=(Vy,V,, V) Y W= (W, W,, W,), se tendra:

cos(7, W) = vw VW, +V,W, + VW, . W
VN 2 v, v, W wy? o+ ws? S o P

Ejemplo:
El coseno del angulo que forman los vectores v = (2, -1, 3) y w= (4, 5, 0) sera:
VW 8-5 3 . 3
cos(V, W) = —— = = = angulo (v, w) =arccos = 82,8°.
VW V1441 /574 V574
« Vectores ortogonales y vectores ortonormales. fﬁ?
Dos vectores son ortogonales, perpendiculares, si su producto escalar vale cero. 00°
-— -
Si dos vectores ortogonales tienen modulo 1, se [laman ortonormales.
Los vectores de modulo 1 se llaman unitarios. Para cualquier vector &, el i
vector %-5 es unitario.
al 1q
< TH
Ejemplos:
a) Los vectores a= (1, -2, 5)y b = (3, -1, —1) son ortogonales, pues
a-b=(1,-2,5)-(3,-1,-1)=3+2-5=0.
b) Hay infinitos vectores perpendiculares a otro dado. Asi, si a= (1, -2, 5), para que otro

vector b = (x, Yy, Z ) sea perpendicular a él debe cumplirse que a-b = 0. Esto es:
(1,-2,5) - (x,y,2) =0= x—-2y+52=0.

Algunos de esos vectores, que pueden determinarse por tanteo, son:
b, =(5,0,-1), b, =(1,3,1) 0 b, =(-3,1, 1).

c) Podria plantearse el problema de encontrar el valor de k que hace que los vectores
v=(-1,2,k)y w= (2, k, 1) sean perpendiculares.
—>Debecumpllrsequev =(-1,2,k)-(2,k,-1)=0=>-2+2k-k=0=k=2.

d) Dados los vectores a= (1,0, 1)y b = (1, 1, -1), los vectores

—

a 1 b 1 o L _
A J_(lOl) \/_(101) (\/_ \/_jyﬁ——m(l,l, 1) ﬁ(l,l, 1)

son unitarios y ortogonales; por tanto, son ortonormales.

e) La base candnica, B = {Ul,UZ,Us} ={(1,0,0), (0, 1,0), (0, 0, 1)}, es una base ortonormal,
pues esta formada por vectores unitarios, perpendiculares dos a dos.
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5. Producto vectorial de vectores

5.1. Definicion y propiedades del producto vectorial de vectores en R3
Dados dos vectores V = (a;,b;,c;) y W= (a,,b,,c,) su producto vectorial es el vector:

U U U

a, b, ¢
siendo {U,,T,, U, } los vectores de la base candnica.

Nota: Se escribe la expresion mediante un “determinante” por su facilidad de retencion, pero
en modo alguno es un determinante, ya que el determinante de una matriz es un nimero,
mientras que el producto vectorial es un vector. En este caso solo tiene sentido si se desarrolla
por la primera fila.

Ejemplo:

2 Uz
1 —1=20, —0, +0, = (2,-11).
2 0

<l

Siv=(11-1)yw=(l20), VxW=

[

Algunas propiedades

VXW=—WxV.

K(V x W) = (kv) x W=V x (kw) ), siendo k un escalar.

El vector Vv xw es perpendicular a los vectores Vv .y w.

El valor del médulo del producto vectorial vale: [V x W = |V|{W{sen(V, W) .

Si VxW=0 < V y W son paralelos (proporcionales, linealmente dependientes).
Si vV y W son linealmente independientes = {V, W,V x v} forman base de R2,

U M

Comentario: La propiedad 42 no es sencilla de demostrar; de hecho, algunas veces se utiliza
en la definicién, suponemos que para obviarla. La demostracion de las demas propiedades es
sencilla, basta con utilizar alguna propiedad de los determinantes y el producto escalar. Asi,
por ejemplo, la primera propiedad es consecuencia de que un determinante cambia el signo
cuando se intercambian dos de sus filas.

Ejemplos:
a) Se ha visto mas arriba que si v .= (1,1, -1)y w=(1,2,0) = vxw = (2, -1, 1).
Ahora puede verse que este vector es perpendiculara V. .ya w. 7w

En efecto, multiplicandolos escalarmente, se tiene:
(VxWW =(,-1,1) - (1,1,-1)=2-1-1=0;
(Vxw)w =(2,-1,1) - (1,2,00=2-2+0=0.
— Esta propiedad permite obtener un vector perpendicular a dos vectores
dados, entre otras aplicaciones.
b) También es facil ver que los vectores V.= (1, 1,-1), w=(1,2,0) y Vxw = (2, -1, 1) son

1 1 -
linealmente independientes, pues: 1 2 0(=2-1+5#0.
2 -1 1

Hay infinitos vectores perpendiculares, a la vez, a V' y W. Todos son de la forma kv x ).
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5.2. Aplicacion del producto vectorial: areas
El modulo del vector axb, es igual al &rea del paralelogramo determinado por los vectores
ay b . Esto es: ‘é X 5‘ = &rea del paralelogramo OAPB.

/ /'P / /’P
L L
A

Igualmente, %‘é X 5‘ = 4rea del triangulo OAB, determinado por los vectores d y b .

Justificacion: El area de un paralelogramo se halla multiplicando la
longitud una de sus bases por la altura sobre ella. En la figura,

E .

Por la propiedad 4 se sabe que [V x W = V|{{sen(V, W)|, luego, S = ‘a” x 5‘ :

S=|ah= |a|-‘5‘-sen o, pues sen o =

Ejemplos:

a) El area del paralelogramo determinado por a = (1,2, 3) y b = (2, -1, 1) es el médulo del
0 U, U

vector axb =1 2 3|=(55-5).
2 -1 1

Esto es: Area = ‘é x 6‘ =25+ 25+ 25 =53 U

C
b) Dados los puntos A(1, 0, 1), B(2, 0, -1) y C(0, 1, 4), el &rea del triangulo A
-2
que determinan, ABC, viene dada por %‘AB X AC‘ : 4
Como: S
U U U
AB=(1,0,-2), AC=(-1,1,3)= ABxAC=(1 0 -2/=(2, -1 1),
-1 1 3
el area del triangulo ABC = %«/4 +1+1= @ u,
c) Para determinar el area de un cuadrilatero (no necesariamente paralelogramo) se puede
descomponer en dos triangulos. Asi, si los vértices de un cuadrilatero son
los anteriores A, B, Cy D(2, -1, 1), su area es la suma de las areas de los __#,,-f"
triangulos ABC y ACD . ..if__..»--'
Area del cuadrilatero ABCD = %‘ﬁ x E‘ + %‘A—C x AD|. \ e
Y ry
— Para ver que el cuadrilatero no es un paralelogramo basta con ver que \”x,_
los vectores AB y DC no son equipolentes. vD
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6. Producto mixto de vectores

6.1. Definicion y propiedades
Dados tres vectores &, b y C, su producto mixto es un numero real, que se designa por
[4, b, E],y se define como:
(4, b, ¢]=a{bxc)=(axb}c.
« Primero se hace el producto vectorial, después el escalar; en consecuencia, el resultado del
producto mixto es un numero real.

— Si d=(a,,a,,a3), b=(b,,b,,bs) y € =(c,C,,C5), el valor del producto mixto es:

a4
(4, b,c|=[b b, b
Cl C2 C3
Ejemplo:
Dados los vectores a = (3, -1, 2), b= (1,-2,1)y ¢ =(0, 5, -4), su producto mixto vale:
3 -1 2
[a, b, 6]:1 2 1(=3-(8-5)-1-(4-10)=9+6=15.
0 5 -4
« Algunas propiedades del producto mixto
1.[4,b,¢c]=[c,d,b] =—[4, ¢, b].
2. k-[d,b,c]=[ka, b, c], siendo k un escalar.
3. [a+d,b,c]=[a,b,c]+[d,b,¢E]
4.[d,b,c]=0< &, by ¢ son linealmente dependientes.

Todas estas propiedades se demuestran facilmente aplicando las propiedades de los
determinantes.

6.2. Aplicaciones del producto mixto: volimenes

El valor absoluto del producto mixto de los vectores a, b y C esigual al volumen del
paralelepifedo determinado por esos vectores. Esto es:

V, =‘ a,b, 6” = volumen del paralelepipedo determinado por los vectores &, by €.

Como consecuencia, la sexta parte de ese valor da el volumen del tetraedro determinado por
es0s mismos vectores. Esto es:

L & = . . T
V; = E‘ [a, b, c”: volumen del tetraedro determinado por los vectores &, by C.

Paralelepipedo Tetraedro
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Justificacion:

El producto mixto:
[a,b, ¢]=(axb)c = |axblic|-coslaxb.c)

Como cos(éxﬁ,é): cos o :% = h=[ccosa.

Por tanto, ‘é x 5‘-|6|-cos(§ xb, 6): \a x 5‘-h  pero este producto
da el valor del volumen de un paralelepipedo = area de la base por la altura.
Por tanto: V, :‘ [é, b, 6”

Para el tetraedro, cuyo volumen es V; = %-(érea de la base porla altura) = %\a X 6‘-h , Y puesto

que su base es la mitad que la del paralelepipedo, se tendra que:
11, -~ 1. = -
VT :gz‘aXb‘h :>VT :E‘[a,b,(::”

Ejemplos:
a) El volumen del paralelepipedo determinado por los vectores & = (3, 1, 2), b = (-1, 2, 0) y
¢ =(1, 5, -4) vale:

3 1 2
sz‘[g’ﬁ’é]‘: 12 0[=3-(-8)-1-4+2-(5-2)| =|-42| =42,
1 5 -4

. : . 1 & &
El volumen del tetraedro determinado por los mismos vectores sera V; = E‘ [a, b, c” =7

b) Los puntos A(1, 0, 1), B(2, 0, -1), C(0, 1, 4) y D(1, -2, 3), determinan el tetraedro de

vértices ABCD. c

. . 3.
El volumen de este tetraedro viene dado por %‘[AB, AC,AD|. / \
- _ - I.-"I \"x _\?-T D
Como AB=(1,0,-2), AC=(-1,1,3)y AD =(0, -2, 2), su volumen es: ;‘_". x I.
1 R ! 8 4 T
Vi==[-1 1 3|=2{112-22/=—=— 1’
6 6 3

0 -2 2

7. Ejercicios finales

Ejercicio 1

Sean Ui y V dos vectores tales que: (T+V {0 —V)=17 y [t]=9.
Calcula el médulo del vector v .

Solucién:

Haciendo el producto escalar:

(G +VHT V) =00 —0v + VG -9 =[d* - .

Por tanto: 17 = 9% —|v|* = |V|* =81-17 =64 = |[v|=8.
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Ejercicio 2
Sean los vectores: & = (2,-1,4)y b =(0,3, m)conm e R.
a) Halla el valor de m paraque a y b sean ortogonales.

b) Param = 0 calcula el &rea del paralelogramo que tiene por lados los vectores a y b .
Solucién:
a) Dos vectores son ortogonales cuando su producto escalar vale 0.

a-b=(2-14-0,3m=-3+4m=0= m:%.

b) El area del paralelogramo que determinan los vectores & y b viene dada por el médulo del
producto vectorial de los vectores dados: a x b.
Param=0, b = (0, 3, 0), luego

u, U, U
dxb=[2 -1 4|=(-12, 0, 6) = \axﬁ\z,/(—lz)%az =4/180.
0 3 0

El area del paralelogramo vale /180 u2.

Ejercicio 3

Halla el volumen del tetraedro cuyos vértices son los puntos O(0, 0, 0), A(4, 0, 0), B(0, 4/3, 0)
yC=(0,0,4).

Solucion: z T

El tetraedro es el representado en la figura adjunta. Sus 4nC

veértices estan situados sobre los ejes cartesianos.

Su volumen vendré determinado por un sexto del producto

mixto de los vectores OA, OB y OC, siendo OA = (4, 0, 0),

OB = (0, 4/3, 0) y OC = (0, 0, 4) e
4 0 . B
Suvalores:V:EO 4/3 0 _164_32 ul. X a A
6 3 9
0O 0 4
Ejercicio 4

Calcula el area del triangulo de vértices B =(1,0,1),C=(2,4,-2) yD =(11, 0, 0).
Solucién:

1 _ —
El area del triangulo de vértices B, C y D viene dada por el valor de S = E‘BC x BD.
Como BC = (2, 4,-2) — (1,0, 1) = (1, 4, -3) y BD = (11, 0, 0) — (1, 0, 1) = (10, 0, —1), se

tiene que:

i j ok
BCxBD = |1 4 -3=(-4, —29, —40) =
10 0 -1

— |BC xBD| = 1/(—4)? +(=29)? + (—40)? =+/2457 — El area pedida es S :% 2457 U2,
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Problemas propuestos

Vectores

1.Para a=(1,-2,3)y b = (3, -1, 4), halla:
a) d+b b) 2a—-b c) —a+3b d) ¢ =Ad+ub

2. a) A partir de la definicién de dependencia lineal de vectores, demuestra que los vectores
{(1,0,-1), (0,1, 2), (1, -1, 1)} son linealmente independientes.
b) Expresa el vector Vv = (3, -2, 3) en funcidn de los vectores anteriores.

3. Dados los puntos A(1, 0, -1), B(2, 1, 0), C(0, 0, -1) y D(-1, 1, 1), halla los vectores AB, BC
y CD. Comprueba si son linealmente dependientes o no. Da una interpretacién geométrica del
hecho.

4. Para los vectores AB, BC y CD, del ejercicio anterior, halla:
a) El médulo de cada uno de ellos.

b) El producto escalar AB - BC.

c) El &ngulo que forman AB y BC.

5. Calcula los valores de a y b para que los puntos A(1, 1, 1), B(a, 2, b) y C(1, 0, 0) estén
alineados.

6. Estudia la dependencia o independencia lineal de los vectores
u=(09), v=3-12, w=(5-114

7. a) Estudia, en funcién del valor del pardmetro a, la dependencia e independencia lineal de
los vectores v, = (a, —a, 1), V, =(2a,1,1) y v, = (1, -1, -1).
b) Cuando sean linealmente dependientes, escribe V, como combinacion lineal de v, y V, .

8. Halla la relacion que debe existir entre a y b para que los puntos de coordenadas A(1, 0, 0),
B(a, b, 0), C(a, 0, b) y D(0, a, b) estén en un plano.

Aplicaciones del producto escalar, vectorial y mixto

9. a) Calcula el &ngulo que forman los vectores G =(2,1,1)y Vv = (-1, 1, 1).
b) ¢Cuanto debe valer a para que los vectores U =(2,a,1)y V = (-1, a, 1) sean
perpendiculares.

10. Dados los puntos A(1, 0, -1), B(2, 1, 0) y C(0, 0, —1), determina otro punto D de manera
gue ABCD sean Vvértices consecutivos de un paralelogramo. Determina el punto de corte de
sus diagonales y el area de ese paralelogramo.

11. Dados los vectores Vv = (1,0, -1) y w = (1, 1, 0), calcula los vectores unitarios de R® que
son ortogonales a ambos.

12. Determina el valor de a para que los puntos A(1, 0, 1), B(1, 1, 1) y C(1, 6, a) sean los
vertices de un triangulo de area 3/2.
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13. a) Demuestra que los puntos A(A, 2, 1), B(2, —A, 0) y C(A, 0, A + 2) son vértices de un
triangulo isdsceles.

b) Para A = 2 determina su area.

c) ParaA =0, si los puntos A, B y C se trasladan segun el vector v = (1, -1, 3) se obtiene un
prisma triangular. Halla los nuevos vértices y el volumen del prisma.

14. (Propuesto en Selectividad, Madrid 2012)

Dados los puntos P1(1, 3, —1), P2(a, 2, 0), P3(1, 5, 4) y P4(2, 0, 2), se pide:

a) Hallar el valor de a para que los cuatro puntos estén en el mismo plano.

b) Hallar los valores de a para que el tetraedro con vértices en P1, P2, P3, P4 tenga volumen
igual a 7.

15. Dados los vectores: & = (2, -1,4) y b = (0, 3, 1) con L& R.
a) Halla el valor de A paraque a y b sean ortogonales.
b) Para & = 0 calcula el 4rea del paralelogramo que tiene por lados los vectores a y b .

16. Dados los puntos A(1, 2, 1), B(2, 3, 1), C(0, 5, 3) y D(-1, 4, 3).

a) Prueba que los cuatro puntos estan en el mismo plano.

b) Demuestra que el poligono de vértices consecutivos ABCD es rectangulo.
c) Calcula el &rea de dicho rectangulo.

17. (Propuesto en EVAU 2018, Madrid)
Se consideran los vectores U = (-1, 2, 3), V. =(2, 0, -1) y el punto A(-4, 4, 7). Se pide:
a) Determinar un vector W; que sea ortogonal a U y V, unitario y con tercera coordenada

negativa.
b) Hallar un vector no nulo w, que sea combinacion lineal de U y vV y ortogonal a v .

c) Determinar los vértices del paralelogramo cuyos lados tienen las direcciones de los
vectores U y V y una de sus diagonales es el segmento OA.

Soluciones
1.a) (4,-3,7).b) (-1,-3,2).¢) (8, -1, 9). d) (A +3u, — 21 —p, 31 +4p).
2.a) Loson.b) (3,-2, 3):%-(1, 0, —1)+%-(o,1, 2)+g-(1, ~1,1).
3. Son L.i. No hay ningan plano gque contenga a los cuatro puntos.
4.3) \3: V6 ; /6. b) 4. ¢) 160,53°. 5.a=1b=2 6. Son L.i.
7.a)Sia=-10-1/2,1.d; a#-1y-1/2li.b)Sia=-1, Vv, =-v,; Sia=-1/2, V; = —V,.
8. a+b=1, conay b distintos de 0. 9.a) 90° b) a=+1.
1 1 1 1

10.D=(-1,-1,-2).M=|=,0,-1|. V2 u2. 11. i(—,——,—j.

c11,2m= (G0 NCRNCANG:
12. a=40a=-2 13. a) Lo son. b) 6 u?. ¢) 6 ud.
14.a)a:ﬂ.b)a:E o;a:—g. 15.a)k:§.b) 180 u?.

3 3 3 4

16. a) Lo estan. b) Lo es. ¢) J24
4 ] b) (1,2, 2).¢) (0,0, 0); (-2, 4,6); (-2,0,1); (-4,4,7).

2 5
H (‘3@ NN
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