Tasa de variacion

Consideremos una funcién y = f(x) y consideremos dos puntos proximos sobre el eje de
abscisas "a" y "a+h", siendo "h" un nimero real que corresponde a la variacion de x o (Ax), se lee

“incremento de x”

fia+h) ¢

[f(a)+n]-f(a)

f{a) o

Se llama tasa de variacion (T.V.) de la funcion en el intervalo [a, a+h], que se representa
por Ay (incremento de y), a la diferencia entre las ordenadas correspondientes a los puntos de

abscisas a 'y ath.

Ay = [f(a+h) - f(a)]

Tasa de variacion media

Se llama tasa de variacion media (T.V.M.) en intervalo [a, a+h], y se representa por , al

cociente entre la tasa de variacion 2% y la amplitud del intervalo considerado sobre el eje de

. , Ax
abscisas, h 6 Ax, esto es:

flat+h)-f(a)
h

VM a,at+h]=

Interpretacion geomeétrica

La expresion anterior coincide con la pendiente de la recta secante a la funcion f(x), que pasa

por los puntos de abscisas a 'y a+h.



m = f(a ”2_ f(a)

ya que en el tridngulo PQR resulta que:

_fla+h)-f(a)
B h

o

Ejemplos:

Calcular la T.V.M. de la funcién f(x) = x* - x en el intervalo [1,4].

VML 4] f(?:i(l) _ 123—0 .

El indice de la bolsa de Madrid paso cierto afio de 1350 a 1510. Hallar la tasa de variacion
media mensual.

1510-1350 160
12 12

Vit = =13.33




Concepto de derivada

Derivada de una funcidn en un punto

La derivada de la funcién f(x) en el punto x = a es el valor del limite, si existe, de la tasa de

variacion media, cuando el incremento de la variable tiende a cero. Se designa por f'(a).

' . Ay . Flat+h)-f(a)
f =lim == =1
@)= = A h

f{a+h) §

Ejemplos:

Hallar la derivada de la funcion f(x) = 3x* en el punto x = 2.

F(2+h)-f(2) _ 32+h)?-3.2% _

F{(2y=li li
2)=jim h R0 h
. 3(4+4h+hd)-12 . 3R% +12h
= lim = ljm =2~~~ _
h—=0 h h—0 h

lim (3h+12)=12
h—=0

Calcular la derivada de la funcién f(x) = x*> + 4x - 5 en x = 1.

F()- Jim F(1 +h§—f(1)=




(1+h)X +4Q1 +h)—5—(12 +4.1—5)
= lim =

h—0 h
. 1+2h+h2+4+4h -5 . h?416h
= lim = lim -
h—=0 h f1—=0 h

lim (h+6)=06
h—=0

Interpretacion geométrica de la derivada

fla+h)

Cuando h tiende a 0, el punto Q tiende a confundirse con el P. Entonces la recta secante

tiende a ser la recta tangente a la funcién f(x) en P, y por tanto el angulo a tiende a ser B.

Ay
tg p=lim =X = f*
9p=fim, =@

fia) o

\




La pendiente de la tangente a la curva en un punto es igual a la derivada de la funcion en

ese punto.
m; = f'(a)

Funcion derivada

La funcién derivada de una funcion f(x) es una funcion que asocia a cada numero real su

derivada, si existe. Se denota por f'(x).

f(x+h)-f({x)

Fiixy=lim
( ) h—0 h
EJEMPLOS:

Calcular la funcién derivada de f(x) = x* = x + 1.

F(x)= M}, F(x +hh)— f(x) _

(x+h)2—(x+h)+1—(x2—x+1)

= I. =
H30 h

_ lim x2+2hx+h2—x—h+1—x2+x—1:

~ h—0 h

_ i 2hx +h?-h lim h(2x+h-1)

 h—0 h ~ hs0 h B

= lim (2x+h—1)=2x—1
h—=0

Hallar f(-1), £(0) y f(1)
f(-1)=2(-1)-1=-3

£(0) = 2(0) - 1= 1
F(1)=2(1)-1=1



Derivadas laterales

Derivada por la izquierda

fla+h)-f(a)
h

fa)= lim

Derivada por la derecha

fla+h)-f(a)
h

Feat)=li
@ irg,

Una funcion es derivable en un punto si, y sélo si, es derivable por la izquierda y por la

derecha en dicho punto y las derivadas laterales coinciden.

Derivada de las funciones “a trozos”

En las funciones definidas a trozos es necesario estudiar las derivadas laterales en los
puntos de separacion de los distintos trozos.

Estudiar la derivabilidad de la funcion f(x) = |x|.

f(x)z{—x .5‘{ % <0
x &1 x=20

. —(0+h)-0 _p

I L D S |
xﬂ)‘ h h

lim O+h-0_h _ 1
x—=0% h h

Puesto que las derivadas laterales en x = 0 son distintas, la funcion no es derivable en dicho
punto.



Las derivada laterales no coinciden en los picos ni en los puntos angulosos de las funciones.

Por tanto en esos puntos no existe la derivada.

F(x) -x S x <0
1=

x2 Si x=20
. —(0+h)-0 _ph
im —(0*M=0_-h__,
xﬂ]‘ h h

Z_ 2

T Chti) Ml | TR
x =0t h x—s0% h »—0*

No es derivable en x = 0.




Derivabilidad y continuidad

Si una funcion es derivable en un punto x = a, entonces es continua para x = a.

El reciproco es falso, es decir, hay funciones que son continuas en un punto y que, sin
embargo, no son derivables.

Estudiar la continuidad y derivabilidad de las funciones:

S x <0

1
f =
() {x Si x=0

En primer lugar estudiamos la continuidad en x = 0.

f(0)=0 lim 1=1 lim x=0

x =0 x>0t

La funcioén no es continua, por tanto tampoco es derivable.

S x <0

0
f =
<) {x Si x=0

En primer lugar estudiamos la continuidad en x = 0.

f(0)=0 lim 0=0 lim x=0
x—0" x —0%

La funcion es continua, por tanto podemos estudiar la derivabilidad.

im 2=%_ |im 0=0
»N—a0" h M0



) O+h-0 h
lim —— — =" =

1
x—=0* h h

Como no coinciden las derivadas laterales no es derivable en x = 1.

f(x) = x* en x = 0.
La funcion es continua en x= 0, por tanto podemos estudiar la derivabilidad.

(0+h)y -0% _ . h°
h h=0h h=0

F(0)= li
=7

En x = 0 la funcion es continua y derivable.




