Medida de anqulos

Un angulo es la region del plano comprendida entre dos semirrectas

con origen comun. A las semirrectas se las llama lados y al origen comun

veértice.

El angulo es positivo si se desplaza en sentido contrario al

movimiento de las agujas del reloj y negativo en caso contrario

Para medir angulos se utilizan las siguientes unidades:

1 Grado sexagesimal (°)

Si se divide la circunferencia en 360 partes iguales, el angulo central
correspondiente a cada una de sus partes es un angulo de un grado (1°)

sexagesimal.

Un grado tiene 60 minutos (') y un minuto tiene 60 segundos (").

2 Radian (rad)

Es la medida de un angulo cuyo arco mide un radio.
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Razones trigonométricas
C
=
D
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Seno

Seno del angulo B: es la razdn entre el cateto opuesto al angulo y la

hipotenusa.

Se denota por sen B.

cateto opuesto _ E
hipotenusa a

son B=

Coseno

Coseno del angulo B: es la razon entre el cateto contiguo al angulo

y la hipotenusa.

Se denota por cos B.

cateto contiguo _ c

cos B= _
hipotenusa a

Tangente

Tangente del angulo B: es la razdn entre el cateto opuesto al angulo

y el cateto contiguo al angulo.



Se denota por tg B.

cos B cateto contiguo

tg B= sen B cateto opuesto E
C

Cosecante

Cosecante del angulo B: es la razdén inversa del seno de B.
Se denota por cosec B.

. 1 _ hipotenusa a
cosec B= =
sen B cateto opuesto b

Secante

Secante del angulo B: es la razdn inversa del coseno de B.

Se denota por sec B.

. 1 _ hipotenusa _a

sec B= = : = —

cos B cateto contiguo C
Cotangente

Cotangente del angulo B: es la razén inversa de la tangente de B.
Se denota por cotg B.

_ cos B cateto contiguo _ C

cotg B= 1 = =
g B sen B cateto opuesto b




Circunferencia goniométrica

Se llama circunferencia goniométrica a aquélla que tiene su centro en

el origen de coordenadas y su radio es la unidad. En la circunferencia

goniométrica los ejes de coordenadas delimitan cuatro cuadrantes que se

numeran en sentido contrario a las agujas del reloj.

QOP y TOS son triangulos

semejantes.

QOP y T'OS’' son triangulos

semejantes.

El seno es la ordenada (y).

El coseno es la abscisa (x).
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Signo de las razones trigonométricas
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Razones trigonomeétricas de 0°, 90° , 180° vy 270°

i 0° 90° 180° 270°
sen 0 1 0 -1
Cos 1 0 -1 0
tg 0 —w 0 — -

Razones trigonomeétricas de 30°, 45° vy 60°

Seno, coseno y tangente de 30° y 60°

Si dibujamos un triangulo equilatero ABC, cada uno de sus tres
angulos mide 60° y, si trazamos una altura del mismo, h, el angulo del
vértice A por el que la hemos trazado queda dividido en dos iguales de 30°

cada uno. Recurriendo al Teorema de Pitagoras, tenemos que la altura es:
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Seno, coseno y tangente de 45°

d= J2+12 = 2P = |2

sen 45%= ; -1 V2
2 &2 2
| 1 N7
cos 45°= = =
2 2 2
2
tg 45°= _\5_2 = !
N
2

a o< 30° 45° 60° ap-° 180° 270°
sen 0 l £ E 1 0 -1
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J3 V2 1
1 - i = 0 -1 0
CcoS 5 5 5
tg 0 g 1 ¥3 — 0 — —0



Relaciones entre anqulos

Angulos suplementarios

Son aquéllos cuya suma es 180° 6 ¥ radianes.

sen (m—a)= sen a
cos (m—a)=-cos &

tg (m—a)=-tg &

sen 150° = sen (180°-30°) -

|
cos 150° =cos (18[]0—3[]")
tg 150°=tg (180°-30°) =

Angulos que se diferencian en 180°

Son aquéllos cuya suma es 180° 6 ¥ radianes.

sen (w+a)=-sen a

~\
cos (m+a)=-cos a / : \

- R

tg (r+a)=tg a

sen 210° =sen (18[]
cos 210° =cos (18[]

tg 210°=1tg (180°+30°) = tg 30°= g



Angulos opuestos

Son aquéllos cuya suma es
360° 6 2 % radianes.

sen (2r-a)= -sen a / e
cos (2m—a)=cos a
Faps 1 1
tg 2a-a)=-tg @ i ' .-_:.‘uiﬁ'u' o=
I /
\ //!F'
1

sen 330%=sen [360‘5’—30“): —sen 3[?!":—E '
cos 330° =cos (36[]0—3[]")= CcoS 30":?

tg 330° =tg (360°-30°=-ig 30“:—?

Angulos negativos

El angulo es negativo si se desplaza en el sentido del movimiento de

las agujas del reloj. . T

-a = 360° - a /
sen (—a)= -sen «
cos (—a)=cos a , a

“I‘\\/-'_q

tg (-a)=-tg «

sen (-30°) =-sen 3Du:_% . | Ve
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307 = 30°=2—
cos[ ) COS 5
tg (-30°)=-tg 30°= —g

Angulos complementarios

Son aquéllos cuya suma es 90° 6 /2 radianes.

3 P’
5N E_ = CO§ &

90°-a

g [g—a']z cotg &

2

sen 60° =sen (9[]“—3[]°) =

cos 60°=cos [9[]“—3[]°) =

tg 60°=tg (90°-30°) = cotg 30°= .3

Mavores de 360°

Angulos que se diferencian en un niumero entero de vueltas.

sen (a+2ak)= sen «
cos (a+2ak)=cos a

tg (e+2ak)=1tg a

750° 360°
30° 2

sen 750° =sen (360°:2+30°% = sen BDﬂzé



3

cos 750°=cos (360°:2+30°) = cos 3[]":?

tg 750°=tg (360°.:2 +30°) = tg 30“:%

Razones trigonométricas de otros anqulos

Anqulos que difieren en 90° 6 /2 rad

i 3
5N [§+&)= COos &

COS [E + r,r) =-5en a \p

o

tg (g + cr) =—cotg &

sen 120°=sen (9[]0+3[]")= CcOoSs 3[]":?

cos 120° =cos [QDO+BD")= —-sen 30°=—=

P | =

tg 120°=tg (90°+30°)= —cotg 30°= —.3

ldentidades trigonomeétricas fundamentales

Relacién seno coseno

cos?2 o + sen?a =1

Relacién secante tangente

sec?a =1+ tg?a
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Relacién cosecante cotangente

cosec?a =1 + cotg? a

Eiemplos de aplicacidén:

Sabiendo que tg a = 2, y que 180° < a <270°. Calcular las restantes

razones trigonométricas del angulo a.

1 459
COS g=——=——— seC a=—1+4 =5
5 S5

sen azz.[_ﬁ]z_iﬁ 5

g &=2 cotg a:%

Sabiendo que sen a = 3/5, y que 90° <a <180°. Calcular las restantes
razones trigonomeétricas del angulo a.

3 )
sen a=— COSEeC &= —
o 3

nt:t::us::r=—1—§z=—i sec r..':=—E
o o 4

cotg a=-
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Razones trigonomeétricas de la suma y diferencia
de anqulos

sen(a+b)=sena cosb+cosa senb
sen(a-b)=sena cosb-cosa senb
cos (a+b)=cos a cosb-sen a senb

cos (a—b)=cos a cosb+sen a senb

tga+itgb

tg (a+b)= l1-tgatgb

tga-tgb
b -b)=
g (a-b) l+itgatgb

Eijemplos de aplicacidn:

senl5°=sen(45°-30°)= sen45°cos30° - cos 45°sen 30°=

BB gy

2 2 2 2 4

cos 15°=cos {45°-30°) = cos 45°cos30°+sen 45°sen 30°=

BB gy

2 2 2 2 4

1—
tg45°-tg30°

tg 15° = _

9 1+1g 45°:tg 30°

=2-.3

i
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Razones trigonomeétricas del angulo doble

senzZa=2 seha cosa

cos 2a=cos’ a- sena
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Ejemplos de aplicacién:

sen 120° =2 sen 60° cosb0” = 2.

ru|%|

M|
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cos 120° = cos® 60° - sen‘60° = = - -

2

AW

1
4

2tg 60° 23
tg 120° = - - -
d 1-tg?60° 1-3 V3

Razones trigonométricas del angulo mitad

sen£—+ 1-cosA
2 2

c05£—+ [1+cos A
2 2
A 1-cos A
t _:ii—
g 2 l+cos A

Ejemplos de aplicacidén:

sen(22° 30) = sen[425 ] - ,f$ -

cos (22° 30') = cos 4571 jl+cosds”
2z 2z

o o 45° ||1—c0545“
tg(22 30)=tg( 2 ): 1+c0545“=
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Transformaciones de sumas en productos

senA+senB=2 senA+B c0%s A;B
senA-senB =2 cos A+8 sen A8
cos A+4+cos B=2 cos A+B COS A-B

cos A—cos B =-2 sen A+E sen AEB

Ejiemplos de aplicacidn:

send0®+sen?20°=2 sen 30° cos 10°
send0®—-sen 20°=2 cos 30° seny 10°
cos 40+ cos 20°=2 cos 30° cos 10°

cos 40%—-cos 20°= -2 sen 30° sen 10°

Transformaciones de productos en sumas

senA-cosB = %[sen (A+B)+sen(A —B)]
cos A-senB = %[sen (A +B)-sen(A —B)]
cos A.-cosh = %[cos (A +B)+cos (A —B)]

senA-senfB = —%[CDS(A +B)-cos {A —B)]

Ejemplos de aplicacion:

sen3x -Ccos X = % [sen A4x +sen2x)

COS3X -5en X = % (sen A% — senzx)

COS3X -COS X = %(cos 4% + COos Ex)

sen3dx -5enx = —%[cos Ax — c052x)
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Ecuaciones trigonométricas

Son las ecuaciones en las que la incégnita esta afectada por una
funcién trigonométrica. Como éstas son periodicas, habra por lo general

infinitas soluciones.

Ejemplos de ecuaciones trigonométricas

senx=0

El seno es nulo en el eje de abscisas y tiene de periodo 360°.
x, =0°+360°% x, =0°,360°,720°,...
X =arcsen( =
%, =180°+360°% X, = 180°,540°,900°,...

solucion: X =0°+180%

cos x =0

El coseno es nulo en el eje ordenadas y tiene de periodo 360°.

X, =90°4+360°% X, =90°,450°,810°,...
¥ =arccos 0=
X, =270°+360% X, =270°,630°,990°,...

soluciones: X =0°+180%%

x =90°+180%

g x=0

La tangente es nula en el eje de abscisas y tiene de periodo 180°.

x =arctg 0 ¥ =0°+180%%

senx=1

X =arcsenl x =90°+360% 15



cos x =1

X =arccos 1 x =0°+360°
g x=1
X =arctg 1 X =45°+180%
senx =-1
x =arcsen(-1) x =270°+360%
cos X =-1
arccos {(cos x)=arccos (-1) foft=x
X =arccos (-1) x =180°+360%
g x=-1
x =arctg {-1) x =135°+180°k
senX ==

El seno es positivo en el 1°" y 2° cuadrante.

x —arcsen|L] =41 = 30°+360%
- 2 X, =150°+360%
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1

Ssenx =—=
2

arcsen (sen x)z arcsen [—%J Foftl=x

El seno es negativo en el 2° y 4° cuadrante.

o — arcsen (L) o {%1 =210°+360%
- 2 X, =330°+360%

1
COS X ==
2

El coseno es positivo en el 1°" y 4° cuadrante.

X = arccos 1 = X, = 60°+360%
- 2 X, = 300°+360°%

COS X =—

El coseno es negativo en el 2° y 3°" cuadrante.

v — arccos [ 1) o J*1=120°+360%
- 2 X, =240°+360%
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Ejercicios de ecuaciones trigonométricas

Resolver las ecuaciones trigonométricas:

Ejercicio 1 [ ﬁ] Ne
gen X +—| = 2

O
E %{ sen60

2 senl200
» 4450 = 600 Xy =15%43H60°0k
» +450=120° X, =75%4360°k
Ejercicio 2

3sen?x-5senx+2=0

5+25-24 5+1

56N X =
) (5]
sen x =1 ¥ =90°4+360%
41°48' 37" +360°%
s5ehn X == X =
138°11'23"+360°%
Ejercicio 3

cos2x =1+ 4dsenx

cos’x—senix=1+4senx
l-sen®x-sen®x=1+4senx

2sen?x+4senx =0

senx =0

Z2sen x (senx +2)=D =
senx+2=0

x, = 0°+360°k
X =arcsen(0 = x =0°+180°k
X, =180°+360°k

x =arcsen(-2) Sin solucion
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Ejercicio 4

Ig 2x =—-1g X
2t X
———— =g X
1-tg® x g

tgx(tgzx—3)=[]

tgx =0 x =0°+180°k

X =60°+180%
g x =13
g 3 {x =120°+180°%

Sistemas de ecuaciones trigonométricas

Ejercicio 5
J§+1
SeNX+ sen y = 5
senx—senyzﬁ_l
2
e, +€, 2sen x =3 sen x =§
Ejercicio 6
tgx+tgy = 1
cotg [X-I—}’):E
4
1 3 4
. h -
tg(x+y) 4 g(x+y) 3
t t = 1
gx+tgy tgy =1-tgx
L —E:} gx gy =1
1-tgxstgy 3 gx-gy =

NG x —Hgx+1=0 (2tgx—1)2=[]

tgx:% X =26°33'54" +180°%

tgy=% x =26°33"'54" +180°%

Por reduccion:

{

x =60°4+360%
x =120°4+360%
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Ejercicio 7

[senx.«cosy +cos x.seny =1
‘senx-cosy—cosx-seny=%
’sen[x+}-')=1
) 1
sen{x-yli==

(x-y)=1
[x +y =90° ?2x =120°+360%
\ x =60°+180°%
| x —y =30° vy =30°+180°%
[ x +y =90° 2x =240°4+360%
1 ®x =120°+180°
[ x —y =150° y =-30°+180°%

20





