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Derivada de una funcion.
Aplicaciones(l)

sta Unidad trata sobre la derivada, cuya impor-
tancia radica en sus muchas aplicaciones. Al igual
que en primero de Bachillerato, usaremos la
notacién F’, ideada por el matematico, fisico y
astrénomo de origen italiano J. L. Lagrange (1736 — 1813).
Repasamos la definicion, recordando que la derivada surge
para hallar la tasa de variacion instantanea y, por lo tanto,
la velocidad de crecimiento de una funcion. Seguimos con
las reglas para derivar. Incluimos la derivada de la funcién
inversa, la derivacion logaritmica y la derivada implicita.
Con ellas somos capaces de derivar cualquier funcion real
de variable real.

Estudiamos la derivabilidad de las funciones. Conse-
cuencias de la continuidad y la derivabilidad son los
teoremas de Rolle, del valor medio o de Lagrange, del
valor medio generalizado o de Cauchy y la Regla de
L'Hobpital, cuya demostracion teniamos pendiente desde
la Unidad 8.

No dejamos de vista las aplicaciones mas practicas
de la derivada, como son el calculo de la recta tangente,

e Joseph Louis Lagrange.
(Wikipedia.org. Dominio Publico)

el estudio de la monotonia y el calculo de los extremos relativos o puntos criticos de una funcion,
que reinterpretamos con la ayuda del teorema del valor medio.

Calculamos derivadas de 6rdenes superiores. La derivada segunda la usaremos para estudiar la
curvatura, puntos de inflexion y para distinguir el tipo de extremo relativo. El calculo de las de orden tres
y superior nos servira para poder calcular los términos del desarrollo en serie de Taylor (Unidad 9).

Hay que recordar que tanto la monotonia como la curvatura se estudian a partir del signo de
una funcién. Esto lo haremos con las herramientas vistas en Primero de Bachillerato. Asi, usamos
una misma técnica que aplicamos a diferentes funciones, o mejor dicho, a las derivadas de una
misma funcion: el crecimiento se estudia a partir de la derivada primera; y la curvatura, de la

derivada segunda.

Con el estudio de esta Unidad nos proponemos alcanzar los objetivos siguientes:

Calcular la derivada de cualquier funcion.
Estudiar la derivabilidad de una funcioén.

Calcular los extremos relativos de una funcion.
Obtener las derivadas sucesivas.

© N o ok e =

Conocer y manejar teoremas referentes a la continuidad y derivabilidad de funciones.
Hallar la ecuacién de la recta tangente a una funcién en cualquier punto.
Estudiar el crecimiento y el decrecimiento de una funcion.

Estudiar la concavidad y la convexidad, asi como hallar los puntos de inflexion de una funcién.
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Derivada de una funcién en un punto
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DERIVADA DE UNA FUNCION. APLICACIONES (1)

1. Derivada de una funcion

Interpretacion geométrica y fisica

Vimos en Primero de Bachillerato que la derivada de una funcion en un punto es la tasa de variacién instantdnea

f(a+h)—f(a)

en dicho puntofi(a)= ng p . Al interpretarla geométricamente se observa que es la pendiente de

la recta tangente a la curva, siendo y -y, = f'(xo) * (x-X,) la ecuacién de dicha recta tangente a la funcion fen el
punto (X,, o).

4

La interpretacion fisica de la derivaéja conduce al concepto de velocidad instantanea, definida como
V= Iimo%, relacionada con la notacion d—i en la que se expresa la variacion en la funcion y (diferencial de y 6
At—

dy) inducida por la variacion en la variable x (diferencial de x 6 dx).

Para calcular una derivada siguiendo la definicién recurriamos a la Regla de los 4 pasos, consistente en efectuar
los calculos pormenorizadamente:

1¢ paso: célculo de las imagenes f(a+h) y f(a).

2° paso: calculo de la diferencia f(a+h) - f(a). Si se puede, se saca factor comdn h.

3* paso: calculo del cociente W,Si se puede, se simplifica h.

w, que ya es la derivada.

4° paso: calculo del limite lim
h—0

Recordemos el procedimiento con un ejemplo:

Dada f(x)= 6X—+15 calcula f'(—2) usando la definicion.

f(-2+h)=(-2)

Primero escribimos la definicion para este caso: f'(-2) = lim
-

6(—2+h)+5_6h—7_f(_ )_7
2+h-1  h-3" 3
_6h-7 7 18h-21-7Th+21  11h

“h=3 3 3(h-3)  3(h-3)

Vs
3 paso: [(C2HN=F(2) _ 3(h=3) 11

1% paso: f(-2+h)=

2° paso: f (—2+h)—f(-2)

h 3(h-3)’

(20 ~1(2) 11 oy =1
~13(h-3) 9

4° paso: lim
h—0
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2. Funcion derivada

Dado lo tedioso del calculo de la derivada punto a punto, se define una funcion derivada
B imf(x+h)—f(x) dy . Ay i y(x+Ax)=y(x)

f'(x)=1 0 —"—=Im—= , de modo que se pueda calcular en cual-
h—0 h dx Ax—0 Ax  Ax—0 AX

quier punto genérico x. A partir de esta definicion se obtienen las derivadas de las funciones elementales y las
reglas del algebra de derivadas.

Como ya sabemos, para que una funcion sea derivable en un punto, previamente ha de ser continua en dicho
punto. Si existe la derivada de una funcién, esto es, cuando se obtiene un resultado finito, se dice que la funcién
es derivable.

2.1. Derivada de funciones conocidas. Algebra de derivadas

En primer lugar se expone en forma de tablas la informacién necesaria y ya conocida. En la primera, aparecen
las derivadas de las funciones usuales; en la segunda, estan las reglas que nos permiten derivar sumas, restas,
productos, cocientes y composiciones de funciones; en la tercera, dada la importancia y dificultad que presenta
la regla de la cadena (derivada de la composicién de funciones) se desarrolla para los casos mas habituales. Estas
tablas deben ser memorizadas.

Tabla de derivadas de las funciones usuales
Funcion Derivada
k (constante) 0
X" neR n-x""
1 -1
X X2
5 1
X 24x
e e
a* a‘lna
In x 1
X
log, x 1
xlna
sen x cOS X
oS X - sen x
14+tg%x = 1
g x cos’ x
1
arcsenx 1—x2
—1
arccosx 12
1
arctgx 1+ x2
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DERIVADA DE UNA FUNCION. APLICACIONES (1)

¥ t=-
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Algebra de derivadas

fxg)'=f(x)tg'(x)
f-g)(x)=1'(x)-g(x)+f(x)-g'(x)
k-f)(x)=k-f'(x), k constante

_F(x)-9(x)=f(x)-9(x)

lg

k f(x)

» 9(x)#0
(x)]

fog)(x)= f(g(X)) g91(x)

La Ultima férmula, conocida como Regla de la cadena, puede desglosarse un poco para algunas funciones,

obteniendo la siguiente tabla:

Funcion Derivada

(f(x))’ n-(f(x))""-f'(x), neR
ol f'(x)-e'™
n(f(x)) %
sen(f(x)) f'(x)-cosf(x)
cos(f(x)) —f'(x)-sen(f(x))
f, [ 2
tg (f(x)) sz(x)(wtg (f(x)))

Usaremos la definicion para hallar la derivada y demostrar las reglas del algebra de derivadas que no fueron
demostradas en Primero. En las demostraciones que siguen, se supone que todas las funciones son continuas y

derivables.

v' Derivada de In x

f(x+h)=In(x+h)=f(x+h)~f (x)=In(x+h)~Inx = /n(”hj /(1+hJ

In 1+ﬁ
f(x+h)—f( )= X =1In

el

Luego, (Inx)'=

En® mtercamblamos el limite con el neperiano.

194
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v' Derivada de un producto de funciones

07 (1) i DR -9)(0) - F(xh)g () ()0 ()"

h—0 h

h
_im f(x+h)g(x+h)—f(x)g(x+h)+f(x)g(x+h)—f(x)g(x)®

= lim —-g(x+n)}+nm[w-f(x) 25 () g(x)+9 (x)-F(x).
Luego, (f-g)'(x)=f"(x)-g(x)+f(x)-9'(x).

En M introducimos f(x)-g(x+h), sumando y restando, para sacar factor comun, agrupar y separar el limite
(paso ?). En @ aplicamos que el limite de un producto es el producto de limites, la definicidn de derivada y el hecho
de que fy g son continuas.

v Derivada de un cociente de funciones

(g),(x)zm(;](ﬂhz_(;)(X)_ : w_;((i))_ , f(X+h/)79((X)—f(x g(x+h)0

Ahora hay que introducir f(x)-g(x), sumando y restando. El ajuste hecho en @ consiste en sacar factor comun
y agrupar; después se sube h del denominador para tener reconocibles las derivadas. En ® tomamos el limite,
teniendo en cuenta la continuidad.

v' Derivada de una composicion de funciones o regla de la cadena
¢ (Fog)(x+h)=(Fog)(x) _ . Fg(x+h))=F(g(x))®
(1og) () =iy = i S
f(g(x+h))- f(gx) (x+h)-g(x) |@
h

= fim (x+h) a(x) =f"(g(x))-g'(x)-
Luego, ( )=f"(9(x))-9'

En " se introduce g (x +h)— g (x), multiplicando y dividiendo, ya que ése es el argumento de f . Como g es continua, g (x+h)—g(x) — 0 cuando h — 0.
loletm)=Fa(x) M@0 +H)=1(90) _pvg )
g(x+h)-g(x) H-0 H '
El punto delicado de esta demostracion es la division entre g (x +h)—g(x), pues podria provocar una division por cero antes de calcular el limite. La explicacion
de que esto no causa problemas excede el nivel del presente libro; aquella persona interesada puede consultar los libros sobre Analisis Matematico que aparecen
en la bibliografia.

Asi, puede escribirse que g (x +h) = g(x)+H, donde H — 0 cuando h — 0 y queda: Ihing
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DERIVADA DE UNA FUNCION. APLICACIONES (1)

2.2. Derivada de la funcion inversa. Derivacion logaritmica.
Derivada implicita

La Regla de la cadena nos permite deducir los siguientes resultados:
v' Derivada de la funcién inversa

La inversa verifica que (f of )(x) = (f " )(x) = x; derivando el primer término y el tltimo tenemos que
(Fof ™)' (x)=(x)'=f'(f"(x))-(f")(x) =1. Despejando se obtiene la derivada de la funcciéninversa:
1
) (x) = ——.
( ) ( ) f'(f71(X))
Hay que hallar f' pero evaluarla en f ™' (x). Como ejemplo calcularemos la derivada de e”, que es la inversa de
f(x)=Inx

"(F(x QL: () = = (x) = () = .
= 00 = (0 pemmlliatl

En  usamos la derivada de Inx.

Inx:

v' Derivacion logaritmica

; Como podemos derivar f(x)®? Al ser el exponente una funcion, no podemos usar la formula de las funciones
potenciales x". Los exponentes bajan al tomar logaritmos, por lo que usaremos la derivacion logaritmica, cuyo
procedimiento puede escribirse asi: y = f(x)g(x) =Iny=g(x)-Inf(x)= (Iny)'=(g(x)Inf(x))". Alaizquierda,

como y es una funcién compuesta, queda siempre Y Ala derecha habra que derivar el producto. Para hallar y'
y

no hay més que despejar y queda: y' = (g (x)-Inf (x))"y .
Mejor que aprenderse la formula anterior, es saber efectuar el proceso. Ejemplos:

o y=2a" :>Iny=xlna:>L=(xlna)'=lna:>y'=ylna=axlna.
y

I

xlna

Otra forma de obtener la derivada de a* es usar la igualdad a* =" = (a* ) =Inae

o y=x" :>Iny=xlnx:>y—=(xlnx) =inx+1=y'=(Inx+1)y =(Inx+1)x*.
y

n , N , _
o y=x" :>Iny=nlnx=>y—=—:>y =—x"=y'=nx"" neR.
y X X
La ventaja de esta demostracion es su generalidad, pues no sélo vale para los exponentes naturales, Unicos

para los que se puede usar el binomio de Newton.
v' Derivacion implicita

Una funcion se llama implicita cuando no esta despejada en términos de la variable independiente. Es decir,
y = x?+ 4x es una funcion explicita, pero x* + y> =1 no lo es. Hay veces en los que el despeje no es complicado,
pero otras es practicamente imposible. Sin embargo, es posible calcular la derivada de la funcion aun no estando
despejada. Consiste en usar convenientemente la regla de la cadena. Veamoslo con el ejemplo anterior:

derivando
5 , ambos miembros

X“+y'=1 = 2x+2yy'=0:>y'=—£.
y
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Observa que ( y° ) =2yy', pues y es funcién de x. Asi, siempre que aparezca y, aparece y' al derivar.

derivando
ambos miembros

Un segundo ejemplo es el siguiente: 3xy —5y* +2y —x=y° =  3y+3xy'—10yy'+2y'-1="5y"y".

Fijate en que hay que derivar el producto. Agrupando las y', sacandolas factor comun y despejando queda:
1-3y

3x—10y —5y* +2°

Para poder calcular y', el resto de términos que aparecen debe ser calculable.

v' En Fisica suele emplearse a menudo la notacion de Leibniz y' =Z—y
X

(3x—10y —5y* +2)y'=1-3y = y'=

, usando diferenciales, por lo que la regla

de la cadena puede quedar enmascarada. Por ejemplo, si queremos calcular % donde ¢ eselflujoytel

tiempo, puede hacerse de la siguiente forma:% = Z—q)% Con nuestra notacion, (¢ x)'(t)=0'(x(t))x'(t).
X

Esta relacidn puede extenderse con todas las variables que se quiera, al igual que sucede con la Regla de la

, . df df dx dy
cadena, en la que pueden aparecer mas de dos funciones compuestas; — = —-—-— .
dz dx dy dz

Existen herramientas informaticas, como Derive, Scientific Notebook..., que permiten el calculo simbdlico de
derivadas. Desafortunadamente, no son gratuitas.

Ejemplos

1. Averigua la derivada de: a) y =7x° —6x*+5x-3; b) y=x%"; ¢) y= nx
X

Solucién :
a) y'=7-3x*-6-2x+5=21x* —12x +5;

b) y'=(x*)'e* +x*(e") =3x%" +x’e" = (3+x)x’e";

(Inx)"-x=(Inx)-(x)’ ;-x—lnx _1-Inx

o= X2 T X2
2. Deriva: a) Y=(3x5—5x2+7)8; b) y=17/(2x—5x3)4; c) f(x)=1+senx.
1—senx
Solucion :

a) y’=8(3)(5_5X2+7)7 (15X4—10X)=8(15x4_1OX)(3X5_5X2+7)7;
—15x2 ARy
b) y:(2x‘5xa)%:>y'=i(2x—5x3)’%(2_15xz): 4(2 15x2 _ 4(2-15¢) ;
! 7(2x—5x3)/7 77(2X—5x3)3

0 y'= (1+senx)'(1—senx) —(1+senx)(1-senx)'  cosx(1—senx)+cosx(1+senx) NV 20s X
(1-senx)’ (1-senx)’ (1-senx)’
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DERIVADA DE UNA FUNCION. APLICACIONES (1)

3. Deriva:a) f(x)=(3x2=7)"; b) y=2>"% ¢ y=
eriva: a) f(x)=(3x"~7)"; b) y —: c) y
Solucion :
a) f'(x)=2(3x*-7)-6x =12x(3x* -7);
(2x=3)(x+5)=(x* =3x)-1_ x? +10x—15

b) y'=

(x+5)" (x+5)°
. —2xe xP—e™ . 2x ~2xe™" (X2+1) —267 (x2+1)
c) y'= x4 = e = = _
. x> —5x+4 e” -Inx (4x—1)°
4. Deriva:a) f(x)=————; b) y= cc)y=-—2_
) T()=——=—i b y="——i o)y 2y
Solucion :
a f,(x)z(2x—5)(x—3)—(x2—5x+4)-1=X2_6X+11.
(x-3) (3]
’ (2e2* Inx +e* -%)-x3 —e™Inx-3x*  (2xe™ Inx +€”)-x* =3x’6” Inx
b) y'= . = - =
. e”(2xInx=3Inx+1)
iy = X4 )
o y'y | gt M 2(4x)
3x+2 3+2 (3x+2)"  (3x+2)"
2_
5. Calcula la derivada de: a) y = (x—1); b) y:§2+2.

Solucién :
a) y'=(e") (x=1)+e" (x—-1)' =4e™ (x—1)+e" =& (4x—4+1) =" (4x-3);
2x-(x*+3)-(x*=3)-2x 12

b) y'=

(x2+3)2 (x2+3)2'
6. Calcula la derivada de: a) y =tg*(x—1); b) y:,/1—sen§.
Solucién :
2tg (x—1)
"= 2tg (x—1)-(1+1g? (x 1)) = ——2;
3 y'=29(x~1) ( g (x )) cos’ (x—1)
—C0S ~
e
2,[1—sen— 4 1—sen5
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7. Usando la derivada de la funcién inversa, demuestra que: a) (arctgx)’ :1%; b) (arcsenx)'=
+X

1-x2
Solucion :
f(x)=tgx LV 1 1 1 1
a) :>(f1)(x)= ITEIRNEI = AL
£~ (x) = arctgx f(f (x)) +1g° (arctgx) 1+(tg (arctgx))” 1+

f(x)=senx

T A

f~'(x) = arcsenx - (x)) B cos (arcsenx) - \/1_ sen’ (arcsenx) - J1=x*

Aqui hay que usar la formula cos x =+/1—sen’x para poder operar.

2

4 x“=3x
8. Calcula la derivada de: a) y = (x—5)3x ; b) y= (\4/3—X2 ) :

Solucion :

U 4

a) Iny =3¢ In(x—5)= ¥ =12 In(x ~5) + X

4

TG

=>y’=[12x3 In(x-5)+ 3X

y xX—5 X —
S x* =3x '2x-3 2x(x? —3x
o y=(o-) iy X 1) Lo ) 2T
" 2X_3. 2 _2X2(X—3) afx x?=3x
=y —[—4 In(3-x*) G («/3 x) _
9. Calcula la derivada de f(x):(x2—1)se"zxyde g(x)z(tg4x)1-wsg.
Solucion :
’”f(x)Zse”ZX'/”(XZ—1)=>M=2c032x-ln(x2—1)+sen2x. 2x_
f(x) x* -
f'(x)={20032x-ln(x2—1)+%}(X2_1)“”“.
4

Ing(x)= 1-cos X -lntg4x=>mzlsen£-/ntg4x+ 1-cos X |.
2 g(x) 2 2 2

X
1 8 1—cos§ )
g.(x)= Esen§~lntg4x+ p—e .(tg4x)1fcosal

sendx
cos4x

2 Avide
cos” 4x-tgdx

Observa que cos®4x-tg4x = cos” 4x -

=cos4x-sendx = %sean.
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DERIVADA DE UNA FUNCION. APLICACIONES (1)

X+1 %
10. Halla la derivada de: a) y=(c033x) ‘b)) y= ( 1) .
X—
Solucion
y cos3x

1.

12.

13.

2

=y =[2x|ncos3x—3(x2 —1)'TQ3X]‘(C°S3X)X

’

= 2
b) Iny =1| (x+‘|j:>y___i|n[x+1)+l. x=1) __ 1. x+1)+1(x—1) _
X

x=1) y x| x—1 x+1  x2\x—1) x x+1

x—1 x—1

Loy 20x1) [ x1Ys
=y'=—|—In + : :
X\ x=1) x(x=1) | x=1

1 (x+1) 2(x+1)

_x_2| x—1 x(x2—1)

Dada la elipse de ecuacion x* +4y> +2x -8y +1=0, averigua el valor de y' en el punto (—1,2).

Solucion
dividimos cambiando
entre 2 el signo 1 +X
2x+8yy'+2-8y'=0 = x+4yy'+1-4y'=0=4y'(y-1)=-1-x = y':4(1 7
1-1
(1) = =0
y( ) 4(1—2)

Dada la curva de ecuacion e’~' —Inx—1=0, halla el valor de y' en el punto (1,1) .
Solucién :

}/'ey‘1‘%=0=>y'ey_1 Z%:”,-: xe1y-1 =y'(1)=1.

do

Averiguaasiendo: a) 0=cos(3x+m), x=mt+— t2 b) ¢—— x =At.
Solucion :
a) @=@.%=—336n(3x+n)-(n+t)=—3(n+t)sen Smot4 i |

at  dx dt 2

Se obtiene lo mismo derivando ¢(t)= cos(311:-t+gt2 +nj.

do _do ox _ -2x 1 20t 1

dt  dx dt (1+x) PN (1+(\/?)2)2 2\/?—(1”)2-

Se obtiene lo mismo derivando ¢(t)= ﬁ

200
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(> Actividades

11. Halla la derivada de: a) y =arctg(cosx); b) y=arcsen(\/x+1).
12. Deriva: @) y = xInv1+x* +arctgx; b) y =arccos(e”).

13. Averigua y' en el punto (2,4) para la funcion implicita x* —3y? +6xy —4 = 0.
14. Dada la circunferencia de ecuacion (x + 3)2 +(y —5)2 =107, halla el valor de y' en el punto (3,—3).

15, Halla &: ) £ =sen| Zx2=1), x= [ b) F=in, y=1-e2.
ot 2 n X—1

¥ " R N N N S S R S S S S N R S R S S S S S S : |

I I

I _ 1

;7i | 1. Hallala derivada de: a) y:M; b) y =x’Inx; c) y=C02L+12. -

= : 3sen2x +1 COS X“ + Senx I

1

[ d 2x—1)° i

;7‘ | 2. Averigua la derivada de: a) y=2X—; b) y = x*": ¢) y=( Xz ) : I

— X +1 4x° +1 -

: —x*+1 2 3x* —x |

/1 3. Calculaladerivadade: a) y=——* " by y=xe: ¢) y= . !

S alcula la derivada de: a) y TR ) vy ) vy 2 !
1

;7‘ | 4. Hallaladerivada de: a) y =In(5x°~6x*+7); b) y =x?—5x+3. i

71 : cos x* e 8(x—1)° i

| 5 Calculaladerivadade: a) y=———; b) y=——: ¢) f(x)= T I

= 1-tgx e -4 X -

I X2 +x 1

;7! i 6. Averigua la derivada de: a) y =xe™>; b) y =arctgv/x* —1; c) y:(\/x5—1) . :

— 1

;7‘ | 7. Deriva: a) y=7e*"-3x"+5x; b) yz%; c) f(x):InX +1. :

=1 X" —=3x+2 X !

I _ (x=1)(x-2) 2x 5x° !

:75 I 8. Hallaladerivadade: @) y=—————=; b) y=——; = . I

CA Y )y X VY=g N e |

I _ I

:7’ | 9. Hallala derivada de: a) y:sen(x2+2x); b) y:X:{;1 1. :

—_— ] - 1

l : 4X2+5 |

;7’ ! 10. Halla la funcién derivada de: a) y =e” "(3x+5); b) y:m. :

1 |

I I

—_ 1

71 I I

I 1

I I

:7l I I

1 1

I I

71 I I

- 1

1 1

I I

i 1

J I I

o § I

I I

L ol
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DERIVADA DE UNA FUNCION. APLICACIONES (1)

3. Derivabilidad

Sabemos que para que una funcion sea derivable ha de ser previamente continua. La demostracion es la siguiente:

§3f'(a) = fm M1 (8) _ m[f(a+h)~f(a)]

-0 h éln‘(l) h

porloque lm[f(a+h)~f(a)]=0= limf(a+h)=f(a), luegof es continua.

=f'(a)=lm[f(a+h)~f(a)]=f"(a) -limh

Sin embargo, la continuidad sélo es una condicidn necesaria, pero no suficiente, pues no todas las funciones
continuas son derivables. Un ejemplo de funcién continua que no es derivable en un punto es la funcion valor
absoluto de x, que nos permitira introducir las derivadas laterales:

-X,six<0

_ en x =07 Dado que
X, six=0

f(0)=limf(x)=0= lim f(x)= lim f(x), f es continua en x =0.

x—0" x—0

(0) = tim MO _ i, FL)

h—0 h h—0 h

¢Cuanto vale la derivada del valor absoluto |x| = {

¢,Coémo calculamos el limite?

f(h -
Fijate que es distinto por la izquierda, lim % = ’Illng Th =-1, que

h—0"
_f(h) . _h : o
por la derecha, hllrg e = ngﬁ =1, por lo que debemos concluir que no existe f (0)

Por lo tanto, es una funcién continua en un punto pero no derivable en dicho punto.
La definicion de las derivadas laterales es:

e derivada por la izquierda: f'(a”) = lim
h

—0"

f(a+h)—f(a)
—

e derivada por la derecha: f'(a*)= lim

h—0*

f(a+h)—f(a)
R

En el caso de funciones definidas a trozos (lo mas habitual), las derivadas laterales en un punto se hallan
calculando la derivada de la funcion que esté en el trozo que interese y sustituyendo el valor del punto. En el ejemplo
anterior de la funcion valor absoluto f'(0™) = —1|X=0 =-1 f(0")= 1|X=0 =1. Cuando las derivadas laterales son

distintas, pero finitas, se dice que es un punto anguloso.

Las funciones con radicales pueden presentar problemas si su derivada es una funcién con denominadores. Por

1
ejemplo, y = i/x = x®. Es continua en x =0, pues y(0) = Iin% Yx =0, pero no derivable: y' = =

1
3Yxt

y'(0)= % = Ay'(0) = es continua en R y derivable en R — {0}.

w RES 4p
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[ 1] Parasaber mas...

1
xcos—,six#0
X

Otras funciones mas complicadas, como f (x) = , exigen mas detenimiento en su estudio. No es una funcién definida a trozos, pues

0,six=0
. . . o 1 1 .
cambia en un Unico punto. Para ver que es continua, se recurre a la acotacion para el coseno:—1<cos— <1= —x < xcos— < x = Im}) (-x)<
X X X—

< Iim(xcosljs limx = Iim(xcoslj= 0. Luego, f(0) = lim f (x) =0. Derivando f'(x) = cosl+x(—sen1](_—:]= cos "+ sen . Claramente
x—0 X x—0 x—0 X x—0 X X N\ X X X X

Af '(0), pues aparte de no poder calcular ni cos% ni sen%, % indica que hay una discontinuidad inevitable.

En resumen, para estudiar la
derivabilidad de una funcion primero
se estudia la continuidad y después
se calcula la derivada; en ocasiones,
a partir de las derivadas laterales.
Si coinciden, la funcion es derivable,
y si no coinciden, no es derivable.

Si es derivable

Si

¢ Existe f'(x)

¢Coinciden las
derivadas

¢fes continua? No No es derivable

A No es derivable
Ejemplo

. . T
0, S|x<003|x25

14. ;Es derivable f(x)={senx, si0$x<§ en x=0,x:%,x:g?

LT i
COSX, Si—<x<—
4 2

Solucién :
e Estudioenx =0
Continuidad :f(0)=sen0=0= Iino1_f(x)=lirr?)0=0= Iirg+f(x)=lirr3)senx=0:>f(0)= Iingf(x):>

es continua en x = 0.
Derivabilidad : f'(0”) = 0|X=0 =0; f(0")=cos x|x=0 =1= 4Af'(0)

e Estudioen x = g

Continuidad : f(%): cosx|x=E = Q; lim f(x)= lim senx = %
2 L

T
i X—>—
X— 2

NI
N[

lim f(x)= Iirqtcosx:%:w‘(%J: Iirr;rf(x):>es continua en x=%.

x=T X—>4 X—>Z
Derivabilidad : /| = =C0SX| r =£; 1 X =—senx| r :—Q:ﬁﬂf' T
4 T 2 4 7 2 4
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15.

16.

17.

18.

e Estudioen x = ki3

Continuidad : f(g):m =0; lim f(x)= Iirr;rcosx=0; lim f(x)= Iin1[O:O:>

X—>— X—>E X—= X—>—
2 2

n
X==

2
2

:>f(£]: Iirrlf(x):>es continua en x :g.

X—
2

Derivabilidad : f'| = |=—senx| »=—1f| = |=0| ~=0=3f| 2|
2 =2 2 =2 2
2

Estudia la continuidad y la derivabilidad de f(x)= o8 <!
2x—1 six=>1
Solucién :
El Gnico punto problematico es x =1, que es donde cambia de definicion.
Continuidad : f(1)=2x-1 _ =1; XIEL]f(x) = Limxz =1= Xlﬂlf(x) =f(1)=limf (x)=

es continuaen x =1.
Derivabilidad : f’(1’ ) =2x| _ =2; f'(1+ ) =2, =2=1f"'(1)=2=> esderivable en x =1.
Por lo tanto, f es continua y derivable en todo R.

Estudia la derivabilidad de la funcion f(x)=+/x-7.

Solucion :
Dom f =[7,); f es continua en su dominio ( Iirr71+\/x—7 =0=f(7);3 Iin;_\/x—7).
1 1
f'(X)=——=——; DEN(x)=0=x=7=1f'(7)=—== Af'(7)= es derivable en (7,0).
() = 5 DEN() (7)=3=3() (1)

¢Es derivable la funcion f (x) = 53/x* —8 en el intervalo[1,3]?

Solucién :

Dom f =R (la raiz cubica de un nimero negativo es un nimero negativo). Es continua en R y en cualquier
intervalo de dicha recta.

5

f(x)=5(xz—8);:f'(x)=§(x2—8)_§.2x= 10x

33(x -8)’

= x = +./8(raiz doble):>£f'(i«/§).Como 1</8 <3= f noes derivable en [1,3].

= DEN =0;(x* -8) =0=

1
3 .
—,six#
¢Es derivable f (x) = Xeos s O enx=07

0,six=0
Solucién :
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. . 1) _ . . 1 :
lim (—x*) < Ilm(x3 cos— |<limx* = lim| x*cos— |=0=f(0)= es continua en x =0.
x—0 x—0 X x—0 x—0 X

f'(x)=3x? cosl+x3(—senl)(_—2): 3% cos -+ xsen- = f'(0)=lmf'(x)=
X X X X X x—0
lim (-3x%) < Iim(3x2 cosl)s lim (3x*) = Iim(32xcole=0
x—0 x—0 X x—0 x—0 X
1 1 =f'(0)=0. Luego f es derivable en x =0,
lim (—x) < Iim(xsen—) <lmx= Iim(xsen—} =0
x—0 x—0 X x—0 x—0 X

siendo f'(0)=0.

xinx,six>0
19. ¢Es derivablef(x)={0 six—0> enx =0?

Solucion :

Hopi 1
—oo L'Hépital
lim (xInx)=0(=cc)= lim In—x=—(ind) = fim A= lim (—x) = 0= es continua.

x—0" x—0" y =) x—0* —yz x—0"
X X

f'(x)=Inx+1=f'(0)=In0= Af'(0) = f no es derivable en x =0.

(> Actividades

3
16. Estudiala derivabilidad de: a) y =3—/x+5:b) f(x) =~ - +|;|| i
X

S\

ae’* +1six<0

17. Averigua los valores de los parametros a y b para que la funcion f (x) = b ; sea continua y deri-
———,six>
X+2

N

vable en todo R.
18. Estudia la derivabilidad de: a) y =+/2x*+5; b) f(x)=In(4x*-1); ¢) y =2x-[x].

i

1

i

I

1

i

1

i

I

1

I

1

i

I

1

I

1

i

: ax*—b, six<—1
. Averigua el valor de a ara que la funcién f (x) = {3+ax, si—1< x <1 sea continua y estudia la derivabilida

: 0 v . 0 . . e

i

i

i

I

1

i

I

i

I

1

I

1

i

I

1

I

1

i

I

1

I

L

SN

bx +2a, si x >1

de f para dichos valores.

1-
20. Estudia la derivabilidad de y = —X|

1+|x|
2 iy < 2
21. Halla a y b para que la funcién f (x) = A .SI ¥=2 sea continua y derivable.
5x+b,six>2

N H

1
U
22. ;Es derivable f (x) = X COSX,S|x¢o o
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DERIVADA DE UNA FUNCION. APLICACIONES (1)

4. Consecuencias de la derivabilidad

4.1. Teorema de Rolle

Sea funa funcién continua en [a, b] y derivable en (a, b). Si f(a) = f(b) entonces 3 ¢ € (a, b) tal que f'(c) = 0.
Demostracion: hay 3 posibilidades:

1°) que la funcion sea constante, con lo que su derivada sera
nula en todos los puntos del intervalo.
10

— f o 2°) que la funcion crezca a partir de a. No obstante, como

: : P2 f(a) = f(b), en un cierto punto tendra que dejar de crecer

: E ! . y empezar a decrecer. En ese punto la derivada se anula;
I3 b P) cC b "ac b éste seré el punto c.

3°) que la funcién decrezca a partir de a. En un cierto punto tendra que dejar de decrecer y empezar a crecer.

En ese punto la derivada sera nula. Ese es el punto c.

Por lo tanto, dentro del intervalo (a, b) hay un punto cuya recta tangente es horizontal (paralela a la recta que
une (a,f(a)) y (b, f(b))), siempre que la funcién sea continua y derivable en dicho intervalo. 1

En el teorema de Rolle las hipétesis de continuidad y derivabilidad son necesarias. La
funcion f(x) = 1—|x| es continua en [-1,1] y cumple que f(-1)=£(1)=0. Sin embargo, no cumple
el teorema de Rolle porque no es derivable en x=0.

4|1
4.2. Teorema del valor medio o de Lagrange

f(b)-f
Sea f una funcion continua en [a,b] y derivable en (a,b), entonces 3ce (a,b) tal que f'(c) = w.

El teorema afirma que la recta tangente a f en ¢ es paralela a la recta que
pasa por los puntos (a,f(a)) y (b,f(b)). Para su demostracion cons-

truimos una funcion auxiliar resultado de restar f y la citada recta,

f(b)-f(a)

d iony =f ————=(x-a).
e ecuacion y =f(a)+ P (x—a)

f(b)-f
Demostracion: sea g (x) =f(x)—f(a)—%(x—a), continua en [a,b] y derivable en (a,b), pues lo

son f y la recta. Ademas, g(a)=g(b)=0, yaque f y la recta se cortan en ambos puntos. Por el teorema de

Rolle, 3c (a,b) tal que g'(c) =0=g'(x) =f'(x)_%:>f,(c)= f(bZ:;(a)_

4.3. Teorema del valor medio generalizado o de Cauchy

| . . f'(c) _f(b)-1f(a)
Sean fy g funciones continuas en [a, b] y derivables en (a, b), entonces A ¢ € (a, b tal que =

g'(c) g(b)-g(a)

e RES 4»p
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Para interpretar geométricamente el teorema, conviene escribirlo como

f(b)-f(a)

°)___b-a y reconocer el teorema del valor medio para
g'(c) g(b)-g(a)
b-a

cada una de las funciones (ver el grafico adjunto). Para su demostracion
conviene multiplicar en cruz en el teorema y agrupar. Asi se construye
una funcién auxiliar que verificara el teorema de Rolle.

Demostracion: sea h(x)=f (x)[ g(b)—-g(a)]-g(x)[f(b)—f(a)], continua en [a,b] y derivable en
(a,b) por serlo sus componentes. Ademas h(a)=f(a)g(b)—g(a)f(b), h(b)=—f(b)g(a)+g(b)f(a)=
g

th de Rolle

=h(a) = 3Jce(ab)talqueh’(c)=0=1"( [g g(a)]—

o s-setn -

c)[f(b)-f(a)]=0=

4.4. Regla de L’Hopital

El teorema del valor medio generalizado es el camino para la demostracion de la Regla de L'Hépital cuando
aparece la indeterminacion 0

Sean f y g funciones continuas en [a—r,a+r] y derivables en (a—r,a+r), tales que limf (x) = lim g (x)=0.
f!
Entonces, si existe lim () , Se tiene que lim (( )—|I F'(x)

x—>ag (X) x—>ag ) x—)ag ( )
Demostracion: como f y g son continuas y Imlf( )= Ilmag( )=0=f(a)=g(a)=0. Sise considera el inter-

valo [a,x], cona<x<a-+r (luego [a,x]c[a—r,a+r]), f y g cumpliran la tesis del teorema del valor medio gene-

f'e) _f(x) ) F00) o F1(X)

ralizado, por lo que Ice (a,x)tal que —— =——. Por o tanto, lim = lim ——= = lim ——. Al ser
g'(c) 9(x) 2g(x) eg'(c) xeg'(x)
a<c<x, cuando x — a, se verificara que ¢ — a, por lo que se puede cambiar ¢ por x.
[ ] Parasaber mas..
1
4 cambia para : - o () A(X) " N T
La demostracion cambia para — , pues las funciones no son continuas. Al escribir —— = “———=, se verifica que lim — = lim ——=0.
co g(x) 1f(x) xﬁaf(x) x—a g(X)
1 1 1Y f(x) 1Y (1Y 1Y
Haciendo | — |(a)=lim——=0ycomo | - | (X)=——5=—f'(x):| — | =| = | (a)=-f"(a)| — | =-f'(a)-0=0, las funciones
(F)er=tmggy=ovem 7 1= bh=ro 5 < 01=-ri@){ g | =@
g/
son continuas y derivables en x = a. Tendremos entonces que: Iimm=lim - [g(x)] =|im 9'(x) ||m{m:| h => L lim 9\X) (X)-Lz.
xﬁag(x) X—a f (X) , X—a (X) X—a g(X) x~>af (X)
[f(x)]
(%) L=0
Agrupando y sacando factor comln L, queda L L'Iimg -1|=0= . g'(x)_ .
x—>af'(x) L~I|m,——1
x—a f (X)
f f'
La solucién L =0 no es vélida, pues es — . Despejando abajo se obtiene lim —— (X) =lim ﬁ
X—)@g(X) X—)ag (X)
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DERIVADA DE UNA FUNCION. APLICACIONES (1)

Ejemplos
3 g <

20. Considera la funcien f(x)={ . ° *= 2

—X“+6x si x>2
a) ;Cumple las hipétesis del teorema del valor medio en el intervalo [0, 3]?
b) ¢Hay algin punto de la gréfica en el que la recta tangente sea paralela a la recta que pasa por los puntos

(0,£(0)), (3,F(3))?

Solucion :
a) Para que cualquier teorema sea de aplicacién deben cumplirse todas sus hipétesis. El teorema del valor medio

exige que la funcion sea continua en el intervalo [0,3]. El Unico posible punto de discontinuidad es x =2. Se
B . T o 3_q_ 1 T _ 2 o
verifica que: f (2) = XILn;f(x) = )Imx =(i= XI|_>rrz1f(x) = l|_)mz( X°+ 6x) = es continua en [0,3].

x=2

La siguiente hipotesis es que sea derivable en (0,3). Sélo puede presentar problemas en x = 2: f'(2’ ) =3x*

=12;f'(2") =-2x+6|,_, =2=> Af'(2) = f no tiene porqué verificar el teorema del valor medio.

f(3)-f(0
b) La pendiente de la recta pedida vale m = % = % =3y la de la recta tangente es la derivada, que sera

3x?,six<2 , ,
f (x) = . . Para que dos rectas sean paralelas, sus pendientes han de ser iguales. Planteamos
—2X +6,Six>2

, , , ” 3
las ecuaciones 3x? =3 = x, = %1, siendo ambas soluciones validas, y —2x, +6=3= x, = 7 <2,quenoes

valida. Los puntos pedidos son (—1,f(—1))=(-1,-1) y (1 (1)) =(11).
En este ejemplo se ve que, a pesar de no cumplirse el terorema del valor medio en el intervalo [0,3], existe un

punto(1,1) en el cual la recta tangente es paralela a la recta que pasa por los puntos (0,f(0)), (3,f(3)).

. ax+bx’ si 0<x<2 _ .
21. Se sabe que la funcion f :[0,5] — R dada por f(x) = es derivable en el intervalo (0,5),

c+x—1 si 2<x<5
y verifica que f (0) =f(5).
a) ;Cuantovalena, by c?
b) ¢En qué punto verifica el teorema de Rolle?
Solucion :
a) Comof(0)=0=f(5)=2+c=c=-2.
El nico posible punto de discontinuidad es x = 2:

c=—2

XILrTz]_f(x)=1Ln12(ax+bx2):2a+4b,'f(2):Jerz1+f(x)=lm(c+\/x—1)=c+1 = —1= para que sea
continua debe cumplirse que 2a +4b =—1.

1

f'(27)=a+2bx| =a+4b,~f'(2+)=ﬁ
X_

= % = para que sea derivable a +4b = %

x=2

208
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22,

23.

24.

2a+4b=-1
, con lo que la funcién es

N | —

Resolviendo el sistema 1 seobtienea= —E, b=
at+4b= 3 2

3 1., .
——X+—=x°,si0<x<2
f(x)=1 27 2 :
Vx—-1-2si2<x<5
b) Como f es continua en [0,5], derivable en (0,5) y f(0) = f(5), existe un ce (0,5) tal que f'(c)=0=

2 El teorema se cumple en ¢ = g

Aplicando el teorema de Lagrange o del valor medio, demuestra que, para x > 0, se verifica:

X

arctg(2x)—arctg( x) < .
g(2x)-arctg(x) <7

Solucion :

Identificamos los términos del teorema: f(x) = arctgx y el intervalo es [x,2x], con x > 0.

La funcion es continua en|x,2x] y derivable en (x,2x), pues f "(x)= 1+1 siempre existe, ya que el denominador

X2

nunca es cero. Por ello, 3c € (x,2x) tal que f'(c) = F(29-7(x) =f(2x)-f(x)=x-f'(c)=

2X—X
= arctg (2x ) —arctgx = :
9(2x) ATV
Como x <¢ <2x = x* <c? < (2x)" = 14+ x* <1+¢? <1+(2x)' = 1 > 1 > L -, por lo que
1+x° 1+c 1+(2x
arctg (2x)—arctgx < 1% para todo x positivo.
+ X
2 —
Determina los valores de a y b para los cuales lim x +bx+12 cosx =1.
x=0 senx
Solucion :
2 _ L'Hépital
lim & +hx +12 Eesi 9(ind) = lim w _b = b =0 para que el limite pueda ser finito.
x>0 senx 0 x>0 2XCOS X 0
. 2ax+senx 0, . LHoeel 2a+CcoS X 2a+1  2a+1 1
lim————===(ind) = lim = = =1=a=-.
x>0 2% C0S X 0 x=02¢0S X“ —4x°senx 2 2 2

Sea f una funcioén real de variable real, derivable y con derivada continua en todos los puntos y tal que f (0) =1;
f(1)=2;f'(0)=3;f'(1) =4. Se pide:

a) Calcular g'(0), siendo g(x) = (x+f(0)).

2[f(x) ] ~f (x+1)

e -1

b) Calcular lim
x—0

Solucion :

e nES <



DERIVADA DE UNA FUNCION. APLICACIONES (1)

25.

26.

27.

’

a) g'(x)=[f(x+f(0))] Re;;:def'(x+f(0))=>g'(0)=f'(0+f(0))=f'(0+1)=f'(1)=4.

Al aplicar la regla de la cadena quedaria f'(x +f(0))-(x+f(0))'. Teniendo en cuenta que (x)'=1,(f(0))' =0,
por ser f(0) una constante, se obtiene lo escrito. Se podia haber sustituido al principio y haber usado
g(x)=f(x+1), pues f(0) = 1.
2[f(x)]2 —f(x+1) Z[f(O)]2 —f(1) 2-2 o0,  thea 4f(x)-f'(x)=f'(x+1)

= = =—(ind) = Im}) = =

b) lim
x50 e* -1 0 0

=4f(0)-f'(0)-f'(1)=12-4=8.

X
¢Se puede aplicar el teorema de Rolle a la funcion f (x) = l—|1 en el intervalo [—%ﬂ? En caso afirmativo, halla

el punto ce _71%) que menciona el teorema.

Solucion :

-X .
——,8ix<0
X —_—

Descomponiendo, queda f(x) = . El tinico punto problemético es x =0 (del valor absoluto), pues

six=0

x2 -1

x=11¢ (—%%) ( del denominador).

Continuidad : f(0)= lim f(x)=lim 2—x1 =0= lim f(x) = lim

X—0" x—=0 X — x—0*

= es continua.

2

2 —(x* +1
Derivabilidad : f'(O‘): il =1;f'(0+)= ( ) =—1=>2f'(0)= no es derivable, por lo que no

2 2
(=17, (-1
esta obligada a verificar el teorema de Rolle.
Observando la forma de la derivada, vemos que nunca se anulara, pues el numerador o siempre es positivo 0 siem-
pre negativo. En este ejemplo se observa | importancia de la derivabilidad.

x=0

La funcion f (x) =1 —3x? verifica que f (=1)=f(1)=0. Sin embargo, su derivada no se anula en el interior del in-
tervalo (—1,1). ¢ Contradice este resultado el teorema de Rolle?
Solucion :
Los teoremas no se pueden contradecir. Si no se verifican es porque alguna de sus hipétesis no se cumple.
Para que se cumpla el teorema de Rolle, la funcién debe ser:
Continua: f es continua en R, por lo que también lo sera en [—1,1].
2 =f'(0)= =2 = Af'(0) = f no es derivable en (—1,1).
3x 0

Al no cumplir las 3 hipétesis, no esta obligada a cumplir |a tesis.

Derivable: f’(x) ==

Usando el teorema del valor medio, calcula una valor aproximado para 3/28.
Solucion :

f(x+h)—f(x)

Si en el teorema del valor medio usamos el intervalo [x,x +h], podemos escribir que - -
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28.

29

=f'(c),x<c<x+h=f(x+h)=f(x)+hf'(c). En este caso, f(x) = ¥/x. Un valor de referencia es 27, pues
S N R
3%/)(_2 x=27 21

3/27 =3. Luego x = 3. La aproximacion mas sencilla consiste en hacer '(c) =f'(x) =f'(27)

yh = 1.Quedaria f(28)=f(27+1)= f(27)+% = 3+% = 3,0370. Con la calculadora se obtiene 3,0366.

Demuestra que la ecuacion x* + 2kx +3 = 0 sélo puede tener una solucion real si k es positivo. Encuentra un inter-
valo donde se halle dicha solucién.

Solucion :

f(x)= x* +2kx +3 es continua y derivable en R, por lo que también lo sera en cualquier intervalo de la recta real

th de Bolzano

(es un polinomio). f (-2) =-5-4k <0,f(0)=3>0 = 3ce(-2,0) tal que f(c)=0. Para ver que es tnico
procedemos por reduccion al absurdo: tiene otra raiz d, por lo que la funcion verifica el teorema de Rolle en [c,d],
pues f (c) =f(d)=0. Asi, existira un x, € (c,d) tal que f'(x, ) =0. Pero f'(x) =3x* + 2k + 0, para k > 0. Por
€s0, no puede existir tal punto d, de modo que la funcién sélo tiene una raiz y la ecuacién una Unica solucién.

Esta forma de proceder es habitual para demostrar que una ecuacién sélo tiene una raiz. Se podria pensar a partir
del crecimiento (al ser f' siempre positivo, la funcién siempre creciente) y del comportamiento asintético

(fim f(x)==co, lim f(x)= o).

ax’ +bx+5,six <2

Calcula a, b y ¢ para que f (x) =1 cx b Six>2 cumpla las hipétesis del teorema de Rolle en el intervalo
—+b,six>
2

[0,4] y halla el punto donde verifica la tesis.
Solucion :
El Gnico punto problematico para la continuidad y la derivabilidad es x = 2.

Continuidad : f(2)= lim f(x)=lim (ax® +bx+5)=4a+2b+5; lim f (x)= Iim(c—x+b)=c+b.
x—2" X—2 x—2" x=20 2

Derivabilidad : f'(2")=2ax+b|, , =da+b;f'(2")=2 =Z.
= 2 x=2 2
4a+2b+5=c+b
f(0)=5=f(4)=2c+b. Se plantea y se resuelve el sistema {4a+b =% , obteniendo a =5, b =—15,

2c+b=5

o [10x-15,six<2 _ 3
C_1O'f(x)_{5,six>2 = 10x, 15—0:x0—2.
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DERIVADA DE UNA FUNCION. APLICACIONES (1)

(> Actividades

e . L |
I I
I ; , 1
7 : 23. Determina el valor de m y de n para que la funcién f (x) = X3 0, S_' IS cumpla las hipétesis del teorema :
end : X" +m,six>-2 :
- del valor medio en el intervalo [-4,2], asi como los puntos del intervalo cuya existencia garantiza dicho teorema. |
I I
7 | 24. Demuestra que si una funcién continua y derivable ftiene n raices X, X,... X,, su derivada f'tiene al menos n—1 raices. |
— : ¢ Podemos afirmar el resultado inverso: si f' tiene n—1 raices, ftiene n raices? :
I I
7‘ | 25. Sila funcion fes derivable en todo R, f(1) = 1y su derivada f'verifica que f'(x) = 2, Vxe R, ¢ podemos afirmar |
— que f(51) 2101 ? ; Qué verificara f(101)? -
I I
7 | 26. Demuestra que la ecuacion x* +3tgx —5=0 solo tiene una raiz real. Encuentra un intervalo en el que se encuentre -
= 1
: dicha raiz. i
I I
7 b Justifica por qué, aunque en los siguientes casos se verifica que f(-2) = f(2), no hay ningun valor c € (-2, 2) tal que :
: f(c) = 0 y no se contradice el teorema de Rolle. !
I 1 I
a) f(x)=—.
i ) £(x)=—3 |
: b) g(x)=2-|x| :
! !
k ol

5. Aplicaciones de la derivada

5.1. Ecuacion de la recta tangente

Geométricamente la derivada surge para dar respuesta al problema del calculo de la recta tangente a una
curva en cualquier punto. Como la pendiente de dicha recta es la derivada en el punto, la ecuacién es:

y=Yo=f"(X)(x=X).

A veces se usa la recta normal, que es perpendicular a la tangente. Recordando que para que dos rectas en
el plano sean perpendiculares el producto de sus pendientes debe ser -1, tenemos:

Y=Y :f'(XO)(X_XO).

Ejemplos

30. Halla la ecuacion de la recta tangente a y = 3x* —5x + 6 en el punto (1,4).
Solucién :
Hay que averiguar f'(1) = y'=6x-5= y'(1) =6x — 5|x=1 =1= Sustituyendo en la férmula queda
y—4=x-1=r:y=x+3.
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31.

32.

33.

34.

REQ 4p

X X

Halla la ecuacion de la recta tangente a la funcion coseno hiperbdlico Chx = e te en x=1In3.
Solucién :

In3 —In3 _ X _ Ao~ X
Hay que hallar Ch(In3) = s B 33 3 =0y Ch'(x)= ¢ ¢ luego

eIn3 _e—ln3 _ 3+3
2 2

Ch'(In3) = =3=r:y=3(x—In3)=r:y=3x—3In3.

¢En qué punto la recta tangente a la gréfica de la funcion y = x* +5x — 6 es paralela a la bisectriz del primer cua-
drante? Hallese el punto de tangencia.

Solucién :

Para que dos rectas sean paralelas han de tener la misma pendiente. La bisectriz del primer cuadrante es la recta
y =x=m=1ylapendiente de la recta tangente es f'(x,) = 2x, +5=1= x, = -2. Como

Yo=Yy (-2)=-12 yf'(-2)=1 latangente es r : y —(—12) = x—(—2) = r : y =x—10 y el punto de tangencia
(=2,-12).

'y e .y 2
Halla la ecuacion de la recta tangente y de la recta normal a la gréfica de la funcion f (x) = x* en el punto de abs-
cisa x=1.
Solucion :

f (1) =1, para calcular f'(x) hay que usar la derivacion logaritmica: Inf (x)=x*Inx = % =2xInx+x=
X

=f'(x)= (2xlnx+x)x"2 = f'(1) =1= La recta tangente tiene por ecuacion r . y —1=x-1=

r:y=xylanomalesn:y-1=—(x-1)=n:y=—x+2.

Averigua la ecuacion de la recta tangente y de la recta normal a la elipse de ecuacion 16x +9y* —144 =0 enel

punto (\@—%)

Solucién :
32x+18yy':Oéy':—gﬂﬁy'(\/gkﬁ:#ﬁIaecuaci()ndeIarectatangenteres
y 92
3
r:y+§:¥(x—\/5)=>r:y:¥x—6.Laecuaci()ndeIarectanormaInes:
8 3 -3 7
nNiy+o=——(x-B8)=ny=—>—x——.
Y73 2J5( =y 205 6
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DERIVADA DE UNA FUNCION. APLICACIONES (1)

35.

2

Dada la funcion f(x) = Inx—1, con x > 1, halla un punto (a,f(a)) tal que la recta tangente a la gréfica de f en ese
X pa—

punto sea paralela al eje OX.
Solucién :
Usando las propiedades del logaritmo podemos descomponer la funcién como:
2 1 2X—2—-X  Xx-2 a-2
f(x)=2Inx-In(x-1)=f'(x)=—- = = = f'(a) =————. Para que sea paralela
() (x=1)=7(x) x x=1 x(x=1)  x(x-1) (@) a(a-1) : P

al eje OX, la pendiente debe ser cero: f'(a)=0=a=2 y f(2)=In4. El punto es el (2,/n4) y la recta tangente

esr:y—-ind=0=r:y=In4

5.2. Monotonia: crecimiento y decrecimiento

El término monotonia hace referencia al crecimiento o decrecimiento de las funciones. Claramente f es creciente

si al aumentar x aumenta f; y decreciente si al aumentar x disminuye f. En rigor, una funcién es monétona creciente
o simplemente creciente en x=a cuando f(a + h) = f(a) y f(a—h) < f(a), si h > 0. Sino aparece la igualdad diremos
que la funcion es estrictamente creciente, aunque habitualmente se usa el término creciente en el sentido de
estrictamente creciente.

fla) free--’ b La definicion para el caso de que la funcién

HEE ) : f sea decreciente en x = a no debe plantear
a ath f problemas. Sera estrictamente decreciente

fla+h)
f(a)

= P cuando
...... ?....- fcreciente a a+h f(a + h) < f(a) y f(a —h) > f(a), S| h > 0

- enx=a f decreciente
enx=a Usando el teorema del valor medio podemos

encontrar otra caracterizacion mejor para la
monotonia: Sea f continua en [a, b] y derivable en (a, b). Si f'(x) > 0 en todo (a, b), entonces f es creciente en
[a,b].

Demostracion: consideremos dos puntos cualesquiera x, x +h del intervalo [a,b], con a < x < x+h < b; f cumple las
f(x+h)—f(x)
h

hipotesis del teorema del valor medio en [x,x +h], por lo que 3ce (x,x +h) tal que =f'(c)>0=

=f(x+h)>f(x)=f es creciente para cualesquiera x y x +h, luego f es creciente en [a, b].

Se puede demostrar otro teorema analogo para las funciones decrecientes, por lo que cambiamos las definiciones
por otras alternativas que dicen:

fes creciente en [a, b] si f'(x) > 0y decreciente si f'(x) <0, V xe (a,b).

De este modo, estudiar el crecimiento de una funcién no es mas que estudiar el signo de su derivada: la
funcion es creciente en aquellos intervalos en los que su derivada es positiva y decreciente en aquellos en los que
su derivada es negativa.
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5.3. Extremos relativos o puntos criticos

¢ Qué sucede si f'(a) = 0 o f'(b) = 0?7 En estos puntos, la recta tangente sera una
recta horizontal, paralela al eje OX. Si la funcién cambia su comportamiento, pasando
de crecer a decrecer o a la inversa, presenta un maximo o un minimo relativo,
respectivamente. Estos, como ya sabes, son los puntos criticos 0 extremos relativos

de la funcion.

La condicion no es s6lo que la derivada se anule, sino que cambie la monotonia.
Si no se produce un cambio en el crecimiento, no hay extremo relativo.

Ejemplos

36. Estudia la monotonia y halla los extremos relativos de f(x) = 2x* —%x3.

Solucion :

Calculamos e igualamos la derivada a cero: f'(x) = 4x—x* = (4—x)x = f'(x) =0 :>{

(00, 0)| (0,4) | (0, )
sgnix(-x)] | - + -
f D] Ct D|
37.Daday = 2X—|X|
|-
Solucion

2

4—x=0=>x=4
x=0 '

En la tabla adjunta se estudia el signo de 'y, simultaneamente, se indica el
comportamiento de la funcion. Hay un minimo relativo en (0,f(0))=(0,0)

y un maximo relativo en (4,f(4)) :(4,3—32).

estudia su monotonia y halla sus puntos criticos.

,six<0
Separamos el valor absoluto: y =< X +21 . Su dominio es R —{£1}. Es continua en x =0, pues
,Six=0
x—1
2x(x+2 2x(x -2
lim y = lim y =0, y también derivable, pues: y'(0" ) = Lz) =0=y’(0")= LZ) .Porello, la
x—0" x—0* (X+1) (X—1)
x=0 x=0
2x(x+2) s NUM=0= x=-2(0+0)
(x+1)2 ' DEN >0enR-{-1}
derivada sera: y'= . Hay que estudiar cada fraccion por
2x(x=2) >0 NUM=0=x=0,2
() =0T | DEN > 0en R—{1]}
separado, en los intervalos en los que estan definidas. Presenta un
(F00-2)|(2,0)) (0.2) (2, )| 1 simo relativo en (-2.y(-2))=(~2,-8) y un minimo relativo en
Sgny * - - ¥ (2y(2))=(2,8). En x =0 no hay cambio en el crecimiento, por o
f e by Dy o que no es un extremo relativo. Necesitamos calcular la derivada se-
gunda para poder dilucidar qué ocurre en dicho punto. Adelantandonos un poco, podemos calcularla y obtendria-
4 4
mos y"(0)= S =4#y"(07)= A =-4=73y"(0).
(x+1) x=0 (x=1) -
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DERIVADA DE UNA FUNCION. APLICACIONES (1)

x*=3x+2six<3
38. Estudia la monotonia de f(x)=1{ 10 . i y halla sus extremos relativos.
——six>
X
Solucion :
Al ser una funcién definida a trozos, su derivada también lo es, por lo que hay que estudiar el crecimiento en cada

uno de los trozos separadamente. Previamente hay que averiguar si es derivable en x = 3, que es el nico punto
” 10 , —
problematico (x = 0, que afectaa ——, no entra en su intervalo de definicion):
X

f(3)=—ﬂ; lim f(x)=|im(x3—3x+2):20; lim f(x)= Iim(—m)z—ﬂzmo es continua, por lo que tam-
3 X—3" x—3 x—3" x—3 X 3

3x*-3six<3
poco es derivable en x = 3. La derivada queda como: f'(x) =110 =f(x)=0=
= >3
Forle-1.0[(1,3)[@ 00)| I -3=0=x=21 | o
=110 ) = f tiene un maximo relativo
sgn f'(x) + - + + ke 0= f creciente en (3,e).
f Cct Dl | Ct | C7

en (—1f(=1))=(~14) y un minimo relativo en (1,f(1))=(1,0).

39. Considera la funcion f (x) = Ex +—. Averigua si tiene maximos o minimos relativos y maximos o minimos abso-
X

lutos. En caso afirmativo, calculalos.
Solucion :
8

f'(x)= %—7 =f'(x)=0= x> =16 = x = 4. Maximo relativo en (—4,f (—4))=(—4,—4) y minimo en

4,f(4))=(44).
(-0, 4)| (4,4) | (4, ) (11 ),). (44) - . ,
sgn ' + - 5 Los maximos y minimos absolutos los hallamos estudiando las asintotas

f CT Dl CT de la funcion.
Tiene una asintota vertical en x =0, y se verifica que Iing_ f(x)=—oo,

lim f(x) = o, por lo que no tiene ni méximo ni minimo absoluto. También verifica que lim f(x) = teo.
X—>too

x—0*
40. Demuestra que y = x*> — x — senmx tiene un maximo relativo en el intervalo (—1,0) y un minimo relativo en el
intervalo (1,0).
Solucion :
y'=3x* —1-mcosx. La ecuacion y' = 0 s6lo se puede resolver por métodos numéricos (es una ecuacion tras-

cendente). Al ser y' continua, aplicamos el teorema de Bolzano y encontramos intervalos en los que la derivada
primera se anule:

Bolzano
y'(-1)=3-1+n=2+n>0;y'(0)=-1-1<0 = Jce(-1,0) tal que y'(c) =0. Porlo tanto, y tiene un ex-
tremo relativo en ¢. Como y crece a la izquierda de ¢ y decrece a su derecha, se trata de un maximo relativo.

Bolzano
y'(1)=3-1+n=2+n>0 = 3de (0,1) tal que y'(d) =0. Como y decrece a la izquierda de d y crece a su
derecha, se trata de un minimo relativo.
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6. Derivadas sucesivas

Al ser la derivada una funcién, tiene sentido calcular la derivada de la derivada. La derivada segunda es la tasa
de variacion instantanea de la derivada. Se define como:

f,,(x)sz'(x+h,:—f'(x)

Este proceso se puede prolongar indefinidamente, obteniéndose la derivada tercera " (que es derivar la derivada
segunda), la derivada cuarta f (que es derivar la derivada tercera), la derivada quinta f*(derivar la derivada cuarta)...,
la derivada n-sima o enésima f”. Observa la notacién: se usan niimeros romanos para las primeras y un paréntesis
con el grado para las de orden superior (n con el fin de no confundirlas con las potencias. Estas derivadas de
ordenes superiores o sucesivas se calculan con las mismas reglas que la derivada, que ahora se llama derivada
primera (y simplemente derivada cuando no hay confusion posible).

La notacion se completa definiendo f° = f . A partir de la existencia de las derivadas de distintos 6rdenes, se catalogan
las funciones. Asi, el conjunto C, esta formado por todas las funciones continuas; C; lo forman las que son derivables
una vez, C, las que son derivables dos veces... C.. lo forman aquellas que pueden derivarse indefinidamente.

Las derivadas de 6rdenes sucesivos se utilizan para calcular el desarrollo en serie de Taylor para una funcion,
utilisima herramienta que permite averiguar el valor de la raiz cuadrada, seno, coseno, exponencial, logaritmo, etc.
de cualquier numero L, aunque solo esta dirigido a los alumnos muy interesados.

Ejemplo

41. Calcula la derivada cuartade a) y =x>—3x*+6x—5; b) y = % Encuentra una férmula para la derivada
X+

enésima de estas funciones.

Solucién :

a) y'=3x"—6x+6;y"=6x—6;y"=6;y" =0=y"=0,Vn>3.
-2 2:3 . ,V_—2~3~4:>

b) yr= 1 .y": y — y y(nz(_1)n+1 n’
(x+1"" 7 (x+1)" (x+1)" (x+1)° (x+1)""

42. Calcula la derivada quinta de a) y =e*; b) y =In(1+ x). Encuentra una formula para la derivada enésima de

estas funciones.
Solucion :
a) y'=y"=ym:y”/=yv=---=y{n:ex-

1 —1 2 -2-3 2-3-4 n+1(n—1)l
b 1=_; n_ : m_ : IV= : V= N (n= _1
S T T rey ) e ey =) (1+x)

43. Calcula la derivada quinta de @) y = senx; b) y = cos x. Encuentra una formula para la derivada enésima de
estas funciones.
Solucion :
a) y'=cosx;y"=-senx;y"=-cosx;y" =senx; y" = cosx = Para hallar la formula hay que separarlo
en derivadas de orden par (con 2n) y de orden impar (con 2n+1): y®" = (=1)" senx ; y*"" = (-1)" cos x.
y® = (—1)"" senx

(2n

" L L 0wl — o il
b) y'=-senx;y"=—cosx;y" =senx; y" =cosx;y =-senx = I .
y*" =(-1)" cosx

A RES 4»




DERIVADA DE UNA FUNCION. APLICACIONES (1)

Curvatura y puntos de inflexion

Una funcién presenta dos curvaturas diferentes, definidas a partir de una recta
secante: si la funcién va por encima de la recta, decimos que es convexa por arriba,
convexa o que tiene la forma n. Si va por debajo de la recta, podemos decir que es
convexa por abajo, concava o que tiene la forma u. Como los comportamientos son
complementarios (lo que visto desde arriba es convexo, desde abajo es concavo y
viceversa), calificamos los comportamientos con su representacion gréfica, n 6 u.

l Convexa por

Como ocurre con el crecimiento, la definicion no es practica para los calculos,
por lo que se usa otro procedimiento mas comodo.

Convexa por I La derivada segunda indica en qué forma cambia la monotonia de una funcion, por

lo que se usara para estudiar la curvatura: cuando la funcion es convexa por arriba,
su derivada decrece (lineas punteadas de la grafica), por lo que su derivada segunda
sera negativa; cuando la funcion es convexa por abajo, la derivada crece (lineas punteadas de la grafica), por lo
que la derivada segunda sera positiva.

abajo

Un punto de inflexion es aquel en el que la funcién cambia su curvatura de forma continua. Asi, la condicion para
el punto de inflexion es que la derivada segunda se anule y se produzca un cambio en la curvatura en dicho punto.

Por lo tanto, estudiar la curvatura de una funcién consiste en estudiar el signo de su derivada segunda. En resumen:

e fesnenlos intervalos en los que f"(x)<0.

£(x)<0 e fesUenlos intervalos en los que f"(x)>0.
e ftiene un punto de inflexion en aquellos puntos en los que f"(x)=0y hay un
(%)=0 cambio en la curvatura.
< X0 T Apoyandonos en los resultados anteriores, podemos afirmar que ftiene un

maximo relativo en x, cuando f(x,)=0 y f"(x,) <0, y un minimo relativo cuando
f(x,)=0 y f"(x,)>0. Este criterio presenta problemas cuando también f"(x,) =0, por lo que, si ocurre tal cosa,
recurrimos a la tabla de crecimiento.

Ejemplos

: y 3x* —x
44. Estudia la curvatura de la funcién f(x)= o
X
Solucion :
o 352 £12x —2 () (6x+12)(x+2)2_(3x2 +12x—2).2(x+2) _
(x+2)2 (x+2)4

f”(x)_(6x+12)(x+2)—2-(3x2+12x—2)_ 28 NUM > 0

- (x+2)° B (x+2)° " |DEN =0=> x=-2(raiz triple)

La funcién cambia de curvatura en x = —2, pero no tiene punto de inflexion, pues no lo hace con continuidad, sino
en la asintota vertical de la funcion (f"(x) =0y 3f"(-2)).

(00, -2)| (<2, o0) Este comportamiento suelen tenerlo las fracciones algebraicas. Para obtenerlo
: : hay que simplificar en la derivada segunda, sacando factor comun en el numerador

28 antes de operar. En caso contrario, el denominador seria un binomio a la cuarta,

sgn( (x+ 2)3 ] _ * siempre positivo, y el numerador se anularia, apareciendo un falso punto de
inflexién. Podemos darnos cuenta del error porque la derivada segunda en ese

f N U punto seria una indeterminacion 8 que se convierte en oo § —co al ser resuelta.
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45.

46.

47.

48.
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Estudia la curvatura y averigua los puntos de inflexién de las siguientes funciones: a) y = 212 :
X
xt X
b) y=—-—-x*+5.
Y=5"%
Solucién :
42 2x(x* -6 _ —0 y—
)yt Ly (2 3)z{NUM—0:x—O,x—iJ§:
(¥*+2) (¥ +2) DEN >0
—\/6 \/g (_ !_\/_ (_\/—70) (Ov\/—) (\/6,00)
Puntos de inflexion: | —v/6,—— |;(0,0);| V6, |. sgny" | - ¢ -
8 8 y n U n
] X X " 2 "
b) y =?—?—2X=>y =x"—x-2=y"=0=>x=-12=
17 (~oo,~1) | (-1,2) | (2,00)
Puntos de inflexion: (—1,7}(2,1). sy T — "
y U n

Estudia la curvatura y averigua los puntos de inflexién de las siguientes funciones:
a) y=In(x*+1); b) y=(x"+x)e""

Solucién :
= =4
a) yr: 22X :>y" 2 2X {NUM 0=x _1:> (_007_1) (_1,1) (1’00)
X +1 (X2+1) DEN>0 Sgny” _ —
Puntos de inflexion: (—1,/n2) ; (1,In2). y n U n
b) y'=(x*+3x+1)e"" = y"=(X +5x+4)e" =y " =0= X’ +5x+4=0=x =—4, - 1=
—oo,4) | (<4,-1) [ (1,
Puntos de inflexion: (—4,@} (=1,0). ) (~o0,~4) | (-4,-1) | (-1,00)
e sgny + _ +
y U n U

2

3x° —ax L .
Calcular el valor de a para que f(x) = tenga un minimo relativo en x = 2.

Solucién :

2
w =0=a=18;f"(x)= =
(X+2) x=2 (X+2)

f tiene un minimo en x =2 cuando a =18.

f'(2)=0= =1"(2)= —>0:>

Estudia la curvatura y halla los puntos de inflexion de y = |x|3 —x*—2|x|.
Solucion :

{—x3—x2+2x,six<0 , {—3x2—2x+2,six<0
y= —y'=

=1, ) ) ) . No es derivable en x =0, pues
X' —x"=2x,8i x>0 3x°—=2x-2,8i x>0

—6x-2,8i x<0 1
y'(07)=2=y'(0 =—2.y"={ 9 =Sy"=0=>x=%t—. 'NAEERE
(@) () 6x—2,si x>0 3 (—oo,—g) (-5,5) (§,oo)
Puntos de inflexion: —1,y . _1,_§ , 1,y = 1_§ sgny * - v
5 3 3 27 )1371\3 3 27 y u n U
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DERIVADA DE UNA FUNCION. APLICACIONES (1)

(> Actividades

28. Halla a, b, ¢ y d del polinomio p(x) =ax® +bx* +cx +d para que cumpla que p(1) =0, p(0) =2 y tenga dos
extremos relativosen x =1y x =2.
Yx-2,six>2

, y halla la ecuacién de la recta tangente a
X(x=2),six<2

29. Estudia la continuidad y la derivabilidad de f (x) = {

la grafica de f en el punto (3,1).
30. Demuestra que la funcion f (x) = (1 —xz)-senx tiene un maximo relativo en el intervalo (0%) Menciona los
resultados teoricos que uses.

31. Halla los puntos de la curva y = %xz +4x+4, enlos que la tangente a esta curva pase por el punto (0,0). Halla

las ecuaciones de dichas tangentes.
32. Dada la funcion f (x) = x* —2" + x —1 demuestra que existen o, € (1,2) tales que f (o) =0y f'(B)=3.
Menciona los teoremas que utilices.
33. Sea p(x) un polinomio de cuarto grado tal que:
1) p(x) es una funcién par;
2) dos de sus raices son x =1, x = —/5;
3) p(0)=5.
a) Estudia su monotonia y averigua sus extremos relativos.
b) Estudia su curvatura y encuentra sus puntos de inflexion.
¢) Esboza su grafica.
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=L 1 34 Averigua los puntos del intervalo [0,2 | donde f (x) = ;
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senx

relativos como absolutos.
35. Halla los valores que deben tener a, b y ¢ en la funcion f (x) =ax” +bx + ¢ para que: 1) f (1) =—3; 2) la tangente
ala gréfica en x =0 es paralela a la recta y = 2x; 3) f alcanza el maximo en x = —1.
36. Estudia la curvatura de la funcion f(x) = e* -(x* +x=10).

37. Sabiendo que f'(x) = (x—4)’ (x* —8x+7), halla los intervalos de crecimiento y de decrecimiento y los extremos
relativos de f. ; Tiene f un punto de inflexion en el punto x = 4 ? Justifica razonadamente tus respuestas.
38. Demuestra que f(x) = (x+1)|n(2x2 -X +1) tiene un minimo relativo en el intervalo (0,1).

_Inx

39. Estudia la monotonia y halla los extremos relativos, si existen, de f (x) =—.
X

. , e —1-ax
40. Calcula los valores del nimero real a sabiendo que lim ———=8.
X—> X

41. Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento, extremos relativos, asintotas y puntos de inflexion de

f(x) = xe™. Demuestra que verifica que f (x) < 1 VxeR*.
e

42. Se considera f (x) = x* +m, con m constante.
a) Para cada valor de m halla el valor de a > 0 tal que la recta tangente a la grafica de f en el punto (a,f (a))

pase por el origen de coordenadas.
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alcanza sus valores maximos y minimos tanto !
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b) Halla el valor de m para que la recta y = x sea tangente a la grafica de f(x). !
1

|

ol



REQ <4

««s%* Recuerda
f(a+h)—f(a
+ Derivada de una funcién en un punto.  f'(a)= Mu
f h)—f
v Funcion derivada de f(x). f'(x)= ,I]/n’(l) M
Tabla de derivadas de las funciones usuales Algebra de derivadas
Funcién Derivada
k (constante) 0 (f+ ) =f'(x)£g'(x)
C nedt e (F-9)(x)=F(x)-g(x)+F(x)-g(x)
1 1 (k- )(x) k-f'(x), k constante
X X
f(x)-g(x)—f(x X
P 1 (é )= ()g([)( )]()g(), o(x) %0
X oNX g(x
€ e (K)()__kf(x) ke,
a ana f [f(x )]
1
In x X (fog)(x)=f(g(x))-g'(x)
log. x A > .
sen X coS X (f(x))’ n-(f(x))"-f'(x), neR
COS X - Sen x
14tg7x = —] g/t Fi(x)-e"™
fg x cos® X :
1 i(f(x) e
f(x)
arcsenx 1—x2
1 sen(f(x)) f'(x)-cosf(x)
arccosx 1 cos(f(x)) —f'(x)-sen(f(x))
1 f'(x) , 2
tg(f ————=f(x)(1+1tg° (f(x
arctgx Y g(f(x)) 2052 (F(x)) (x)(1+tg* (f(x)))
¥ Teorema de Rolle. Sea f una funcion continua en [a,b] y derivable en (a,b). Sif(a)=f(b) entonces 3c (a,b) tal que f'(c) =0.
v Teorema del valor medio o de Lagrange. Sea f una funcion continua en[a,b] y derivable en (a,b), entonces dce (a,b) tal que
r(e)="011),
v Teorema del valor medio generalizado o de Cauchy. Sean f y g funciones continuas en[a,b] y derivables en (a,b), entonces
Jce (a,b) tal que f"(c) = ) vl ;
g'(c) g(b)-g(a)
v Regla de L'Hopital : si I|m M = U 6— y 3lim f'(x) = lim f(x) =lim f'(x) .
g(X) 0 [e%e) X%ag (X) X*)ag(x) X%ag (X)
v Ecuacionrecta tangente: y —y, =f'(x,) (X -, ).
v Una funcion f es creciente en el intervalo (a,b) si f'(x) >0 para todo x € (a,b) y es decreciente cuando '(x) <0 para todo x € (a,b).
v Una funcién f tiene un punto critico en x, cuando f'(x,) = 0. Es un méximo relativo cuando f "(x,) <0 y un minimo relativo cuando
f"(x,)>0.
¥ Una funcion f esU en (a,b) cuando f"(x,) > 0 para todo x € (a,b) y es (N cuando f"(x,) <0 para todo x € (a,b).
v Una funcién f tiene un punto de inflexion en x, cuando f "(x,) =0 y cambia de curvatura en el entorno del punto x,.
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