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Puntos, rectas y planos

i en la Unidad anterior estudiamos los
S vectores y las operaciones con

vectores, en ésta y en la siguiente
estudiaremos algunos de los conceptos
fundamentales de la Geometria Analitica del
espacio. Aunque los primeros estudios de esta
geometria se deben a Descartes y a Fermat,
fueron otros matematicos, Euler, Lagrange y
Monge, en el siglo XVIII, los que llevaron a cabo
el desarrollo de esta rama de las matematicas.

La novedad que los modernos textos de
Geometria Analitica aportan es la incorporacion
de los métodos vectoriales. Con ayuda de los
vectores se agiliza la descripcién de las figuras
y la realizacion de calculos en problemas de

e Muchas imagenes sugieren los ejes de coordenadas para
representar puntos en el espacio, como en el Templo de Debod,
Madrid. (ITE. Banco de imagenes)

interseccidn (incidencia) y paralelismo de rectas y planos.

La Unidad comienza con la asignacién de coordenadas a los puntos del espacio, para ello
es necesario elegir un punto arbitrario y tres vectores linealmente independientes, lo que constituye
un sistema de referencia. Los ejes de coordenadas son las rectas que pasan por el punto elegido
y tienen la direccion de los vectores linealmente independientes. A partir de ahi es sencillo asociar
tres numeros a cada punto. Ademas, los vectores contribuiran a la deduccién de los diversos tipos

de ecuaciones de rectas y planos.

En esta Unidad nos proponemos alcanzar los siguientes objetivos:

1. Conocer como se asignan coordenadas a los puntos del espacio.

2. Saber deducir las ecuaciones paramétricas y continuas de la recta, y convertir unas en

otras.

3. Saber deducir las ecuaciones paramétricas y general del plano y pasar de unas a otra.

4. Resolver problemas de incidencia, es decir, de corte e interseccion de rectas y planos.

5. Resolver problemas de paralelismo de rectas y planos.
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PUNTOS, RECTAS Y PLANOS

-

1. Coordenadas de un punto en el espacio.
Sistema de referencia

Escogemos un punto arbitrario del espacio, que simbolizamos por O 'y llamamos origen de coordenadas. Entre
Oy cualquier otro punto del espacio, P, podemos trazar el vector OP. A este vector se le llama vector de posicién
del punto P porque desde O localiza al punto P.

Al vector de posicién 0P lo podemos escribir como combinacién lineal de los vectores de una base del espacio
{u7, U, 7} y asi obtenemos la expresion:

OP =a,us +b,uz +¢,Us

Si, para simplificar las cosas, la base escogida es la base ortonormal { 7, 7, K}

P entonces tenemos:
OP=x,i+y,j+zk.

Alos numeros (x,, y;, Z,), coeficientes de la combinacién lineal anterior, se les llama
coordenadas cartesianas del punto P relativas al punto O y labase { 7, 7, K }. Al

R
(@)

A\ 4

conjunto heterogéneo formado por Oy {7, J, K } se le denomina sistema de referencia
T,

y se simboliza por R={0; 7, ], K }. En este caso, el sistema de referencia es ortonormal

\'i’

por serlo los vectores de la base.

Es evidente que si tomamos otro punto como origen de coordenadas, por ejemplo Q, y tres vectores linealmente
independientes {U", V', W'}, tenemos otro sistema de referencia R, = {Q; 7", V', W’} respecto al cual las coordenadas
del punto P seréan distintas de (x;, y;, z;). Aunque también es verdad que existen formulas que nos permiten pasar
de unas coordenadas del punto P a otras, y se denominan ecuaciones del cambio del sistema de referencia;
pero no las emplearemos en este curso.

En lo sucesivo haremos uso Unicamente del sistema de referencia ortonormal R={0; 7, 7, K’} y las coordenadas
cartesianas de los puntos del espacio estaran referidas a él.

Desde el momento en que a cada punto del espacio, fijado un sistema de referencia, se le pueden asociar de
modo Unico tres nimeros, llamados sus coordenadas, simbolizamos al conjunto de todos los puntos del espacio
por R®.

Ejemplo

1. Dibujar en el espacio los puntos M(1, 2, 3) y N(1, 0, -2).

Solucion:

Las rectas que pasan por el punto O'y tienen la direccion de los vectores 7, 7, X se les llama ejes de coordenadas
y se simbolizan por las letras X;Y'y Z.

Las coordenadas de M (1, 2, 3), son las medidas de las proyecciones del vector OM sobre los ejes X, Yy Z

Aunque la mejor manera de dibujar M en R* es marcar 1 en el eje X, 2, en el eje Y, y 3, en el eje Z. Dibujamos sobre
cada plano XY, YZy XZ un rectangulo a partir de las marcas y trazamos paralelas a los ejes por los vértices opuestos
a O, en estos rectangulos. El punto donde se cortan estas rectas paralelas a los ejes es M.
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El punto N(1, 0, —2) es un punto del plano XZ como vemos en la figura.

(> Actividades

b |

SIS

2. Coordenadas de un vector de extremos

1. Representa en R® los puntos S(2, 2, 2) y T(3, -3, 3).

2. Dibuja los puntos M;(1,0,0), M,(0,1,0) y M,(0,0,1) y luego traza el vector OM siendo M(1,1,1).

3. ;Cual es el vector de posicion del origen de coordenadas O? ;Cudles son las coordenadas del punto O?

conocidos

P es N(x,, ¥, z,). El vector N cumple que

N OM+ MN= ON

—> —>

MN = ON-OM

N =(X2_X1)T+ (YZ_%)T"' (22_21)7-

Con lo que podemos afirmar que las coordenadas del vector VN , de extremos M(x,, y1, Z,) y N(X,, ¥», Z,), son

igual a la diferencia de coordenadas de Ny M.

— >

MN =(x,=X:, .= V1, Z,~Z,).

115

M Consideremos el vector MN cuyo origen es el punto M(x;, y;, Z;) y cuyo extremo

Sabemos que ON =X, 7+ y;]+ 2K y OM=x.T+y;]+ 2K, luego tenemos:
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PUNTOS, RECTAS Y PLANOS

Ejemplos

2. Dados los puntos A (2, 4,-3), B (1,-3, 0) y C (-5, 3,1) halla las coordenadas de los vectores A_B), /ﬁ, Bf, B_/(, CA

y CB.

Solucion:

AB

T

BC = (

BA = (2-1, 4-(=3), ~3-0)

CA=
CB=(

=(1-2,-3-4, 0-(-3)) = (-1,-7, 3)

(2-(-5), 4-3, ~3-1)

(-5-2, 3-4, 1~(-3))

(7,1, 4)
51, 3-(=3), 1-0)

(-6,6,1)
(1,7,-3)

(7,1,-4)

~3-3,0-1) = (6, -6, -1)

3. SiAB= (3,-2,6) yB(1, 0, 4), halla las coordenadas de A.

Solucion:

Como (3, -2, 6) = (1-x;,—y1, 4 —z,), entonces 3 = 1-x;, -2=-y,, 6 =4 -z,.

Y por tanto, x, = -2, y, =

2,2,=

-2, es decir, A(-2, 2, -2).

(& Actividades

4. SiA(1,2,3),B(4,-3,5), C(0,-1,2), halla las coordenadas de otro punto D para que AB = CD.

5. Halla el valor de x para que los puntos A(5, 2, 3), B(0, 7, 2), C(x, 5, 2) sean los vértices de un tridngulo rectdngulo

en C.

6. Tenemos los puntos A (1,-3,2),B(1,1,2)yC (1,1, -1).

a) ¢Pueden ser A, By C los vértices consecutivos de un rectangulo?

b) Halla las coordenadas del punto D para que el paralelogramo ABCD sea un rectangulo.
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3. Ecuaciones de una recta

3.1. Determinacion lineal de una recta. Ecuaciones
parametricas y continuas

Una recta puede determinarse si conocemos uno de sus puntos y un vector paralelo a ella, que llamaremos
vector de direccion de la recta. Sea runa recta de la que conocemos un punto A(x;, y;, Z;) y un vector de direccion
V= (v, v, v,) distinto del vector cero. Cualquier otro punto de la recta P(x, y, z) cumple, como vemos en la
figura, que el vector AP es proporcional a V', es decir: AP= AV

siendo A un nimero real. Pero, ademas, al sumar el vector de posicion
de A con el vector AP resulta el vector de posicién de P:

O + 7P = OP

Esta ecuacion vectorial podemos escribirla asi:

OP=0A+ V.

o}
Donde para cada punto P de r obtenemos un valor A y para cada valor /
deA obtenemos un punto de r. Expresando esta ecuacién vectorial en

coordenadas resulta:

/

4

%Y, 2) = (X, ¥, Z) + A (Vy, Vy, V)
Igualando separadamente cada coordenada llegamos a las ecuaciones siguientes:
X=X +Av,
y=y,+4v,
Z=27+Av,

Estas ecuaciones se llaman ecuaciones paramétricas de la recta r y para cada valor de A encontramos las
coordenadas de un punto diferente de r. Este modo de lograr las ecuaciones paramétricas de una recta se denomina
determinacion lineal de la recta.

Las ecuaciones paramétricas de una recta no son Unicas. Evidentemente, si en vez de A tomamos otro punto
By un vector director paralelo a V', resultan otras ecuaciones paramétricas pero que describen también todos los
puntos de ral variar el parametro A.

Si despejamos A en las ecuaciones paramétricas de la recta se obtiene

a=XTX YT _Z74
v, v, v,

X _Y-V 274
Vi v Vs

X . .
A'la expresion se le conoce como ecuaciones en forma continua de la recta r.

A veces en las ecuaciones continuas puede aparecer un cero en algin denominador, no en todos, pero debe
tenerse en cuenta que no estamos dividiendo entre 0, sino que los numeradores son proporcionales a los
denominadores y si uno de éstos es 0, también lo sera el numerador correspondiente.
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Ejemplo
4. Hallar las ecuaciones paramétricas y continuas de la recta que pasa por A (-1, 2, —-3) y tiene como vector director
vV =(3,0,-2).
Solucién: x=-1+31
Ecuaciones paramétricas de la recta: 1y =2
z=-3-21
Ecuaciones en forma continua: X;1 =Y ;2 = Z+23

. Escribe las ecuaciones paramétricas y continuas de la recta que pasa por el origen O(0, 0, 0) y tiene como vector
de direccién = (0, 1, 0).

Solucién: x=0
Se trata del eje Y, sus ecuaciones paramétricas son: < y =1
: X y z Z=U
y las continuas: — == =—.
0 1 0
. Escribe las ecuaciones paramétricas de la recta X2 _J ¢ = it .

Solucién: 1 2 ]

Igualando cada fraccién a 4 y despejando las letras obtenemos las ecuaciones paramétricas siguientes:
X=-2+A
y=3+21
z=-4+31

3.2. Recta que pasa por dos puntos. Comprobar si
tres puntos estan alineados

Sabemos que por dos puntos pasa una Unica recta. Si queremos hallar las ecuaciones paramétricas de una
recta que pasa por los puntos A (x;, y1, ) y B (X,, y», Z,), tomamos uno de los puntos por donde pasa r, por ejemplo
A, y como vector de direccidn o vector director, el vector A_B). Se trata también de una determinacion lineal.

Ejemplo

7. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por los puntos A (-1, 4, -5) y B (3, -6, -2).

Solucion:

Estamos ante la recta que pasa por A(-1, 4, -5) y tiene como vector director AB = (4,-10, 3), luego las ecuaciones
paramétricas son:

x==1+44
y=4-101
z=-5+31

: x+1 y—-4 z+5
y las continuas: = = .
4 -10 3
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Tres puntos, A (X, Vi, Z), B (X, Y2, 2,) Y C (X;, ¥, Z;) , estén alineados (o son colineales) si pertenecen
a la misma recta. Esto se traduce en que los vectores A_B), AC tienen la misma direccion y, por tanto, son
proporcionales, es decir,

rango (AB,AC)=1 o 2% _Yo=)hi _Z 7%
Xy =Xy VYs—Yy Z3—X

Ejemplo
8. Compraobar si los puntos A (7,-16, 1), B (-5,14,-8) y C (3,—6,-2) estan alineados.
Solucién:
Como AB= (-5-7,14 —(-16),-8-1)=(-12, 30,-9), AC= (3-7,-6—(-16),-2-1)=(-4,10,-3), entonces tenemos:
-12 30 —9)
-4 10 -3

rango (AB,AC) = rango (

, . -12 30 -9
ya que las dos filas son proporcionales o, de otro modo, — = —=—=3.
-4 10 -3
Luego los tres puntos estan alineados.

3.3. Segmento de recta

La recta r, que pasa por los puntos A(x, 1, ) y B(X., y», Z,) , tiene las siguientes ecuaciones paramétricas:

X=X +A(X,—X,)

Y=y, + Ay, =y,

z=2,+A(z,-2)
Cuando A =0, (X, y, 2) = (x,, y1, Z,), alcanzamos el punto A.

Cuando A =1, (X, ¥, 2) = (X4, V1, Z)) + (X2 =X, Yo =V, Zo— Z1) = (Xo, V2, Z), €l punto alcanzado es B. Luego el
segmento de extremos Ay B es el conjunto de puntos:

{(X ¥, 2) =X, yi, Z)) + Ao —Xs, Yo =Y1, Z,—2,), 0 S A < 1}

Las coordenadas del punto que divide al segmento AB en dos partes iguales, el punto medio, se hallan tomando
A=1/2 yson:

(X, ¥, z) = (Xh Vi, 21) +1§(X2 X, Yo =1, 22_21) - (X1 +X, YitYy, Z,t2, \)

2 2 2

Si en la férmula anterior hacemos que A tome los valores

)

1 2 n—1 ,
-, —, ..., —, determinamos n-1 puntos que
non n

dividen al segmento AB en n partes iguales.
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Ejemplos
9. Halla las coordenadas del punto medio del segmento de extremos A(1, 2, 4) y B(4, 3, 2).
Solucién:

El punto medio del segmento AB es M,; = 1+—4E4—+2 = EE3 .
2 2 2 22

10. Halla las coordenadas de los puntos que dividen al segmento AB anterior en tres partes iguales.

Solucién:

Las coordenadas de los puntos N, y N, que dividen al segmento AB en tres partes iguales se obtienen dando a A,
en (x, y, 2) =(x,, Y, Z)) + A% =Xy, Vo =Y, Z,— Z;) , los valores de% y 5 Entonces tenemos:

N=(1,2,4)+ T(4-1,3-2,2-4)= (1,2, 4)+ (1, T, -%) = 2.5, 19),
N=(1,2,4)+ 2(4-1,3-2.2-4)= (1,2, 49+ (2 %, -4)= 3, 8. §).

(> Actividades

? 7. En el segmento de extremos A(1,-2, 3) y B(4, 2,-1) halla las coordenadas del punto C que divide al segmento en
dos partes, la primera 3 veces mayor que la otra.
? 8. Halla las ecuaciones paramétricas y continuas de las rectas que pasan por los siguientes pares de puntos:
a) A(-3,4,-2) y B(0.~1, 5); b) C(4,~1,-1) y D(0, 0-3); ¢) M(1, 0,-1) y N(0,3,-9).
x=—1+41
9. Dadalarectar. {y =4—104, averigua si los puntos A (0,-1,1), B (-3, 2,-5), C (3,4,7) y D (-6, 3, 8) pertenecen o
z=-5+31

no a la recta.
10. Comprueba si los puntos A(1, 2, 1), B(9, 4,-1) y C(-3, 1, 2) estan alineados o no.

11. Halla las ecuaciones de las rectas que pasan por el punto A(-1, 2, 3) y son paralelas al eje OX'y al eje OZ.

N

12. Halla las ecuaciones paramétricas y continua de la recta que pasa por A(4,-2, 3) y es paralela a la recta
Xx-2 y-3 z-1
1 2 6
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4. Posiciones relativas de dos rectas

Supongamos dos rectas: r, que pasa por A tiene como vector director V', y s, que pasa
por B tiene como vector director w'. Las posiciones que pueden adoptar ry s son:

Coincidentes. Se trata de dos ecuaciones distintas de la misma recta. Esto ocurre cuando
los vectores V, W' y AB son proporcionales, poseen todos la misma direccion. En consecuencia,
son coincidentes si:

rango(V’,W)=1yrango(V’,WyA_B))=1.

Paralelas. Cuando las rectas son paralelas, los vectores de direccion son también paralelos, es decir,
proporcionales y por tanto:

rango(V,W)=1yrango(V’,v_v’yA_B))=2

Incidentes. Se cortan en un punto. Esto sucede cuando los vectores V' y W tienen distinta direccion,
perov, w'y AB estan en el mismo plano. En este caso, los vectores
vV, Wy AB son linealmente dependientes y su rango sera 2. Por tanto, r
son incidentes si:

rango(V’,W’)=2yrango(V’,WyA_B))=2

Se cruzan. No tienen ningun punto en comun, pero no son paralelas. Cuando s B w

esto sucede, los vectores V', W'y ,@ , Ni tienen la misma direccion ni son coplanarios; >
son linealmente independientes, luego:
p
A v

rango(V’,W’)=2yrango(V’,W’yA_B))=3

Resumiendo, tenemos:

Rectasry s coinciden paralelas secortan | secruzan
rango (V', W) 1 1 2 2
rango(7V’, W'y AB) 1 2 2 3

Ejemplos
11. Estudia las posiciones relativas de los siguientes pares de rectas:
i X-4 _y+2_z-1 x _y-4 z+47
2 3 4’4 & s
x-2 y+1 z-3 x-5 y+2 z-4,
2 3 —4 y —4 —6 8 '
XN Y42 243 iy 2)=(3+A,-2-5-4)
3 —1 2
iV) (Xs Y, 2)2(11 1+2~;3_2)“) y(xv Y, Z):(3+2”v 4,_”)'

12. Halla las coordenadas del punto de corte cuando el par de rectas sean incidentes.

i)

ii)

Solucion:
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2 3 -4
2 3 -4
a) i) rango[ 4 g 8)z‘l, rango | -4 -6 8 |=1, las rectas son coincidentes.
4 6 -8
2 3 4
. 2 3 -4
ii) rango 4 g 8}:1,rango -4 —6 8 |=2, las rectas son paralelas.
3 1 1
3 4 9 3 -1 2
iii) rango 10 1):2, rango| 1 0 —1|=2, lasrectas son incidentes.
2 0 -2
01 -2
) 01 -2
iv) rango =2,rango |2 0 —1|=3, lasrectas se cruzan.
2 0 -1
2 3 3
X=3+4
b) Las rectas x=1_ y+12 2242-3 y {y=-2  secortan en un punto, son incidentes.
- Z=-5-1

Ponemos la primera en paramétricas utilizando la letra p para el parametro

x=1+3u
y=-2-u
Z=-3+2u

Si las rectas se cortan, compartiran un punto; luego existira un valor para w y otro para A, que puestos en las
ecuaciones paramétricas respectivas nos daran las coordenadas de ese punto. Esto equivale a que tenga solucion
el sistema:

1+3u=3+1 3u—-A1=2

—2-u=-2 0o i—u=0

—3+2u=-5-1 2u+iA=-2

En este caso es facil ver que it = 0y que, sustituyendo en las otras ecuaciones, obtenemos A =-2 El punto de
corte se consigue al poner u =0y A =-2 en las ecuaciones paramétricas y resulta ser (1,-2, -3).

(> Actividades

13. Estudia la posicion relativa de las rectas: (x, y, z) =(4,-2,3) + A(1,-1,2) y o == =—,

14. Determina el valor de m para que las rectas se corten en un punto y halla las coordenadas del punto de corte:

x=2 y+3 z+1 x+1 y+1 z-m
1 4 572 2 1
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5. Ecuaciones de un plano

5.1. Ecuacion general del plano

Todos los puntos de un plano quedan inequivocamente determinados si conocemos un punto del plano y un vector
perpendicular a él. Supongamos un plano 7 del que conocemos el punto A(x;, ¥, z) y un vector = (a, b, ¢) perpendicular
al plano (o normal al plano). Para cualquier otro punto del plano P(x, y, z) ocurre que los vectores 7y /VD), como
vemos en la figura, son ortogonales; en consecuencia, su producto escalar es cero:

7-AP=0
Poniendo los vectores en coordenadas, obtenemos:

(@b, c) (x=x,y-y,z-2)=0 A

a(x-x)+ bly-y)+c(z-z)=0
ax+ by+cz-ax,—by,—cz,=0
Si simbolizamos el numero — ax; — by, — ¢z, por d, entonces resulta:
ax+ byt+cz+d=0,
Esta ecuacion se denomina ecuacion general del plano 7, y ademas, salvo el producto por un nimero, es
Unica.
Es posible demostrar que toda ecuacion del tipo ax + by + ¢z + d = 0 corresponde a un plano de vector normal

T =(a, b, ¢) y que pasa por un punto A(x,, y;, z;) cuyas coordenadas son solucion de la ecuacion, es decir,
ax,tby,+cz,+d =0.

Ejemplos

13. Halla la ecuacion del plano que pasa por el punto A-1, 1, 3) y tiene como vector normal = (2, 3,-4).

Solucién:

Los tres primeros coeficientes de la ecuacion general del plano son 2, 3 y -4, luego la ecuacion sera:

2x+3y-4z+d=0
Como ademas pasa por el punto A(-1,1,3) se cumplira que:
2(-1)+31-43+d=0
-11+d=0,d=11

La ecuacion del que buscamos es: 2x+3y—-4z+11=0

14. Halla la ecuacion del plano perpendicular a la recta &21= y—3=2z y que pasa por el punto A(-1, 2, -3).

Solucion:

Aveces, cuando los denominadores de las ecuaciones continuas son la unidad no se ponen, como en las fracciones
de denominador 1.
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El plano buscado tiene como vector normal " = (2, 1, 1), el director de la recta, y pasa por el punto A(-1, 2, -3),

luego:
2x+y+z+d=0

2(-1)+2-3+d=0, d=3

El plano que buscamos es: 2x + y+ z+ 3 = 0.

5.2. Ecuaciones paramétricas del plano

También para el plano existe una determinacion lineal. Para ello son necesarios un punto, digamos A(x,, ¥:, Z,),
y dos vectores contenidos o paralelos al plano, V" = (v;, v, v5) Yy W = (W,, W,, W;), no paralelos entre si (W#A V'),
pues han de ser linealmente independientes para formar una base del plano 7, de modo que todo vector de
dicho plano se escriba como combinacién lineal de ambos. Cualquier otro

punto del plano, P(x, y, z), puede determinarse, como se observa en la figura, . P
de la ecuacion vectorial: AV
OB = O + 4P g

Pero al ser AP combinacion lineal de v’ y W, podemos escribir:
OP=0A+AvV +uw

La igualdad anterior expresada en coordenadas queda asi: 0

(X ¥, 2) = (X3, Y1, Z0) + AV, Vo, Va) + (Wi, Wa, W)
Igualando las coordenadas del primer miembro con las el segundo miembro, resulta:
X=X, +Av, +puw,
Y=Y+ AV, +uw,
Z=Z,+ AV, +uw,
Estas ecuaciones se llaman ecuaciones paramétricas del plano r, y para cada valor que le demos a los
parametros A y u determinamos un punto del plano.

Ejemplos

15. Halla las ecuaciones paramétricas del plano determinado por el punto A (2,-4,3) y los vectores paralelos v” = (1,-1,2)

y w=(31-3).
Solucion:
Las ecuaciones paramétricas del plano pedido son: X=2+A+3u
(X, y,2)=(2,-4, 3)+A(1,-1, 2)+ u(3, ,-3) 6 {y=—4-A+u
z=3+2A-3u

16. Escribe las ecuaciones paramétricas del plano que pasa por el origen 0(0,0,0) y tiene como vectores paralelos
T=(1,00)y 7=(0,1,0).
Solucion:

o= »

X
Se trata del plano 0XY, que determinan el eje X'y el eje Y, sus ecuaciones paramétricas son: < y =
z
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5.3. Paso de las ecuaciones paramétricas a la
general y viceversa

X=X, + AV, +uw,
Si Jy=y,+Av,+puw,
Z=7Z,+Av,+puw,

son las ecuaciones paramétricas de un plano que pasa por A(x;, y;, ;) y tiene como vectores paralelos al plano

V = (v, vy, Va) YW = (Wi, Wy, W), CON W#A V', entonces un punto P(x, y, z) pertenece al plano si existen valores de
Ay u que satisfacen las igualdades anteriores. Esto equivale a decir que P(x, y, z) pertenece al plano, si el sistema

X=X, = AV, + uw,
Y=Yy = AV, +uw,
Z—7,= AV, +uw,

tiene solucién para las incognitas A y . Claro que este sistema tendra solucion, segun el teorema de Rouché-
Frobenius, si el rango de la matriz de los coeficientes y el de la matriz ampliada valen 2;

v, W, v, W, X-—X
rango | v, W, |=rango|v, W,y-y, |=2
V, W, v, WyZ-2,

Si el rango de la matriz ampliada vale 2, su determinante sera cero:
v, W, X=X,
Vv, W,y—y,|=0.

v, W,Z-Z

Desarrollando el determinante por los elementos de Ultima columna, tenemos:

v, W, Vi W, Vi W,
(X_X1) _(y_y1) +(Z_Z1) =0
3 Wi 3 Wi v, W,
v w v w v w. vV w v w v w.
I I I T P 1_X12 2+y11 1_11 g
Ve Wi Vy W, v, W, Vy W, Vy W, vV, W,

En la Ultima igualdad, observamos que los coeficientes de x, y, z son las coordenadas del producto vectorial

Evid . V2 W2 V1 W1 V1 W1
V'xWW’, luego se trata de un vector perpendicular al plano; llamando a = , b=— , C=
Vs W, Vs W, v, W,
v, W v, w v, w .,
yd=-x|2 "Y+y| " '-z|' | obtenemos laecuacion general del plano que pasa por A(x;, y, z)
V3 W3 v3 W3 V2 W2

y tiene como vectores paralelos al plano V' = (v, v, V;) y W = (W;, Wy, Ws):
ax+by+tcz+d=0
Ecuacion que, como sabemos, es Unica, salvo un factor de proporcionalidad.

El paso de la ecuacion general a las paramétricas es mas sencillo. Si en la ecuacion ax + by + cz+d =0

despejamos x, resulta: d b ¢
X=————y——2Z
a a a
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Igualando y=A y z = u se obtienen las ecuaciones

Que son las ecuaciones paramétricas del plano que pasa por el punto (—d/a, 0, 0) y tiene como vectores paralelos
aél:v =(-bja,1,0)y W =(~c/a, 0, 1). Hay que tener presente que las ecuaciones paramétricas de un plano no

son Unicas.

Ejemplos

17. Hallar las ecuaciones paramétricas y general del plano que contiene al punto A(-1, 2, —1) y tiene como vectores
paralelos V' = (2,0,-3) y W =(1,-3, 3).

Solucién:
x=—1+21+pu
Las ecuaciones paramétricas son: 1y =2 —3u
z=—1-31+3u
2 1 x+1
La ecuacion general sale del determinante nulo: ([0 -3 y—2/=0
-3 3 z+1

Al desarrollar resulta: -9x -9y — 6z + 3 = 0; dividiendo por -3, queda:
3x+3y+2z-1=0.
18. Dado el plano x - 3y + 2z + 5 = 0, encuentra un punto por donde pasa y dos vectores paralelos a él.
Solucion:
Escribimos las ecuaciones paramétricas de este plano, para ello despejamos x y llamamos A ay y ua z:
x=-5+31-2u
y=4
Z=pu

Son las ecuaciones paramétricas del plano que pasa por A(-5, 0, 0) y tiene como vectores paralelos V' = (3,1,0) y
W =(-2,0,1).
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5.4. Otras determinaciones del plano

Hay varias situaciones que conducen a una determinacion lineal del plano.

Plano que pasa por tres puntos. El que por tres puntos pase un plano tiene una comprobacion experimental
sencilla en el hecho de que una silla 0 una banqueta con tres patas nunca baila; y la razén es porque las
tres patas se adaptan perfectamente al plano del suelo. Por lo tanto, un plano determinado por tres puntos
A, By C es el mismo que el que determina un punto, por ejemplo, A, y es paralelo a los vectores AB y AC.

Plano que determina una recta y un punto. Una recta r, que pasa por A tiene como vector director v, y
un punto B, exterior a ella, también determinan un plano; para ello tomamos el punto A de la recta r y como
vectores paralelos al plano v’ y AB.

Plano que contiene a dos rectas paralelas. Si una recta r, que pasa por A y con vector director V', y
otra s, contiene a B'y con vector director w’, son paralelas ambas, configuran un plano cuyas ecuaciones
paramétricas podemos hallar tomando, por ejemplo, el punto A y como vectores paralelos al plano V' y AB.

Plano determinado por dos rectas que se cortan. Si una recta r, que pasa por Ay con vector director
V', y otra s, que contiene a B y con vector director w’, son incidentes, entonces con uno de los puntos, A
0 B, y tomando como vectores paralelos al plano V' y W/, tenemos una determinacion lineal de la que hallar
la ecuacion del plano.

(> Actividades

=(1-34,-4+21,2+A).

17. Halla la ecuacién general del plano que determinan las rectas paralelas:

§=y=z+3 Y (X, 2)=(1—4 2, 4-2 4, 1-22).

18. Estudia la posicion relativa de las rectas

%:%:Z—fy (X, ¥, 2)= (44 4, 2= A,—1+22)

Si se cortan, halla el punto de corte y las ecuaciones paramétricas y general del plano que determinan.

C(3, -5, 3).

es paralelo a la recta s y perpendicular al plano 7.

x=2=Y =741,
3

22. El plano que pasa por A (1, -3, -3) y B (-2, 4, —4) y es perpendicular al plano 6x + 5y +4z—-2=0.

15. Halla las ecuaciones paramétricas y general de plano que pasa por los puntos (1, 1,1), (3,2, 0) y (0, 1, 2).

16. Halla las ecuaciones paramétricas y general del plano que determinan el punto (2, 0,- 1) y larecta (x, y, z) =

19. Halla la ecuacion del plano que contiene al punto A (3, 4, — 1) y es perpendicular a la recta que pasa por B(1,-1,1) y

20. Dado el plano : 2x—y+z+1=0,larectas: x=y = ZTH y el punto A(4, 0, —1). Halla el plano que pasa por A,

21. Halla la ecuacion del plano que pasa por los puntos A(0, 1, 5) y B(3, 4, 3) y es paralelo a la recta de ecuaciones
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6. Posiciones relativas de dos planos

m Sean:ax+by+cz+d =0y m ax+b,y+c,z+d,=0dos planos, cuyos
vectores normales son 7', = (a. b, ¢,) y T, = (a, b, ¢,), respectivamente. Las

ny posiciones que pueden adoptar en el espacio son las siguientes:

T

Paralelos: los vectores normales, 7', = (a, b, ¢,) y 1, = (a, b,, ¢,), también
son paralelos y, por lo tanto, sus coordenadas proporcionales; eso quiere decir que

n Lo a, b ¢ d
2 rango (A, A,) =1 0 —=—"t="1x"1
az b2 CZ d2
Coincidentes: se trata del mismo plano. Los coeficientes de las dos ecuaciones,
incluyendo los términos independientes son proporcionales; en consecuencia, tenemos:
Tq1=T2

a_b_o_4

aZ b2 CZ d2 .

Secantes: se cortan determinando una recta comun. Los vectores 7, = (a, by, ¢;)
y T, = (a, b, C,) no tienen la misma direccion, por lo tanto, rango( 7, 77,) = 2.

Ademas la recta comUn a los dos planos tiene como ecuaciones paramétricas
las soluciones del sistema formado por los dos planos:

{a1x+b1y+cz1+d1 =0

n2 a,x+b,y+cz,+d, =0

Como en este sistema el rango de la matriz de los coeficientes es 2,
rango( ', ;) = 2,y hay tres incognitas, entonces las soluciones dependeran de un
parametro. Es decir, relegando una incdgnita al segundo miembro de las ecuaciones, por
ejemplo z, las soluciones tendran este aspecto:

X=X, +Av,
Y=Y, +Av,
Z=1
y que podemos identificar como la recta que pasa por el punto (x. y., 0) y tiene como vector director (v;, v, 1).

Cuando una recta viene dada por las ecuaciones de dos planos se dice que estas son las ecuaciones implicitas
de la recta.

De las ecuaciones continuas de una recta es muy facil encontrar dos ecuaciones implicitas de esa recta.
Las ecuaciones continuas de una recta r, de la que conocemos un punto A(x,, y;, Z;) y un vector de direccion
kvid .

V = (v, Wy, V), SON:

X\ —X_y-y_z4-2
V1 V2 V3
De las tres igualdades, si cogemos dos, por ejemplo, la primera fraccion con la segunda y primera con la tercera,
obtenemos las ecuaciones de dos planos que constituyen un par de ecuaciones implicitas de esa recta. Es decir, de
X, =X _Y,—y y X,—X _7,-Z
Vi v, Vi Vs

, —V X+V.y+V, X, —V.y, =0
obtenemos las ecuaciones de los planos X TV VX Vs
VX +V,Z+VXx, —Vv,z, =0

Obviamente una recta tiene una infinidad de ecuaciones implicitas.
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Ejemplos
19. Estudia las posiciones relativas de los pares de planos siguientes:
a) Ix-y+2z-1=0 y 6x+2y-4z+5=0;
b) x-2y+3z+2=0y -3x+6y-9z2-6=0;
c) x-y+2z-1=0 y x+y-3z+4=0.

Solucién:
3 -1 2 1 ,
a) Como -7 3 = 5 podemos afirmar que los plano son paralelos.
b) Como 1 = %2 = 3 = i se trata de dos ecuaciones diferentes del mismo plano. Son coincidentes.

_ 3 -1 2
c) Esevidente que 3 = il o 2 iz 1 0 rango =2.
11 -3 4 1 1 -3

Luego se trata de dos planos secantes.
20. Halla las ecuaciones paramétricas de la recta interseccion de los planos:

X-y+2z-1=0 y x+y-3z+4=0.

Solucién:
. . 3X-y+2z-1=0 . - T
Resolviendo el sistema obtenemos las ecuaciones paramétricas. Relegando una incognita al
X+y-3z+4=0
Ix—y=1-2
2° miembro, el sistema queda asi: X=y ?
X+y=—4+3z
1-2z 1 3 1-2z
Las solucion n_x_—4+32 1l 83+z |1 —4+3z] —13+12z
as soluciones son: X = I , Y= I
1 1 1 1
x:—§+ll
: - 4 4
Las ecuaciones paramétricas son: 13
y=——+31
Z=1

A veces puede resultar comodo hallar el vector director como producto vectorial de los vectores normales a los
planos. Luego en el sistema, dar valor cero a una incognita y resolverlo para las otras dos; asi obtenemos un punto y,
con el vector director calculado, podemos escribir unas ecuaciones paramétricas de la recta.
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(> Actividades

IS

Haz de planos

Se llama haz de planos de eje ral conjunto de todos los planos que contienen a la recta r. Si de r conocemos
sus ecuaciones implicitas:

lax+by+cz—d =0
ax+by+c,z+d,=0
entonces el haz de eje r viene dado por:
a(ax+bytcz+d)+p(ax+tby+c,z+d)=0

Para cada valor que demos a o y [ se obtiene la ecuacion de un plano que, se puede demostrar, contiene a la
recta r.

Dividiendo la ecuacion anterior por o, obtenemos ax+b,y+c,z+d, + &(ax+b,y+c,z+d,)= 0 en donde 6 = fla.
Esta ecuacion, dando valores o, describe todos los planos del haz excepto a,x+ b,y +c,z+d,= 0y tiene la ventaja
de emplear un Unico coeficiente.

El haz de planos facilita la resolucién de algunos problemas, aunque admitan también otros métodos de
resolucion. Particularmente resulta interesante para hallar la ecuacién de un plano del que sabemos que contiene
a una recta dada por sus ecuaciones implicitas.

Ejemplo

21. Halla la ecuacion del plano que contiene a la recta g =y-2= ZTH y pasa por el punto (1, 2, -3).

Solucién:

De las ecuaciones continuas obtenemos dos planos: g = 27-1-1 y y-2= z_+1

Esdecir2x-2z-2=0y 2y-z-5=0

Consideramos el haz: 2x—2z-2 + §(2y-z-5) = 0.

Sustituyendo en la ecuacién del haz las incognitas por las coordenadas del punto (1, 2, -3), tenemos:
2:1-2(-3)-2+5(22-3(-3)-5)=0, 6+85=0, 6 =_T3

El plano pedido sera: -3
2x—22—2—T (2y-2-5)=0

8x—-6y—-5z+7=0
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(> Actividades

25. De todos los planos que contienen a la recta {

26. Determinar el plano que contiene a la recta r: {

X+2y—-z=9
3X+y—-2z=3
X+2y+2z-7=0
X—y—-z+1=0

7. Posiciones relativas de tres planos

Tres planos en el espacio

. ax+by+cz+d=0
Ty, aX+by+c,z+d,=0
5. @X+by+c,z+d=0

pueden adoptar varias posiciones que deduciremos del analisis del sistema formado por sus ecuaciones. Segun
el teorema de Rouché-Frobenius se pueden presentar distintas situaciones que vamos a interpretar geométricamente.

En el sistema

ax+by+cz+d, =0
a,x+by+c,z+d, =0
a;x+by+c,z+d, =0

llamaremos A a la matriz de los coeficientes y M a la matriz ampliada y pueden aparecer los siguientes casos:

1. Sirango(A) = rango(M) = 3, el sistema tiene solucion Unica. Esto se interpreta como que los tres planos

se cortan en un punto cuyas coordenadas son la solucidn del sistema.

. Sirango(A) = 2 y rango(M) = 3, el sistema es incompatible, no tiene solucién; y geométricamente lo

interpretamos como que los tres planos no tienen puntos en comun. Aunque se pueden dar dos situaciones:
a) Dos planos son paralelos y estan cortados por el tercero.

b) Los planos se cortan de dos en dos, como las caras de una superficie prismatica triangular, determinando
tres rectas paralelas.

Estas dos situaciones se distinguen una de otra por los vectores normales a los planos. En el caso a) iy y
n, son paralelos y por tanto proporcionales, pero n; no es paralelo a los anteriores; es decir, en la matriz A
hay dos filas proporcionales. En el caso b) cada dos planos definen una recta, por lo que los vectores
normales no mantienen entre ellos ninguna relacion de paralelismo, entonces en la matriz A no existen dos
filas proporcionales.

Si rango(A) = rango(M) = 2, el sistema posee infinitas soluciones dependientes de un parametro. Estas
soluciones constituyen las ecuaciones paramétricas de una recta. Esta recta es el eje de un haz de planos
al que pertenecen los planos dados.
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4. Sirango(A) =1y rango(M) = 2, el sistema vuelve a ser incompatible e interpretamos este hecho como
que los tres planos son paralelos o que dos son coincidentes y el tercero paralelo a ellos. Hay dos planos

coincidentes si en la matriz M aparecen dos filas proporcionales.
5. Sirango(A) = rango(M) = 1, los tres planos son coincidentes.

En las figuras hemos sefialado los seis casos anteriores.

\

2. b)
5.
N 4.
Resumiendo, tenemos:
Rango(A) 1 1 2 2 3
Rango(M) 1 2 2 3 3
Cada 2
Paralelos 0 2 Pertenecen al determinan una Determinan un
Posicion Coincidentes | coincidentes y el mismo haz recta o 2 son unto
3° paralelo paralelos y el 3° P
los corta
Ejemplo

22. Dados los planos
mimx+y+z=1
T X+tmy+z=1
T Xty+tmz=1,

estudiar su posicion relativa para los diferentes valores de m.

Solucién:

Discutimos el sistema para los diferentes valores de m:
mx+y+z=1
xtmy+z=1
xtytmz=1

Calculamos el determinante de la matriz de los coeficientes:
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m 1 1
detA)={1 m 1|=m-3m+2, m*-3m+2=0, m=1y m=2.
1 1 m

Sim#1y m# 2, rango(A) = rango (M) = 3, el sistema es compatible y determinado. Los tres planos se cortan en
un punto.

Sim=1, rango (A) = rango (M) = 1, sistema compatible e indeterminado. Los tres planos son coincidentes. En el caso
de que m =2, rango (A) =2 y rango (M) = 3, sistema incompatible, examinamos la matriz A y no observamos en ella
dos filas proporcionales; por tanto los 3 planos se cortan dos a dos formando una superficie prismatica triangular.

(> Actividades

28. Halla el valor de m para que los planos x + y+z=2, 2x+3y+z=3 y mx + 10y + 4z = 11 tengan una recta en

comun.

8. Posiciones relativas de recta y plano

Una recta r, que pasa por A(x;, y;, z;) y tiene como vector director V'= (v, v,, V), y un plano, -
. ax+by+cz+d =0, con vector normal 7 = (a, b, c), pueden adoptar las posiciones siguientes: r
e Larecta corta al plano: geométricamente supone que los vectores vV’ 'y 7" no son v

A

perpendiculares, como se aprecia en la figura, luego su producto escalar sera distinto 7 .
de cero, V- #0.

n

n T > e Larectay el plano son paralelos: entonces los vectores V' y

son
=0

’ perpendiculares y ldgicamente su producto escalar sera nulo: V- 1’

e Larecta esta contenida en el plano: en cuyo caso los vectores V' y 77 siguen siendo

perpendiculares, es decir, V- =0, pero lo distinguimos del caso anterior porque
todos los puntos de r pertenecen a x, en particular A.

Resumiendo, tenemos:

#0 =0

Si A no pertenece a , entonces r es paralelaa
Si pertenece A a 7, entonces r esta contenida en

vn

Se cortan en un punto

Cabe aun otro andlisis si la recta esta dada por sus ecuaciones implicitas, y consiste en formar un sistema de

tres ecuaciones con tres incégnitas.
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Llamando A a la matriz de los coeficientes del sistema y M a la matriz ampliada, nos podemos encontrar con
las siguientes posibilidades:

1. rango(A) = 3, rango(M) = 3. Cuando esto ocurre, se dice que la recta es secante al plano, lo corta en un
punto. El punto de corte es la solucién del sistema

2. rango(A) = 2, rango(M) = 3. Esto sucede cuando la recta es paralela al plano.
3. rango(A) = 2, rango(M) = 2. Entonces la recta esta contenida en el plano.

Ejemplo

23. Estudiar la posicion relativa de la recta (x, y, z) = (-1+34, 2+A, 21) y el plano determinado por los puntos A(1, 3,
2), B(2,0,1) y C(1, 4, 3). Si se cortan halla el punto de corte.

Solucion:

Hallamos la ecuacion general del plano que pasa por A (1, 3, 2) y tiene como vectores paralelos AB = (1,-3,-1) vy,
AC = (0, 1, 1). Esta ecuacion se obtiene igualando a cero el determinante:

10 x-1
3 1 y-3=0
11 z-2

Y resulta el plano: —2x -y +z+ 3 =0.

Hallamos el producto escalar del vector normal al plano, 7 = (-2,-1,1), con el vector director de la recta, V" = (3,1,2):
mV=(=2-11)-312)=5 =0

Luego recta y plano se cortan en un punto.

Para hallar el punto de corte, sustituimos las ecuaciones paramétricas de la recta en la del plano y calculamos el
valorde A:

3
2(-1+30)-@2+2)+22+3=0, 5L +3=0, A= 7.

Sustituyendo en las ecuaciones paramétricas de la recta el valor de A encontrado, conseguimos las coordenadas

del punto de corte:
(X,y,Z): _1'|'3§,2+§,2§ = E’E,Q
5 5 55’5

(> Actividades

29. Del haz de planos que contiene a larecta r:
por A(1,-1,1) y B(3, 3,-2).

X+2y—-z=0
halla uno que sea paralelo a la recta que pasa

2x-3y+2z-5=0

r 1
1 1
I I
?l I I
I I
1 1
1 1
1 1
[ . i X y+1 z-a ) . . 1
: 30. Determinar la posicion de la recta r : 5 == i y el plano 7: ax + 2y — 6z + 7= 0 para los diferentes valores |
— a 1
1 1
1 1
1 1
I I
I I
I I
1 1
k ol

de a. Halla el punto de corte de la recta y plano cuando a = 5.

31. Considera los puntos A(1, 1, 1), B(2, 2, 2), C(1, 1,0) y D(1, 0, 0) . Halla la ecuacién del plano que contienea Ay B
y no corta a la recta determinada por Cy D.
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9. Algunos problemas de rectas y planos

La variedad de problemas es muy amplia y muchos problemas de geometria analitica admiten més de una
forma de resolucion. No es nuestro interés hacer un estudio exhaustivo de todas las formas posibles de resolverlos,
sino emplear la mas sencilla e intuitiva y referir alguna indicacion sobre otros modos de abordarlos.

Punto simétrico de otro respecto a un punto

Decimos que P(x, y, z) es simétrico de P(x;, y;, z;) con respecto a M (m,, m,, m;), si M es el punto medio del
segmento PP’.

Luego m1=u,m2=y1+y,m3=z1+z_
2 2 2
Ejemplo

24. Halla el punto simétrico de P(4, 3, —1) con respecto a M(2, 4, -3)
Solucién:

Llamamos P'(x, y, z) al simétrico de P con respecto a M, entonces:
_ =lpH
2

_A+x
2

2 . 4=

De donde obtenemos x =0, y =5, z=-5. Luego P(0, 5, -5).

Punto simétrico de otro con respecto a una recta
Decimos que P’ es simétrico de P con respecto a la recta r, si hay un punto M de r que es el punto medio del
segmento PP’.
Ejemplo

25. Halla el simétrico de (2, 0, 3) respecto alarecta x—-1=y-2= 27_1 .

Solucion:

Sea P(2,0,3)y P(x, y, z) el simétrico con respecto a la recta dada. Sea M un punto de la recta que es el punto
medio del segmento PP’. Procederemos con los siguientes pasos.

i) Si ponemos la recta €N paramétricas (x, y, z) = (1+A, 2+1,1+21), el punto M tiene de coordenadas(1+A, 2+A4,1+24).
Ademas, el vector PM = (1 +/1_—)2, 2+A-0, 142A-3) = (-1+A, 2+4, —2+24), es perpendicular al vector director de
larectaV’ = (1,1, 2), luego PM - V' =0,

(141,241, -2+24) - (1,1,2)=0
“1+A+2+1-4+4)=0

1
—3+61=0, A=~
2
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22’

§§2_ 2+x 0+y 3+z
227 2727 2 |

obtenemos x=1,y=5y z=1. El punto buscado es P(1, 5, 1).

i) Hallamos las coordenadas de M (1+%,2+%,1+1):(3 : 2)

iii) De la igualdad

Punto simétrico con respecto a un plano

Decimos que P’ es simétrico de P con respecto al plano 7 si hay un punto M de = que es el punto medio del
segmento PP’.

Ejemplo
26. Halla el simétrico del punto P(0, 1, 4) respecto al plano 7: x-2y + 3z + 4 = 0.
Solucion:
Llamamos P'(x, y, z) al simétrico de P(0, 1, 4) respecto a r y procedemos con los siguientes pasos.

i) Hallamos la ecuacién de la recta r que pasa por Py es perpendicular a . Las ecuaciones paramétricas de
r:(x,y,2)=(,1-24,4 + 31)

i) Hallamos, M, el punto de corte de ry =

A=2(1-21)+3(4+31)+4=0
A=2+42+12+91+4=0
141+14=0, A=-1

Entonces M (-1, 3, 1).

iii) De la igualdad (—1,3,1)=( g HTy,‘l—;Z),obtenemos x=-2, y=5 z=-2

El punto P’ tiene de coordenadas (-2, 5,-2).

Recta que corta perpendicularmente a otras dos que se cruzan

Si res una recta que corta perpendicularmente a otras dos, sy {, que se cruzan, tendra el vector director ortogonal
a los vectores de direccion de sy £. En el ejemplo exponemos un modo de resolver este problema, pero hay otra
forma de hacerlo.
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Ejemplo
, . y—-1 242
27. Halla la recta r, perpendicular comun a las rectas s: x=y=z y tx =5 = 3
Solucion:

Si escribimos s y t en paramétricas obtenemos:
S(Xy,2)=(LALA) Yy tXxYy2)=(u 1+2u,-2+3u)

Buscamos un punto S(A,A,A) de sy otro T(u, 1+2u, -2+ 3u) de t tales que el vector St= (w=-A1+2u-24,-2+3u-1)
sea ortogonal al vector director de s, V' =(1, 1, 1), y alde t, w = (1,2,3). Esto significa que:

ST-V'=0, (u-A1+2u-2,-2+3u-1)-(1,1,1)=0
u=A+1+2u-A -2+3u-1=0
~1+6u—31=0
ST-W=0,(u-A1+2u-2A,-2+3u-1)- (1,2, 3)=0
u=-A+1+2+4pu-21- 6+9u-31=0

—4+14 - 62 =0
Bu—31 =1

obtenemos p =1, 2 =5/3.
14 —61 =4

Del sistema {

Luego S (5/3, 5/3, 5/3) y T (1, 3, 1). La recta que pasa por Sy T es la recta buscada:

_(933 24 2
(Kyz)_(33’3)+l( 3’3’ 3}

Otra solucion puede hallarse como interseccion de dos planos: uno, pasa por S y tiene como vectores paralelos
V'y Vx W,y el otro, pasa por Ty tiene como vectores paralelos W'y V'x .

Recta que pasa por un punto y corta perpendicularmente a otra

Dada una recta r y un punto P exterior a ella se trata de encontrar otra recta que pase por Py corte
perpendicularmente a r.

Ejemplo
28. Hallar las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el punto P(2,—1, 3) y corta perpendicularmente a r:
L
2 2
Solucién:

Escribimos r en paramétricas:
%y 2)=(21,0)+A221)=(2+24,1+ 24, 1)
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Nos interesa encontrar un punto de r, llamémosle R(2 + 24, 1+ 24, 1), de modo que PR = (2+24-2,1+24+1,1-3)
= (2,2 + 22, 2. - 3) sea perpendicular al vector director de r, V" = (2, 2, 1).

Si PR V= 0, entonces tendremos:

(24,2 +24, A-3) (2,2, 1)= 44 +4+42 + 1 -3 =0, /1=_%

Hallamos las coordenadas de R:
1 1. 1 16 7 1
24+2-(—)1+2:-(—2)—= |=| ===

( ( 9) ( 9) 9) ( j R

La recta que pasa por Py R es la recta pedida

@322
(X'yaz)_(v_y) glgy 9

Otro modo de resolverlo es encontrar un plano que pasa por Py sea perpendicular a r. La interseccion de este plano
con la recta rnos da el punto R, y la recta pedida es la que une Py R.

Ecuacién de una recta que es paralela a otra y corta a otras dos

A veces se dice simplemente, hallar la recta que es paralela a un vector y corta a otras dos; como se muestra
en el ejemplo siguiente.

Ejemplo

29. Halla la ecuacién de la recta que corta alas rectas r: x-1=y=z

s {2x —3y =t y es paralela al vector 7= (-2, 3, -1).
Z=

Solucion: La recta r pasa por A(1,0,0) y tiene vector director v" = (1,1,1); y s puede escribirse en paramétricas

despejando y e igualando x a y:

X=pu
S: 1y =—1+2u , es decir, pasa por B (0, -1, 3) y tiene vector director " = (1, 2, 0).

z=3

Un punto genérico de res R (1+4, A, A) y un punto genérico de s es S (u, -1 + 2u, 3). El vector RS = (w=-1-4,
-1+2u-A,3-A)esparaleloat = (-2, 3,-1),

Luego
(w=1-4,-1+2u-1,3-1)=a(-2,3,-1)

La igualdad anterior conduce al sistema:
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—A+2u—3a =1 cuya solucién es lz%, u :%, o :5

—1+2u-1=3a >
3-A=-a

—A+a=-3

u—1-1=-2a |—/l+,u+2a—1
1

Por lo tanto, R ( —) yS ( 9%3) y la recta que pasa por Ry S satisface lo que nos piden:

3

(x.y,2)= B M ea -2 2-2
3'3'3 3 3

Es evidente que el vector (—%,2,—%) es paraleloa 0" = (-2, 3, -1)

Hay otro modo de resolverlo con ayuda del haz de planos. Buscamos entre los planos del haz de eje r aquel que
sea paralelo aU". La interseccion de este plano con s nos da un punto desde el cual, y con vector director 7", encontramos
la recta pedida.

Ecuacion de una recta que pasa por un punto y corta a otras dos

En ocasiones este enunciado se expresa diciendo: hallar la recta que pasa por un punto y se apoya en otras
dos. Veamos un ejemplo.

Ejemplo

30. Hallar las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el punto P(1, 1, 1) y corta a las rectas

x=1+4 X=U
r:iy=2—-1 y s:{iy=3u

z=1+21 z=2—-u
Solucién:

, igualando la primera fraccién a la segunda y la segunda a la tercera

Pasamos r a continuas x —1= y_—12 = 27_1

obtenemos las ecuaciones de dos planos: x+y—-3=0 y 2y+z-5=0 que contienen a .
El haz de planos de eje r tiene de ecuacion: x+y-3+6(2y+z-5)=0

Buscamos uno en el haz que pase por P(1,1,1): 1+1-3+6(2:1+1-5)=0, 6=—%
Sustituyendo & en el haz y operando, tenemos: x+y—-3 + —% (2y+z-5)=0
Obtenemos el plano: 2x — z- 1= 0.

El punto de corte de este plano con la otra recta s resulta de sustituir sus ecuaciones paramétricas en este plano:

2u-(-2-u)-1=0, 3u=3,u=1
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Y ahora poniendo 1 = 1 descubrimos las coordenadas del punto de corte S(1, 3, 1). La recta pedida pasa por Py
Syes:(x,y,z)=(1,1+24,1).

El plano que contiene a Py a r podemos hallarlo, sin recurrir al haz de planos, directamente; y es mas sencillo.

También es posible resolver el problema hallando dos planos. Uno que contienea Py aryotro,aPyas. La
interseccion de esos dos planos nos da la ecuacion de la recta pedida.

(> Actividades

= =2x-1
32. Halla la ecuacion de la recta que cortaa r: X =y=zYy {y 3X y es paralela a la recta
z

(X y,2) = (-4, 34, -A).
33. Halla el punto simétrico de P(1,2,-1) con respecto al plano que pasa por los puntos M(1,-8,-3), N(2,0,-1) y Q(3,8,1).

34. Encuentra las ecuaciones de la recta perpendicular comin a las rectas: x=y=z y x=y=23z-1 (Observa que la
Ultima recta tiene vector director (1, 1, 1/3) y pasa por (0, 0, 1/3).

35.Dadalarectarx+1=y-2= ZT_?’ y el punto P(1, 2, 1) hallar las ecuaciones de la recta s que pasa por Py

corta perpendicularmente a r.

z-3
36.Dadalarectar. x+1=y-2= Y el punto P(1, 2, 1) halla las coordenadas del punto simétrico de P respecto a r.

Xx—z+1=0 {x—52—4:0

y s halla otra recta que pasa por el origen de coordenadas
k=2 =

37. Dadas las rectas r :
y—-4z+3=0

y corta a las anteriores.
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««s* Recuerda

v Ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por A(x;, y;, ;) y con vector de direccion v’= (v,, v,, v;)

X=X +Av,
y=Yy,+Av,
Z=27+Av,

v Ecuaciones continuas de la recta que pasa por A(x,, ¥, ) y con vector de direccion v'= (v;, v,, v;)

X=X _Y=¥: _2-%
Vi v, Vs

v Ecuaciones implicitas

ax+by+cz,+d, =0
a,x+by+cz,+d,=0

v Posiciones relativas de dos rectas, r y s, con vectores de direccion V' y w’, respectivamente

Rectasry s coinciden paralelas se cortan | se cruzan
rango (V', W) 1 1 2 2
rango(V', W y AB) 1 2 2 3

v Ecuacién general del plano
ax+bytcz+d=0

v Ecuaciones paramétricas del plano que pasa por A(x,, y;, ;) y tiene como vectores paralelos al plano
=
V= (Vi Vi Vi) Y WS (W, Wy, W)

X=X, + AV, +uw,
Y=Y+ AV, +uw,
Z=27Z,+Av, +uw,

v Haz de planos
ax+by+cz+d +daxthbytcz+d)=0

v Posiciones relativas de tres planos

Rango(A) 1 1 2 2 3
Rango(M) 1 2 2 3 3
Paralelos 02 | Pertenecen | Cada 2 determinan una recta o Determinan
Posicion | Coincidentes | coincidentes y el | al mismo 2 son paralelos y el 3° los g
3° paralelo haz corta P

v Posiciones relativas de la recta r con vector director V" = (v, v,, v;) y un plano m con vector normal n'= (a, b, c),

#0 =0
Si A no pertenece a 7, entonces r es paralela a
Si pertenece A a 7, entonces r esta contenida en 7

v

i Se cortan en un punto
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