Vectores

| estudio de algunos elementos del
E espacio, puntos, rectas y planos, y los
problemas que se pueden establecer

entre ellos, se facilita con la introduccion de los
vectores. En su origen, el concepto de vector
surge en Fisica para caracterizar ciertas
cantidades que poseen direccion y sentido; su
empleo en Geometria convierte las relaciones y
deducciones geométricas en un calculo.

Inicialmente, como hemos dicho, los vectores
se utilizaban en Fisica para representar
magnitudes dirigidas, pero las operaciones con
vectores, lo que hoy en dia se conoce como
calculo vectorial, es un invento del siglo XIX debido
a los matematicos William Rowan Hamilton
(1805-1865) y Hermann Gunther Grassmann
(1809-1877). El primero realizé una ampliacion de
los numeros complejos que Hamilton denomind
cuaterniones y el segundo traté de encontrar

.
e William Rowan Hamilton (Wikipedia. org. Dominio
Publico)

métodos algebraicos para resolver problemas de geometria. Los cuaterniones fueron
empleados por los fisicos James Clerk Maxwell (1831-1879) y Josiah Willard Gibbs
(1839-1903) en algunas de sus obras. Sin embargo, modificaron su expresion original
hasta convertirla en lo que hoy conocemos como vector y sus operaciones.

En esta unidad didactica definimos lo que es un vector y las operaciones que podemos
realizar con ellos. Aplicamos las propiedades de las operaciones para resolver problemas
de ortogonalidad de vectores, calculo de areas de paralelogramos y de volumenes de

paralelepipedos.

En esta unidad nos proponemos alcanzar los objetivos siguientes:
1. Reconocer un vector graficamente, y por sus coordenadas, y operar con vectores.
2. Determinar si un conjunto de vectores es linealmente dependiente o no.

3. Calcular el producto escalar de dos vectores, conocer sus propiedades y cuales son
sus aplicaciones. Utilizarlas para hallar el angulo de dos vectores y el médulo de un

vector.

4. Saber calcular el producto vectorial, conocer sus propiedades y utilizarlas para el

calculo de areas.

5. Definir el producto mixto de tres vectores y emplearlo para calcular el volumen de

un paralelepipedo.
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VECTORES

1. Vectores

Llamamos vector a un segmento orientado de extremos A y B. Cuando consideramos la orientacion de A a B,
es decir, Aes el origeny B el extremo, simbolizamos el segmento por AB. Cuando, por el contrario, tomamos B
como origen y A como extremo, el segmento se simboliza por BA .

Tres son las caracteristicas de un vector .

Modulo de AB: es la distancia entre Ay B. El modulo del vector AB: se simboliza por | AB |.
Direccién de AB: es la recta que contiene a los puntos A y B o cualquier otra recta paralela a ella.
Sentido: en todo segmento de extremos A y B caben dos sentidos el que vade Aa By el que vade Ba A.

B g  Como hemos definido la direccion de un vector como la recta que contiene al vector
o cualquier otra recta paralela a ella, podemos encontrarnos con dos vectores, AB y
A’_B)’, que tienen el mismo maédulo, direccion y sentido, tal como vemos en la figura.

En esta situacidn decimos que AB=AB'. Hay muchos vectores que son iguales

a AB. Sitodos son iguales, no tiene mucha importancia cual es el origen de un vector,

sino su mddulo, direccion y sentido; por esta razén a todos los vectores que tienen el

A A mismo modulo, direccién y sentido que AB acostumbramos a simbolizarlos por una

letra mintscula con una flechita encima, por ejemplo v’. ;,Qué son AB y AB de v’ ?

Podemos decir que son localizaciones del vector V', una con origen Ay otra en A’. En cualquier punto del espacio
podemos situar una localizacion de v’ siempre que tenga el mismo madulo, direccion y sentido.

A partir de ahora, hablaremos indistintamente de vectores simbolizados por una letra &, v’ como de sus
localizaciones en un punto del espacio determinado AB , CD.

2. Operaciones con vectores en forma grafica

Multiplicacion de un vector por un niimero

Si dado un vector V" lo multiplicamos por 2 obtenemos el vector 2 V" que graficamente
tendra doble longitud de V. Si lo multiplicamos por -1 obtenemos - V" que tiene sentido opuesto
a V. Silo multiplicamos por % obtenemos %2 V’,cuyo modulo seré la mitad. En la figura adjunta
hemos dibujado también -2 V", 4 V.

Resumiendo, si multiplicamos un nimero m por el vector V" obtenemos un nuevo vector
mV con las siguientes caracteristicas:

e EImodulo de mV’ es igual al valor absoluto de m, por el médulode V', |[mv" |=|m | |V |.
e Ladireccion de mV’ es la misma que lade V.
e Elsentido de mV es el mismo que V' si m > 0; cuando m < 0, el sentido de m es opuesto a V.

Al multiplicar 0 por V" obtenemos el vector 0, es decir, 0V =0 . El vector 0’ es aquel en el que coinciden origen
y extremo. Sus localizaciones son del tipo A =BB =CC , por supuesto no tiene direccion, y el médulo es cero.

o4 RES 4»



SIS

REQ 4p

Suma de vectores

la figura derecha vemos como se hace esta suma. Los dos modos de sumar vectores

La suma de los vectores V'y W’ es otro vector, que simbolizamos porv'+ w’, y obtenemos
de dos formas. Una, construyendo el paralelogramo de lados V' y #’, entonces la diagonal
del paralelogramo sera el vector v+ w’. Como vemos en la figura de la izquierda.

Otro modo de sumar vectores consiste en trazar w’ con
origen en el extremo de V' y seguidamente unir el origen de N
v’ con el extremo de w’. El resultado también es V'+ w’. En

=

indican que la suma de vectores es una operacién conmutativa.

Resta de vectores

La diferencia de los vectores V'y w',

— .

V'-W, es un vector que sumado con W’

nos da V. Es decir, W + (V-w’) = V. En la figura hemos dibujado el Ginico vector
que cumple esta condicion: V.- w’.

¢, Como seria w’—V'? Pues un vector que sumando a V' nos daw’. Con
los mismos vectores V' y W’ de la figura traza w’-

v

-w

s

v

Algunas propiedades de las operaciones con vectores >

Propiedad asociativa: (’+W’) + V' = U+ (W+ V') ; es decir, se pueden sumar mas de 2 vectores.
Propiedad conmutativa: 0" + V' =V +U’.

p
Vector cero: 0+0=0+0 =0

Para cada vector opuesto existe un opuesto: U+ (-U) = 0 al sumar a un vector U su opuesto - U’
obtenemos el vector 0.

Propiedad asociativa para la multiplicacion por niimeros reales: m-(nw’) = (m-n) ', para m y n nimeros
reales.

Distributivas: (m+n) T =mU+n7 y m(T +V')=mu+mV, distributiva respecto a la suma de niimeros
y distributiva respecto a la suma de vectores.

Multiplicacion por la unidad: 1: 7 = T

Ejemplo

1. Dados V'y U de distinta direccion, traza V-0, U-V y -U+3V.

Solucion: _T7+37

(> Actividades

b |

1. Si Uy V', son los vectores del ejemplo 1, traza U+ V', 30,2V + 0,2V -T.

—

2. Si U, V', W son tres vectores que estan en el mismo plano dibuja 27,3V, U+2V +W.




VECTORES

3. Combinaciones lineales de vectores

Una combinacion lineal de los vectores ,, U5, U, ...,U, €S una expresion del tipo k, U, + k, U, + k;
...+ kU, donde ki, k,, ..., k, son nimeros reales llamados coeficientes de la combinacion lineal.

—

u,t

Por ejemplo, dados los vectores U, V'y W, la expresion 27 -3V +4 W es una combinacion lineal.

Un conjunto de vectores { U, U,, U, ...,U, } es linealmente dependiente si entre ellos hay alguno que es
combinacion lineal de los demés. Por el contrario, un conjunto de vectores es linealmente independiente si ninguno
de ellos se puede expresar como combinacion lineal de los demas.

Hay un criterio para determinar si un conjunto de vectores W,, W,,..., W, es linealmente dependiente o no. Si
. . v . . 4
existe una combinacion lineal, con los coeficientes no todos nulos, que conduce al vector 0, entonces los vectores
. . . . T . v . v
son linealmente dependientes. Por el contrario, si la Gnica combinacién lineal que conduce al vector 0 es la que
tiene todos los coeficientes nulos, entonces son linealmente independientes.
Ejemplos

Dos vectores de la misma direccién son linealmente dependientes.
Solucion:

. . . . . . r . 0 v =
SiT’ yV tienen la misma direccion, entonces U'= k V', siendo k un niimero distinto de cero. La expresion - kv'= 0,
. o . ol . =
es una combinacién lineal de coeficientes no nulos que da el vector 0.

Dos vectores del espacio, " y V', de distinta direccion son linealmente independientes.

Solucién: Jpeemsmsmasas

Al tener distinta direccion no hay ningtin nimero k que cumpla la igualdad o’=kV'. g
Luego la Unica posibilidad de que k, U+ k, V= 5), esque Kk =k, =0 . Los vectores k, W',"
son linealmente independientes.

. Tres vectores coplanarios (en el mismo plano) T, V'y W son linealmente dependientes.

Solucion: .
Trazados con el mismo origen, como vemos en la figura, siempre podemos poner uno de ellos, en este caso V',
T q ==
como suma de sendos miltiplos de W' y W. Es decir, V = kU +k, W ; kiU +k, W - V= 0. 7,
. Tres vectores del espacio, U, U,y U’s, No coplanarios son linealmente independientes.
Solucion: N
u,

Al no estar ninguno de ellos en el plano de los otros dos, no hay posibilidad de expresar cualquiera
de ellos como combinacion lineal de los otros dos. U,

Dados tres vectores del espacio, U, U,y U’;, N0 coplanarios, cualquier otro vector del espacio W se puede expresar
como combinacion lineal de ellos.

Solucion:

o7 Si dibujamos todos con el mismo origen, podria darse una situacion, como la de la figura. Observamos
2 que el vector W se puede escribir como suma del vector 20, + 20, con el vector 30,. Es decir,
W=20+20,+ 30,
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3.1. Bases y coordenadas de un vector

Un conjunto de tres vectores U, U,y U5, como el de los ejemplos 5 y 6 anteriores, cumple dos condiciones:
son linealmente independientes y cualquier otro vector se puede escribir como combinaciones lineales de ellos.

Un conjunto que cumpla estas condiciones se llama una base de los vectores del espacio. Tres vectores U,
U,y U5 no nulos y no coplanarios forman una base de los vectores del espacio.

Dada una base B={U",, U',, U’; } cualquier vector vV se puede poner de forma tinica como combinacion lineal

de la base.
V = k171+ k272+ k3ﬁ3

Alos numeros ki, k,, k;, se les denomina coordenadas V respecto a la base o componentes del vector respecto
a la base y como son Unicas, una vez fijada la base, al vector V' lo expresamos asi: V' = k, U+ k, U,+ kU,

Si vV =2U,+3U,-4T,, entonces podemos expresarlo asi V' = (2, 3, —4). Alos nimeros (2, 3, —4) se les

llama coordenadas o componentes del vector V' respecto a la base {U’, U,, U5 }. Los vectores del espacio pueden
tener muchas bases, pero todas tienen el mismo nimero de vectores.

Hay una base de los vectores del espacio especialmente utilizada. La simbolizaremos por { 7, 7,k } y son
vectores perpendiculares entre si, y todos tienen el mismo modulo; mddulo que tomamos como unidad de longitud.
A esta base se le llama base ortonormal. A partir de ahora supondremos que los vectores del espacio estan
referidos a labase { 7, 7, K }.

Ejemplo
7.Dada labase B={ 7,7,k }, halla las coordenadas de 7, 7y k con respecto a la base B.
Solucion:
Expresemos 7, ] y kK como combinacion lineal de los vectores de la base:
T=17+07+0K,luego =(1,0,0)
T=07+17+0%K, luego=(0,1,0)
K=07+07+1%, luego = (0, 0, 1)

3.2. Operaciones con vectores expresados por sus
coordenadas

Todas las operaciones que hemos hecho con vectores de una forma gréfica pueden hacerse numéricamente
con sus coordenadas.

Si U=(x,V,2) Y V=X 2), entonces la suma la expresamos asi:
U+ V= (XY Z) + (X Yo 2) = (Xt X, it Vs, 2t Z,)

El producto por un nimero m se expresa por; m-u=m(x,y,z)=(mx,my,mz).
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Una combinacion lineal de Ty v’ con coeficientes my p, se indica como:
mu+pV=m(x,y,2) + p(X, Yo 2) = (MXF pXe, My; + pY, , M2+ pz,)

De ahora en adelante toda relacién grafica entre vectores la expresaremos en una relacion algebraica entre
sus coordenadas.

Ejemplos
8. SiU=(3,0,-3)y V=(-1,4,1), determina las coordenadas de:
a) 3U;b)-V;c) U+4V;d) V-U ;e) U-V ;f)2U-3V
Solucion:
a) 37 =3(3,0,-3)=(9,0,-9): b) —V=(1,-4,-1); ¢) T+47V=(3,0,-3)+4(=1,4,1)=(=1,16,1):
d) V-T=(-1,4,1)-(3,0,-3)=(-4,4,4); e T-V=(3,0,-3)—(=1,4,1)=(4 -4 —4);

f) 27-3V=2(3,0,-3)-3(-1,4,1)=(9,-12,-9)

9. Dados los vectores 7 =(1,3,1), V=(3,1,-3), w=(0,1,2),y T =(-4,0,0), expresar como combinacién
linealde U, Vy W

Solucién: Tenemos que hallar tres numeros a, by ¢ tales que
T=aU+bV+cw
Pasando a coordenadas esta igualdad vectorial obtenemos:
(-4,0,0)=a(1,3,1) +b(3,1,-3)+¢(0,1,2),
a+3b=-4

igualdad que conduce al sistema:  3a+b+c=0
a-3b+2c=0

Cuyas soluciones, compruébense, sona=2,b=-2yc=-4

Al expresar los vectores por sus coordenadas, resulta muy facil estudiar la dependencia e independencia lineal
de un conjunto de vectores.

Dado un conjunto de vectores v,, v,,..., v, para averiguar si son linealmente dependientes, o no, podemos formar
una matriz con sus coordenadas, tomandolas como filas. El rango de esa matriz nos indicara si son linealmente
dependientes o no lo son. Cuando el rango es igual al nimero de filas, los vectores son linealmente independientes;
cuando el rango es menor que el nimero de filas, seran linealmente dependientes.

En resumen, dados los vectores U = (Uy, U, Us), V = (Vi, Vy, V) Y W = (Wy, Wi, Ws):

U u, u
e Uy V linealmente dependientes < 'y V tienen la misma direccion o rango [‘; vz VBJ =1
1 2 3
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u,o U, U
e Ty V linealmente independientes «» Ty V distinta direccion o rango (\; vz v3 =
1 2 3)
u1 u2 u3
e U, Vy W linealmente dependientes <> U, V'y W tienen la misma direccion sirango| v, v, v, [F1
W, W, W,
u1 u2 u3
e U, Vy W linealmente dependientes «<» U, V'y W coplanariosorango | v, Vv, V, <3
W1 WZ W3
Uy Uy Uy

e U, Vy W linealmente independientes «<» ', V'y W no coplanariosorango | v, Vv, Vv, |=3

Cuatro vectores en el espacio siempre son linealmente dependientes porque la matriz que formemos con sus
coordenadas no puede tener mas de tres columnas y el rango de esa matriz no puede ser, porque el nimero de
filas y columnas linealmente independientes coinciden, mayor que tres.

Ejemplos
10. Determinar si los siguientes conjuntos de vectores son linealmente dependientes:

a) {(1,1,0),(2,0,1), (3,1,0)}, b){(1,1,1), (2,0,-2), (3,-3,0), (0,-2,-4)}.

Solucién: 110
a) Estudiamoselrangode | 2 0 1 |, como el determinante de la matriz es distinto de cero, el rango de la matriz
310
es 3y los vectores son linealmente independientes.

11 0

12 0 -2 . .
b) La matriz no puede tener rango mayor que 3, por tanto los vectores son linealmente dependientes.

0 -2 4

11. Determinar si los vectores U =(1,2,3), V' =(4,5,6) y w =(7, 8, 9) son linealmente dependientes y, si lo son,
hallar una combinacién lineal de ellos que dé el vector 0.

Solucién: 1.2 3
Un modo de hacerlo podria ser calcularelrangode | 4 5 6 |,y si es menor que 3, resolver el sistema:

7 8 9

a(1,2,3)+b(4,5,6)+c(7,8,9)=(0,0,0).
1.2 3
Escalonando lamatriz | 4 5 6 |, al mismo tiempo que calculamos el rango, determinamos, si es el caso, una

7 89
combinacién lineal de las filas que dé (0, 0, 0). Procedemos asi:
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12 3 u 12 3 u 12 3 u
v-4 —|0 -3 -6 v—4u —|0 3 6| v-4u
0 6 -12w-7u |0 0 O w-7u-2v+8 (0 O O ju—-2v+w

Observamos que el rango de la matriz es 2, niumero de filas no nulas que tiene la matriz escalonada correspondiente;
son por tanto linealmente dependientes. Ademas una combinacién lineal que nos dé el vector cero sera:
— A=, A
uU-2v+w=0.

(> Actividades

3. Averiguar si los conjuntos de vectores son linealmente dependientes o no:

a){(7,2,5,),(0,0,0), (4,3,-2)},b) {(0,-1,1),(2,0,-2), (3,4, 1), (1, 2, 4)}.

4. Determinar si los vectores 0';= (1, 1, 2), U,=(1,2,1) y U5=(2, 1, 1) son linealmente dependientes. Expresar
W= (8, 0, 4) como combinacion lineal de T, U,y .

5. Probar que los vectores = (1,2, 3), V'=(-1,0,1) y T = (4, 4, 4) son linealmente dependientes. Encontrar una
combinacién lineal de ellos que dé el vector cero.

6. Dados los vectores U = (a,1+a,2a), V' = (a,1,a) y W =(1,a,1) determinar los valores de a paraque ", V'y W
r —_ = —

sean linealmente independientes. Expresar = (3, 3, 0) como combinacién lineal de @, V' y W, cuando a = 2.

4. Producto escalar de dos vectores

Se llama producto escalar de los vectores V= (v;,v,,vs) Y W = (W;, W,, ws) respecto a labase B={ 7,7,k },
y lo simbolizamos por V' W , al numero real:

v

CW S Ve Wit Vo Wyt Vi W,

De la definicion se deducen con facilidad las siguientes propiedades:

e Conmutativa: V- W =W - V. Es evidente que V'+ W = V," W, + Vor Wot V" Wy = Wyr Vit Wy Vot Wy V=W -V
e Distributiva: V-(W+ )=V -W+ V- T.

Si expresamos los vectores por sus coordenadas, resulta:
(Vi Vo, Vi) = (Wit b Mot b, Wat ) = Vi (Wit E) + Ve (Mot ) + Ve (Wt ) =

N
=V1'W1+ V1't1+ Vz'Wz+ Vz't2+ V3'W3+ V3't3=(V1'W1+ VZ'W2+ V3'W3)+(V1't1+ VZ't2+ V3't3) = V'W"'V)'t

o k(V-W)=(kV)-w= V- (kw), siendo k un nimero distinto cero.

No se cumple la propiedad asociativa para tres vectores. Es facil ver que vV'-(W-T)# (VW) T enel
primer caso resulta un vector paralelo a v’ y en el segundo, paraleloa 7.
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e Multiplicacion por el vector 0" = (0,0,0), V* 0= 0

e Paratodo vectorV’ #0,V-V >0. Es evidente que cualqwera que sean las componentes de V', positivas
0 negativas, V'* v’ sera siempre un nimero positivo, ya que V- V' = v2 + Vi+ V3,

Esta consideracion tendra importancia para calcular el modulo de un vector.

Ejemplo

12. Dados los vectores V' =(2,1,-5), W =(3,2,1) y 7= (-1,1,4):
a) Comprueba que V':(W+T)=
b) Comprueba que V'-(W-T)# (VW)
c) Calcula v2=V-V, w2=w-Wy t=
Solucion:

a) V{(W+T)=(21,-5)-[(3,2,1) + (-1,1,4) ] = (2,1,-5):(2,3,5) = 2:2+1-3+(-5)-5 =—18

VW + V= (2,1,-5)(3,2,1)+4(2,1,-5)-(=1,1,4) = 2:3+1-2+(-5)-142:(~1)+1-1+(-5)-4=—-18

b) V-(W-T) = (2,1,-5)[ (3,21)-(=1,1,4) ] = (2,1,-5)[ 3-(=1)+2-1+1-4 | = (2,1,-5)-3 = (6,3,15)
(VW) - T=[(21,-5)(3,21) ](-1,1,4) = 3:(-1,1,4) = (-3,3,12).

¢) v2=(2,1,-5)(2,1,-5) = 22+1%+ (-5 = 30, w?= (3,2,1)-(3,2,1) =15, t2=18.

4.1. Otra formulacion del producto escalar

Hay otra forma de calcular el producto escalar de dos vectores y es equivalente a la que hemos visto. Con
ella resulta mas facil estudiar la perpendicularidad de dos vectores, el angulo que forman y cémo determinar la
proyeccion de un vector sobre la direccién de otro.

Sean V'y W dos vectores. En la figura, y con origen en un punto M hemos dibujado, V', W y V'-W. En el
triangulo de vértices MNP se cumple el teorema del coseno: un lado al cuadrado es igual a la suma de los cuadrados
de los otros dos lados menos el doble producto de los otros dos lados por el coseno del angulo que forman. Es
decir, se tiene que:

P
| V=W|*= | V|| W|*- 2| V|| W| cosa
D27 | 2= . —  —_ =\ (P TV — W AV 7
Como |V|?=V''V,|W|*=W - Wy |V - W|*= (V- W) (V- W), entonces B v-w oV V-W
- — — =

(V- W) (V- W)=V T+W W -2|7|| 7| cosa

vVV-v

Y operando resulta, V- V=V W =W -V+W-W=VV+W - W-2|V||W| cosa
Anulando términos opuestos, queda: - V- W -W -V =-2| V|| W| cosa

V-W+W -V =2|V|| W] cosa
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El producto escalar de dos vectores es, también, el producto de los médulos por el coseno del angulo que
forman. Esta nueva definicion de producto escalar permite resolver algunos problemas geométricos con sencillez.

4.2. Aplicaciones del producto escalar

Modulo de un vector

El modulo de un vector V' = (v, v, v;) es la longitud entre el origen y extremo, de cualquiera de sus localizaciones,
y viene dado por |V’| =V'V'- V. Es evidente que V- V' = [V’|-| V| cos 0°= [V'|%; en consecuencia, si [V'[= V- V'

V| =NV -V = v+ +v]

Vector unitario

Llamamos vector unitario al de médulo 1. Por ejemplo, el vector ¢ =(§,0,—%) €s unitario, compruébalo

. . —_ — > . . ’
empleando la formula anterior. Conocemos que los vectores de la base { 7, j, k" } son unitarios, pero ademas
- I3 ’ . . . -

veremos que dado un vector t = (t, &, t;) podemos encontrar otro de mddulo 1 paralelo a él. Si multiplicamos £

1
por m resulta el vector

| ~
~
—
~
w

1 2

el

|
1

Este vector tiene modulo 1 ya que:

N
i J\fr*vr*\fr J i

Por ejemplo, el vector § = (3,0,—4) tiene modulo |S|=y/3 +0% +(—4)* =5, y el vector
s
§

3 4\ - . .
= 5’0’_5 =t, que como antes vimos es unitario.

Proyeccion de un vector sobre la direccion de otro

En la figura hemos dibujado dos vectores V'y W’ y la proyeccion de V' sobre

7 W
Como en el triangulo rectangulo que forma V" con su proyeccion sobre W
a se cumple que: proyeccion de v sobre w
— > cosa = —
W vl
Enlaformula V- w = | V|| W'| cosa el factor | V'| cosa es la proyeccion de v’ sobre w”, entonces:
- V-w

W= | W’| -proyeccion de V' sobre W’ & proyeccion de v’ sobre w'= W

Por lo que podemos afirmar que el producto escalar de dos vectores es igual al producto del médulo de uno de
ellos por la proyeccion del otro sobre él.
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Angulo que forman dos vectores

Aunque en el epigrafe anterior hemos dibujado dos vectores con el mismo origen t\
y calculado la proyeccion de uno sobre el otro, todavia no hemos hablado del &ngulo
que forman dos vectores.

a<180°

TS
El angulo que forman dos vectores V'y W’ es el menor de los dos angulos que v
determina una localizacion de estos vectores con el mismo origen. En la figura observamos que al dibujar los
vectores con el mismo origen se forman dos angulos. Uno mayor o igual que 180° y otro menor o igual. Los vectores
forman un angulo de 0° cuando tiene la misma direccion y sentido, mientras que cuando tienen la misma direccion
y sentidos opuestos, el angulo que forman es 180°.

De la formula V- W = | V|| W’| cos o, despejando el cos o, obtenemos:

<i
=3

coSa =

<i

=

Ejemplo

13. Hallar el angulo que forman los vectores v (1,—1,3) y w (0,4,2).
Solucién :

w 1:0+(-1)-4+3-2 2

T = =0,134839
V]|l \/12+(—1)2+32~\/02+42+22 J11-420

Ahora, el angulo cuyo coseno es 0,134839, con una calculadora cientifica, se halla asi:

0,134839 [] 82,250689 82915" 248"

La tecla del arco coseno de la calculadora, , nos devuelve un angulo comprendido entre 0° y 180°.
Nota: Como el denominador de la fraccion anterior siempre es positivo podemos observar que
1.SiV-W=v,-w,+ Vv, -w,+v,-w, >0, entonces 0° < a <90°

2.SiV-w=Vv,-W+V, -W,+V, W, <0, entonces 90° < o0 < 180°

3.Siv-w=v,-w,+Vv,-W,+Vv,-w, =0, entonces o = 90°.

coSa = |

Determinacion de la perpendicularidad de dos vectores

Si los dos vectores V'= (v;,v,, V) YW = (w;, w,, ws) , forman un angulo de 90°, es decir, son perpendiculares
u ortogonales, como cos 90° = 0, se cumplira que:

v

W = | V|| W| cos90° = v,w, + v,w, + vjw, = 0.

Porlo tanto, VLW =0 < v,w, + v,w, + vyw; = 0.

103 RES 4»



VECTORES

Ejemplos
14. Hallar un vector perpendicular a v’ = (-2, 5, -7)

Solucion:

El modo mas sencillo de hallar un vector perpendicular a otro es llevar la 12 componente al lugar de la 22, y la 22 al
lugar de la 12, con el signo cambiado, y la 32 convertirla en 0; asi:

(-2,5,-7)

-5,-2,0
También se puede cambiar la 22 y la 3g Olatf?y I; 32y la que falta igualarla a cero.
15. Hallar un vector ¥ perpendiculara v’ = (3,1,2) y w’= (5,-6,1)

Solucién:
Sea T =(x,y,2);si  esperpendiculara V', T- V' =0, sus coordenadas tienen que cumplir la siguente condicion:
(% ¥ 2)(3,1,2) =0 — 3x+ y+2z=0.
Sif es perpendiculara w’, T - w” = 0, sus coordenadas tienen que cumplir la siguente condicion:
(x, %2 (5-6,1)=0 — bx—-6y+z=0.
Las soluciones del siguiente sistema seran las coordenadas de 7:

3Ax+y+2z=0

Sx-6y+z=0 }
Es un sistema con infinitas soluciones. ¢, Por qué? Hay, por tanto, infinitos vectores perpendiculares aV'y w’, y todos
tienen la misma direccion. En el apartado siguiente veremos otro modo de resolver este problema.

16. En la base ortonormal { 7, 7,k } comprueba que 7-7=1,7 -7 =1, K- k=1, mientrasque 7] =0, 7-K =0,
T-K=0.
Solucién:
Esobvioque 77 =|7|| 7|cos0°=111=1,ylomismo, ] -] yK -k ;
T7=|7T|| 7] cos90°=1-1-0=0, y del mismo modo, 7K y 7K.

17.Dados ’=(2,2,0) y V' =(m,-1,1), halla el valor de m sabiendo que angulo (z’, V) = 60°.
Solucion: oo
Como angulo (7", V') = 60° y cos 60° = %, entonces en la formula cosa = ﬁ podemos escribir:

1 (2,2,0)-(m,-1,1)
2 2422402 m?+(— 12 +1
1 2m-2

2 [ami+2)

Multiplicando en cruz y elevando al cuadrado obtenemos la ecuacion 8m?—32m = 0. Cuyas soluciones son m = 0
y m=4. Debemos comprobar las soluciones porque al elevar al cuadrado puede aparecer alguna solucién espuria,
y efectivamente m = 0 no es una solucion valida.
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(> Actividades

T e e e R 1
I
7 I 7. Dados u=(1-34)yv =(3-10),calcula:a) [u’|; b)[V|; ¢)u- V" ; d)cos(u’,V); e)proyeccion de i :
- ! sobre V" ; f) proyeccion de V” sobre U ; g) un vector unitario paralelo a u”; h) un vector unitario paralelo a v’. :
I
7{ i 8. Seanv’=(-1,2,2), w=(1,0,-2) y T=(0,3,-1)calcular:a) V- W’ ;b) w7 ;¢) w-T ;d)| V], | w|y|T]; |
— e) angulo (V, W ), angulo (W, T). :
1 1
? : 9. Halla tres vectores perpendiculares a V" = (3,-1,2) y que no sean paralelos. :
I I
7{ 1 10. Determina un vector T que es combinacion lineal de V' = (1-1,2) y w’ = (2,-2,3) y ademas es ortogonal a &’ = (3,5,-1). -
e | 1
7’ i 11.Dado los vectores w" =(m, 6,-8) y T =(3,n,-12), halla my n sabiendo que son perpendiculares y el médulo de -
— 1 w es 10. !
1 — —
7 : 12. Halla los 4ngulos que determina el vector v’= (-2, 3,-7) con los vectores de la base ortonormal { 7, [, k' }. E
7‘ i 13. Dados los vectores V' = (-2,2,1), W =(m, 1,4)y T = (-3, n, 1), calcula: a) el valor de my n si sabemos que vV’ es i
— : perpendiculara W’y W’ es perpendicular a T; b) el angulo que forman V'y . ]
1
71 | 14.De los vectores v’y " sabemos que son ortogonales y que | 7’| =9y | w’| = 6. Calcula | v+ w|y | V- w’|, |
— ;,Son iguales estos mddulos? ; sabes explicar por qué? -
I I
[ e e R R R R R R S R R R R R S R R R R S R S R R R R R S R R ol

5. Producto vectorial

Sean V'= (v, v, vs) YW = (W, W, w;) dos vectores referidos a la base B = {7, T 7}. Se llama producto
vectorial de V' y W, y se simboliza por V' x W , al vector:

Como regla nemotécnica podemos poner que Vv xw =|v, v, V,| Yy desarrollando por los elementos de la

U LS 2 e L7 vV, Vv Vi Vg |V, V
Vxw=|2 37 |71 73 2 U3 (Y Y|t T2

; bl

W, W, W, W, W, W (W, W, [W, W,

Wy W, W,

primera fila obtenemos la definicion de producto vectorial. Esto es una regla nemotécnica, no es un determinante
porque sus elementos son heterogéneos: unos son nimeros y otros, vectores; en cualquier caso, este falso
determinante resulta Util hasta para hacer demostraciones.
Ejemplo
18. Dados V" = (3,-1,2) y W =(0,1,-5) , hallar el vector vV’ x W.

Solucioén:
R T
ixw=3 -1 2|= i— j+ k =3i —(—15)] +3k =(3,15,3)
0 1 s 1 -5 0 -5 [0 1
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Propiedades del producto vectorial

o VxW=-WxV

i j k ik
VXW=|V, V, V,|, WXV=|w, W, W,|:como un determinante cambia de signo al intercambiar
W1 W2 W3 V1 V2 v3

el orden de dos lineas, es evidente que el desarrollo de los dos determinantes anteriores nos dara dos
resultados opuestos; luego V- x W =-W x V.

ik
e VxV =0.Esobvio, porque VXV =|v, Vv, V,|yundeterminante con dos filas iguales es cero.
Vi Vy Vg

o Vx(W+f)=Vxw +VxTt .De las propiedades de los determinantes,
i j k i j k|| ] k

VxW+t)=| v, v, v, |=lv, v, vglH|v, v, v |=VxW 4T
W+t w,+t, wy | w ow, owyl (E

x(mw’). También de las propiedades de los determinantes
i j k i kT ]k
MVXw=Imv, mv, mv,|=m|v, V, Vyl=|Vv, V, V, |=VX(mW).
w, W, W, w, w, Ww,| |mw, mw, mw,

e V' x W es perpendicular a V' y perpendicular a w. Es evidente, también, que

v, vV, V,
S [ V2 I LA N
Wxw)-v=|| 2 L= T (v v, vy) =l v, | =0;
W2 W3 W1 W3 W1 W2
W, w, W,
W1 W2 W3
P 2 A B A A A _ ~
y ademas, (Vxw)-w = - , (wywy,wy)=lv, v, v,|=0.
W, Wil Wy Wy Wy W,

Wy W, W,

Vi Esta Ultima propiedad, V' x W es perpendicular a V' y perpendiculara W, junto a la

‘ o i primera, V'x W =—W x V', sugiere la siguiente figura.
P
LV

Nos queda Unicamente un pequefio problema: ;cuél es el sentido de V'x W?

¢ El que aparece en la figura o su opuesto? Sabemos que V'xW y W xV tienen
Wxv sentidos opuesto, pero para ubicar estos vectores a un lado u otro del plano que
contiene aV' 'y aw recurrimos a la regla del sacacorchos. El

WXV v
vector V'x W tiene el sentido del avance de un sacacorchos > }
cuando V' gira hacia w por el camino mas corto. Por tanto, el W
vector V'x W tendria el sentido que aparece en las figuras segun ) WXV

—
%

su situacion.
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Ejemplos

19. Dados V'=(2,-3,5)y w'=(5,0,-1) calcular V'xw" y wxV .

Solucién:q o
K s s 2 sl R -3
Vxw=|2 -3 5|= i— j+ k =3i —(-27)] +15k = (3,27,15)
o -1 5 1" 5 0
5 0 -1
i j ok
Wxi=5 0 -1=(-3,-27,-15).
2 -3 5

20. Con los vectores 7= (1,0,0), 7=(0,1,0)y k¥ =(0,0,1), de la base ortonormal, halla 7x}, Tx K y Txk.

Solucién:
i j ok i j ok i j ok

ixj=[1 0 0/=(001=k jxk=[0 1 0/=(1,00=/i, ixk=[0 0 1= (010)=].
010 00 1 100

(> Actividades

15. Hallar [x 7, K'x] e Tx k.
16. Dados W' = (1,3,-2)y V' = (1,0,-1) halla: @) WxV’; b) (W+V)x (W-V)
17. Comprobar que 7x (7xK)# (Tx7)xk , es decir, el producto vectorial, en general, no es asociativo.

18. Halla dos vectores unitarios ortogonales a u” = (1,-1,2) y T =(-3,3,1).

HINISIS

Aplicaciones del producto vectorial

Antes de estudiar las aplicaciones del producto vectorial vamos a deducir una expresion para el moédulo de
V'x W' . Sabemos que el modulo al cuadrado de un vector es igual a la suma de los cuadrados de sus coordenadas,

es decir: 2 2
2

Desarrollando y sumando v2w + viw;+ viws — (viw?+ viwa+ viw3), y luego sacando factor comdn a v? +

2
V2 v3 v1 v3 v1 v2

W, W Wy W, Wy W,
+Vv2 +VvZ, y después a (W’ + wa+ w?), resulta:
W[ = (V2 + V2 V)W W2 W2) = (v, W+ vy Wyt vow, )P =i W[ — (7 - w)?
Como ¥ - W = |V|-|W|cos e, donde & = angulo (¥, w), entonces obtenemos:
x| = [ [#] ~|v[ W] cos’a =|v[* ||’ (1-cos’ex) = |7 |W| sen’a
En consecuencia,

|V xw|=|v||w|senc
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Como vemos en la figura, el &rea del paralelogramo, cuyos lados son los vectores

> V'y W, es el mddulo del producto vectorial V'x W .
Area = base - altura=| V| h=| V|| W] senc =| V'x W]
v, h=| W] sena
a Como todo paralelogramo se convierte en
P = > dos triangulos iguales al trazar una diagonal,

podemos emplear la formula anterior para

A ' A . —
calcular areas de triangulos cuando conocemos los vectores que constituyen V-w
los lados.

<l

Area tridngulo = » Area paralelogramo de lados V' y W = Y| V'x w).

Ejemplos

21. Halla un vector perpendicular a o’= (1,0,2 ) y vV'= (-1,1,1) cuyo modulo sea 7.
Solucion:

—_ =

Uxv = =(-2,-3,1); el vector m(—2,-3, 1) también es ortogonal a U y v, entonces

-~ o Xy

j
0
-1 1

Im (@xV)| = \J(=2m)? +(=3m)? + (M) = \Jm*(4+9+1) =m\14 =7, m =

T a2 T
N Wososvog |

El vector buscado es

T
T
22. Hallar el area del paralelogramo de lados v'=(1,3,0) y w'=(2,1,1).
Solucién:
3 0 (1 011 3
U1 1H2 1H2 1‘]

23. Hallar el area del triangulo de lados V'=(1,3,0), w'=(2,1,1)yV-w.

Solucion:
300 1 01 3
11 2 1']2 1

Area paralelogramo = |V x | = =|(3,-1,-5)|= B+ (=1 +(-5) =

=+/35 unidades cuadradas.

.
2

Area triangulo = %|\7><W|= = %|(3,—1,—5)| = %\/32 +(=12+(-5?% =

/35

= —— unidades cuadradas.

(> Actividades

=(1,3,0) yT=(2,1,1) encontrar un vector unitario y perpendicular a los anteriores.

5|

19. Dados los vectores

20. Dados U’=(-1,1,5) y V' = (-2,1,-1) determinar: @) &’ V'; b) un vector ortogonal a " y V' y de médulo 10; ¢) el area del

paralelogramo de lados U” y V'; d) el area del triangulo de lados V' yU” - V'; e) el area del triangulo de lados 7" y V.




QB Q

6. Producto mixto de tres vectores

— — -

SeanV’, Wy T tres vectores del espacio donde V'= (v;,V,, Vi), W = (W;, Wy, w5) Y T = (, 1, ;) se define como
producto mixto de V', W'y T y se representa por [V, W, T]al nimero real V' (W’ x T).
Segun la definicién:

- W, Wil W, w,||lw, w w, w w, w w, w
V-(Wxt)=(v,v,v.)- 2 3’_1 3 2l =y |2 3 1 v | 2| _
( ) ( v 3) ( t2 t3 t1 t3 t1 t2 1 tZ t3 ? t1 t3 ’ t1 t2

ViV, Vg
=lw, w, w,|=det(V,w,(l)
t1 t2 t3
V1 V2 v3
Luego: V-(Wxt)=det (VW) =[V,W,f]=|w, w, w,
t, ot

Al ser el producto mixto de tres vectores igual a un determinante de orden tres, cuyas filas estan constituidas
por las coordenadas de los vectores, podemos trasladar las propiedades de los determinantes al producto mixto:

12, Si permutamos la posicion de dos vectores en el producto mixto, éste cambia de signo:
[V, W, T]1=-1T,V,w]

22, Si multiplicamos un vector por un nimero, el producto mixto queda multiplicado por ese nimero:
kv, W, T]=k[V, W T]

32. Si expresamos un vector como suma de otros dos, el producto mixto es igual a la suma de dos productos
mixtos:

[@+V, W F]==[0,W T+ [V, W,T]
Ejemplo

24. Calcular el producto mixto de V" = (-2,1,-1), W' =(1,3,0) y T =(2,1,1).

Solucion:
7
V-(Wxt)=det(V,w,f)=[VWt]=|1 3 0]|=-2
2 1 1
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Interpretacion geométrica del producto mixto

Si sobre un punto P llevamos los vectores V', W’y T, lo hemos dibujado en la figura adjunta, nos resulta un
paralelepipedo cuyas aristas son los tres vectores. De V- (W xT) =| V|| W x T | cosf3, siendo 8 = &ngulo de v’
yW xt, y| V| cosp laaltura, h, del paralelepipedo ya que | V'] cos es la proyeccion del vector v’ sobre el vector
w xT entonces tenemos:

wxt V- (W xT)=|V||W x| cos B =h| W xT| = altura del paralelepipedo - érea
del paralelogramo de la base = volumen del paralelepipedo.

L
>

Como V- (W x'f') puede ser negativo y no tiene sentido un volumen negativo,
podemos afirmar que el valor absoluto del producto mixto de los vectores V', W'y T
es igual al volumen del paralelepipedo de aristas V', W'y T .

Ejemplo
25. Calcular el volumen del paralelepipedo de aristas V" = (-2,1,-1),w’ = (1,3,0)y T = (2,1,1).

Solucion:

-2 1 -1
Antes hemos calculado v - (W xt ) =det (V,w,f)=[V,W,f]=|1 3 0]=-2
2
Volumen del paralelepipedo = |det (V’, W', T)| = | - 2| = 2 unidades cubicas.

De la interpretacion geométrica del producto mixto podemos deducir una aplicacién interesante.

Para que tres vectores constituyan las aristas de un paralelepipedo es indispensable que sean linealmente
independientes y esto equivale a que no sean coplanarios, ya que cuando son coplanarios el volumen del
paralelepipedo es cero. Luego si [V, W , T]=V" (W x ) =det (V, W, T)=0, los vectores V', W y T son
coplanarios. Es otra forma de decir que el determinante de una matriz de orden tres es cero si las filas o las columnas
son linealmente dependientes.

(> Actividades

21. Halla el volumen del paralelepipedo cuyas aristas son vectores ’= (-1,1,5), W’ = (1,3,0)y T = (2,1,1).

22. Determina el valor de m para que los vectores 0" = (-1,1, m), V" = (-1,1,1) y W =(-2,1,~1) sean coplanarios.

NISISIS

24. Averigua cual es el valor de m para que los tres vectores (-m, 0, 0), (0,-m,0) (0, 0, -m) sean las aristas de un

: :
I I
I I
I I
I I
| |
| 23. Halla un vector T que sea ortogonala W’ = (1,3-2)y V' = (1,0-1),y que [V, W, T] = 12. :
| |
I
: paralelepipedo de volumen 8 unidades clbicas. :
I I
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<« Recuerda

v/ Base.

Es un conjunto de tres vectores linealmente independientes y que cualquier otro vector se puede escribir
como combinacion lineal de ellos. Una base ortonormal es la formada por vectores perpendiculares entre
si'y de médulo 1.

v" Producto escalar.

El producto escalar de los vectores V'= (V;,V,,V;) y W = (W;, W,,W;) es el nimero real:

—

VoW = VW, + VW, + VW= | V]| W) cosa
v Aplicaciones del producto escalar.

® Mddulo de un vector. |V|=+/V-V =\/v{ +V; +V;

o~
~
o~

w

e \Vector unitario. Vector unitario es el de médulo 1. El vector unitario de la misma direccién y sentido
—_
que f es = — =

—| 1=
| U
e Proyeccion de un vector sobre la direccion de otro. El producto escalar de dos vectores es
igual al producto del médulo de uno de ellos por la proyeccién del otro sobre él

—

VW =|W|- proyecciéon de V' sobre W

1| =~

A . — —
e Angulo que forman dos vectores. El angulo que forman dos vectores V' 'y W es el menor de los
angulos que determinan dos localizaciones de estos vectores con el mismo origen. De la férmula

VW =| V|| w| cosa, despejando el cosa, obtenemos:
;o

cosa = ———

7]/

v Producto vectorial.
El producto vectorial de V'= (v;,V,, V5) Y W = (W;, W, W;) es el vector

R | 75N V7 IO [V VN I Vol (lv, Vv v, V| |v, Vv
VXW = 2 8 i — 1 8 + 1 2 k — 2 3 - 1 3 , 1 2
W2 W3 W1 W3 W1 WZ W2 W3 W1 W3 W1 W2
e Aplicaciones del producto vectorial.
Area del paralelogramo de lados V y W = |V x| = |V||w|senct .
; . o1 DU IR
Area tridngulo de lados vV y w = 3 Area paralelogramo de lados V y w = §|v X w|.
v Producto mixto. . N
El producto mixto de V', W'y f es el nimero real V-(Wx f).
I w, W, |w, w||w, w, w, W, w, w, w, w,
V'(WXt)z(V1!V2!V3)' T ; =V =V, +V, =
t2 t3 t1 t3 t1 t2 t2 t3 t1 t3 t1 t2

=\w, w, w,|=det(V,W,)
t1 t2 t3

e Interpretacién geométrica del producto mixto. El volumen del paralelepipedo de aristas V', W'y T
es igual al valor absoluto de V':(W'x T ).
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