Probabilidad

| origen del estudio de la probabilidad se encuentra en los juegos de azar. Los primeros
E problemas fueron planteados por jugadores. El gran duque de Toscana mostré en el
siglo XVI su sorpresa al advertir que al tirar tres dados se obtenia con mas frecuencia

10 que 9 puntos, cuando ambas cifras — 10 y 9 — se descomponian, segun él, de 6 maneras
diferentes. El problema del gran duque fue resuelto por Galileo.

Otro problema famoso planteado a mediados de siglo XVII por el caballero de Meré, un cortesano
francés, a Blaise Pascal dio lugar a una relacién epistolar entre el jurista y matematico Pierre
de Fermat y el propio Pascal en la que se fijaron los fundamentos del calculo de probabilidades.

El estudio de probabilidad alcanzdé un gran desarrollo, durante el siglo XIX, de la mano de
los fisicos Maxwell, Gibbs y Boltzmann. Creadores de lo que se conoce como Mecanica Estadistica,
en la que asignan probabilidades a los
estados de las moléculas de un gas
contenido en un recipiente. Estos
estudios condujeron a James Clerk
Maxwell (1831 — 1879) a afirmar que
la verdadera logica del mundo esta en
el calculo de probabilidades. Sin animo
de ir tan lejos, en esta Unidad didactica
s6lo nos cefiiremos al estudio de la
probabilidad en juegos o experimentos
aleatorios sencillos. También introdu-
ciremos el concepto de probabilidad
condicionada y sucesos indepen-
dientes, utiles importantes para la
resolucion de muchos problemas de

e : 1 probabilidad. La Unidad termina con
e Juego de mesa (ISFTIC. Banco de imagenes) - el estudio de la probabilidad total Yy el
teorema de Bayes, éste ultimo es un intento de cuantificar en qué grado varias causas contribuyen
a la aparicion de un efecto. Hemos dejado, a modo de apéndice, dos apartados al final para
resolver algunos de los problemas de probabilidad con ayuda de la combinatoria.

En esta Unidad nos proponemos alcanzar los objetivos siguientes:

1. Recordar en qué consiste un experimento aleatorio.

2. Conocer qué es un suceso y las operaciones con sucesos.

3. Aprender a aplicar la regla de Laplace.

4. |dentificar sucesos independientes y calcular probabilidades condicionadas.

5. Calcular probabilidades totales y la de que un efecto tenga determinada causa.
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PROBABILIDAD

1. Espacio muestral, sucesos y operaciones
con sucesos. Propiedades

Sabemos, lo hemos visto el curso pasado, que un experimento aleatorio se caracteriza por la imposibilidad de
prever el resultado a pesar de que se realice siempre en las mismas condiciones. Recordamos, en el cuadro siguiente,
la terminologia basica en torno al experimento aleatorio de tirar un dado una Unica vez (una Unica prueba).

Concepto

Significado

Ejemplo

Espacio muestral

Conjunto de todos los resultados posibles
de un experimento aleatorio.

E={123456}

Suceso

Cada uno de los subconjuntos del espacio
muestral.

A= {sacar nimero par} = 2,4,6}

Suceso elemental

Suceso constituido por un Unico resultado.

C={sacarelnimero 3}={3}

Suceso seguro

Suceso constituido por todos los resultados
de la prueba.

E = {sacar numero menor que 7}={1,2,34,56}

Suceso imposible

Suceso que no se realiza nunca; es €l
suceso que no contiene resultado alguno.

D ={sacar un nimero mayor que 7} = ®
El suceso imposible se simboliza por ®

Interseccion de
SUCesos

Suceso constituido por el conjunto de resul-
tados comunesaAyaB.

A= {sacarnimero par}={2,4,6}
y B={sacar nimero mayor que 4}= {56}
AN B={numero pary mayorque4}={6}

Unidn de sucesos

Suceso constituido por sucesos elementa-
lesde AodeB.

A B={nimero par o mayor que4}=1{2,456}

Sucesos
incompatibles

Sucesos cuya realizacién simultanea es
imposible, es decir, su interseccion es el
suceso imposible.

A= {sacar nimero part y B = {3}, entoncesAnB=®

Sucesos contrarios
0 complementarios

Son dos sucesos incompatibles cuya union
€s el suceso seguro.

A = {sacar nimero par} y A = {sacar niimero impar}
AnA=0yAUA=E

Es evidente que todos los elementos de A son los ele-
mentos de E que no pertenecen a A. Los sucesos E'y
¢ son complementarios, yaque E= 9y ENd = .

La letra “0” que aparece en la definicidn de la unién de sucesos no es una “o exclusiva®, sino una “o inclusiva’
€omo se ve en algunos escritos “ofy”.
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Ejemplo

1. En un campamento de verano se practican dos deportes: futbol y natacion. De los 120 jévenes inscritos, 75 se

han apuntado a futbol y 57 a natacion, mientras 23 se han apuntado a ambos deportes. ¢ Cuantos han ignorado el
futbol? ¢ Cuantos han desechado la natacién? ; Cuantos practican el fitbol pero no la natacion? ;,Cuantos practican
la natacién pero no el futbol? ; Cuéntos jovenes se han inscrito en futbol o natacion?; Cuantos no se han apuntado
a futbol ni a natacion?

Solucion:

Se suelen representar estos datos por diagramas, llamados diagramas de Venn. El conjunto E representa el total
de jovenes. Dentro hemos dibujado dos évalos, Fy N, que corresponden a los jévenes que practican futbol y natacion
respectivamente.

La parte comun a F y N simboliza los jévenes que se han apuntado a futbol y natacién, es decir, FNN. Los que
han ignorado el futbol pertenecen al conjunto F y son 120 — 75 = 45. Los que no han escogido natacion constituyen
el conjunto expresado por N y son 120 — 57 = 63.

E

Los que practican futbol y no natacion, es decir, el conjunto F N esta constituido por 75 — 23 = 52, mientras
que los que practican natacion y no fatbol, los del conjunto NN F , son 57 — 23 = 34. Es evidente que F es union
de dos conjuntos incompatibles NmF y FNN, ya que los que se han apuntado a fitbol pueden dividirse en dos
grupos: los que practican también natacion y los que no, luego F = (FAN)U(F~ N ); y lo mismo ocurre con N,
N = (NNF)U(NAF).

Por otra parte, FUN esta formado por F~ N, FAN 'y NN F , en consecuencia esta compuesto por 52 + 23 + 34 =
109 jovenes. Finalmente, el conjunto F ~ N, los que no se han apuntado a fitbol y no se han apuntado a natacion,
constituye el complementario de los que se han inscrito en algo, FUN , y en consecuencia FUN = F N N: ademas
resultan ser : 120 — 109 = 11.
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PROBABILIDAD

Vamos a deducir algunas propiedades de las operaciones con sucesos mencionadas antes.

Aunque no es una nueva operacion definimos la diferencia de sucesos A -B como el suceso A B, es decir,
los elementos de A que no pertenecen a B. Segun esto los elementos de A se dividen en dos sucesos incompa-
tibles: los que pertenecen también a B y los que no pertenecen a B, pero si a B. Luego A = (AnB)U(A ~B). Del

mismo modo, resulta facil de ver que el complementario del complementario de A , A, es el propio A.

Mayor dificultad e interés ofrecen las leyes de De Morgan, las hemos visto en la ultima pregunta del ejemplo 1,

que enunciamos as:
12 AUB = A N B, el complementario de la union es igual a la interseccion de complementarios.

22 AnB = AUB, el complementario de la interseccion es igual a la union de complementarios.

El nombre de estas leyes proviene del l6gico britanico que las estudié, Augustus de Morgan (1806 - 1871).

Ejemplo

2. Comprobar las leyes de De Morgan en el juego de tirar un dado, sabiendo que A={2,4,6} y B ={5,6}.

Solucién:

En el juego de tirar un dado, el espacio muestral es E = {1,2,3,4,5,6}

SiA={2,4,6}, A={1,3,5); y como B = {5,6}, entonces B ={1,2,3,4}. Por otra parte A B = {6}.

Primera ley de De Morgan: AUB=ANB.

Dado que AuB ={2,4,5,6}, AUB= {1,3}; y por otro lado A "B = {1,3}. Luego la igualdad se cumple.
Segunda ley de De Morgan: AnB = A UB.

Dado que An B = {6}, AnB= {1,2,3,4,5}; y por otra parte AU B = {1,2,3,4,5}. Luego la igualdad también se
cumple.

(> Actividades

1. En un sondeo hecho a 200 personas se les pregunté por sus habitos. A la pregunta de si fumaban regularmente,

92 han respondido que si, 68 han admitido que consumen regularmente bebidas alcohdlicas y 45 que fuman y beben.
¢ Cuantas personas son fumadoras, pero no consumen alcohol? ;Cuantas consumen regularmente alcohol y no
son fumadoras? ¢ Cuantas no son fumadoras ni consumen alcohol? ;Cuéntas son fumadoras o consumen alcohol
con regularidad?

. Dado un espacio muestral E = {,s,t,u,v,w,x,y,z} y dos subconjuntos o sucesos de este espacio muestral A = {r,s,t,u,v}

y B = {t,v,x} comprobar las leyes de Morgan:

12 AUB=ANB.
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2. Definicion de probabilidad de un suceso

Al realizar un experimento aleatorio desconocemos cuél va ser el resultado, por lo que no tenemos la certeza
de que ocurra 0 no un determinado suceso A; pero si podemos asignar al suceso A un nimero que mida la posibilidad
de que ocurra. Este nimero se llama probabilidad del suceso A y se simboliza por P(A).

2.1. Propiedades de la probabilidad de un suceso

Antes de asignar un nimero a cada uno de los sucesos de un experimento aleatorio, vamos a establecer algunas
propiedades deseables de esa asignacidn. Para cada suceso A, es decir, para cada subconjunto del espacio
muestral E, al nuimero P(A), que mide la probabilidad de que A ocurra, le vamos a imponer que cumpla las siguientes
exigencias ( 0 axiomas):

1. Para cada suceso A, P(A) = 0.
2. La probabilidad del suceso seguro, E, es igual a 1, P(E) = 1.
3. Si Ay B son dos sucesos incompatibles, An B = @, entonces P(AUB) = P(A) + P(B)

Aun sin saber cémo asignaremos probabilidades a un suceso, nos encontramos ya con algunas consecuencias
de los axiomas anteriores, y que nada tienen que ver con el modo de calcular P(A). Vedmoslas, son las consecuencias
siguientes:

1. Para cada suceso A, la probabilidad del complementario, A , es igual a 1 menos la probabilidad de

A P(A) = 1 -P(A).
Demostracion: Como E=AUA yAnA=®, segin el axioma 3, P(E) = P(AU A) = P(A)+P(A) y por

el axioma 2, 1=P(A)+P(A). Despejando P(A), resulta P(A) =1—P(A). Esta formula es sumamente util
porque en muchos problemas resulta mas facil el calculo de la probabilidad de A que la de A.

2. La probabilidad del suceso imposible es 0, P(®)= 0.
Demostracion: Como E y @ son complementarios, de la consecuencia anterior, P(®) =1 -P(E)=1-1=0.
3. SiA, A, A, ..., A, son sucesos incompatibles dos a dos, entonces
PA,U AL AU A) = PA) + P(A,) + P(Ay) +... +P(A))
Demostracion: Es una consecuencia directa del axioma 3.

4. Para cada par de sucesos Ay B, se cumple que: P(Auw B)= P(A) + P(B) - P(An B).

Demostracion: Sabemos que A=(ANB)U(ANB), yque (AnB) y (AnB) son incompatibles, luego
P(A)=P(AnB)+P(ANB)y P(AnB) = P(A)—P(ANB). Por otra parte AUB = (A—B)\UB = (AnB)UB

y como AN B y B son incompatibles = P(AUB) = P(AnB) +P(B). Sustituyendo P(ANB) por la expresion
calculada antes, obtenemos P(Aw B) = P(A) + P(B) —P(AnB). Esta férmula se emplea en muchos problemas
sencillos de probabilidad.
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3. SiAy B son sucesos de un espacio muestral con P(A) =

Ejemplos

,P(B)=%yP(AmB)=%.

(ST

Calcular: @) P(AUB), b) P(A), c) P(B), d) P(AnB)y e) P(AUB).

Solucion:

3) P(AuB)=P(A)+P(B)—P(Ams)=%+%_%=%
b) P(Z):1—P(A)=1—%=%_

c) P(§)=1—P(B):1—%—%_

d) Utilizamos la 12 ley de De Morgan: AUB=ANB, luego

P(AnB)=P(AuB)=1-P(AUB) =1 30 30"

e) Utilizamos la 22 ley de De Morgan:AnB = A UB, luego

T 1

P(AUB)=P(AﬁB)=1—P(AﬁB)=1—6=

®»|lon

. En un Instituto, la probabilidad de que un alumno apruebe matematicas es 0,6 y de que apruebe economia es 0,4,
mientras que la probabilidad de que apruebe las dos es 0,3.

a) ¢ Cual es la probabilidad de que apruebe matematicas o economia o, lo que es lo mismo, de que apruebe al
menos una de estas dos asignaturas?

b) ¢Y de que no apruebe ninguna?

¢) ¢Y de que no apruebe matematicas ni economia? (Es otra forma de plantear el apartado anterior).
Solucién:

Sea A el suceso aprobar matematicas y B el aprobar economia. Légicamente A es suspender matematicas y
B es suspender economia.

a) Elsuceso A B es aprobar al menos una asignatura,
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(AnB)=0,6+0,4-0,3=0,7.

b) No aprobar ninguna es el suceso complementario de A U B, luego
P(AuB)=1-P(AuB)=1-0,7=0,3.

¢) No aprobar matematicas ni economia es el suceso A N B, que por la 12 ley de De Morgan es igual que AUB,

luego P(AB)=P(AUB)=1-P(AUB)=1-0,7=0,3.
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(> Actividades

3. Dos sucesos Ay B tales que P(A) = 0,45, P(B) = 0,6, P(Au B) = 0,8. Calcular P(An B).

1 1
1 1
| |
| 4. Delos sucesos de un experimento aleatorio se sabe que P(A) = % P(B) =% y P(AUB)= % :
1 1
i Calcular a) P(A); b) P(B); ¢) P(AnB) y d) P(ANB). !
1 1
| I
1 _ 1
: 5. En un experimento aleatorio sabemos que P(AuB) = g P(ANB) :% y P(B)= % :
| |
l Calcular las probabilidades de los sucesos A, By A B.. !

2.2. Asignacion de probabilidades por la frecuencia
relativa

La frecuencia relativa del suceso A, f, es el cociente que resulta al dividir el numero de veces que ocurre A,
n,, entre el numero de veces que realizamos el experimento aleatorio, N,

f.(A) =

numero de veces que ocurre A _ N
ntimero deveces que realizamos el experimento ~ N

La frecuencia relativa de un suceso, al aumentar el nimero de veces que realizamos el experimento,
converge o tiende a estabilizarse alrededor de un numero fijo. Esto es tanto mas notorio cuantas més veces
realicemos el experimento. Esta aproximacion de la frecuencias relativas a un numero fijo esta garantizada
por la llamada Ley de los Grandes NUmeros. De este modo atribuimos como probabilidad del suceso A el
numero f,(A). Esta forma de atribuir probabilidades a los sucesos de un experimento aleatorio se dice por
experimentacion o empirica.

Ejemplo

5. Una cadena de montaje de una fabrica esté4 dotada de un sistema de alarma que se activa cuando se produce un inci-
dente. Se sabe por experiencia que la probabilidad diaria de que la alarma se active sin que haya incidente es 1/50;
la probabilidad diaria de que haya un incidente y la alarma no se active es 1/500; y la probabilidad de que en un dia
surja un incidente es 1/100. a) Calcular la probabilidad diaria de que ocurra un incidente y la alarma se active. b)
Calcular la probabilidad diaria de que la alarma se active.

Solucion:

Llamaremos A al suceso la alarma se activa, / al suceso se produce un incidente y a los sucesos A y 7, no se activa la

alarma y no se produce incidente. Segun esto sabemos que P(AN T )= 510 P(I A) 5(1)0 y P(l)= 1(1)0

a) Si la alarma salta y se produce un incidente, estamos ante el suceso A /. Por otra parte, sabemos que
I'=(In A) w (In A), siendo (In A) y (In A) incompatibles. Luego
P(I)=P((InA)Yu(InA) =P ~A)+P(INA)
Sustituyendo los valores conocidos en la igualdad anterior,

1 1
100 500

i PUnA) S PIAA)= 1(1)0 5—(1)0=%=0,008.
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b) Queremos conocer P(A) y sabemos que A = (In A) U ( I A), siendo (I~ A)y ( I~ A) sucesos incompatibles.

Por tanto, P(A) = P((| nA)U(T A A) =PI~ A) 4 P(T A A) = — +%=%

=1% =0,028 .

(&> Actividades

6. Selanza un dado de 6 caras mal construido y experimentaimente se determina que P(1) =0,1; P(2) = 0,2; P(3)=0,3;
P(4)=0,1y P(5)=0,15.
a) ¢ Cual es la probabilidad de salir un 67
b) ¢Cual es la probabilidad de sacar un nimero impar con este dado?

7. La probabilidad de que un equipo de futbol gane un partido es 0,5 y la de que pierda es 0,2. 4 Cual es la probabi-
lidad de que empate?

2.3. Asignacion de probabilidades en experimentos
aleatorios con resultados equiprobables. Regla de Laplace

Cuando es previsible que todos los sucesos elementales de un experimento aleatorio tengan la misma
disponibilidad de salir podemos atribuir, como probabilidad, a cada uno de ellos el nimero

1
n® total sucesos elementales

Esta asignacion de probabilidades que sélo podemos hacer en experimentos aleatorios con resultados o sucesos
elementales equiprobables, es decir, todos tienen la misma probabilidad, nos permite disponer de una regla para
hallar la probabilidad de cualquier otro suceso. Veamos cémo se hace.

Si A={a, a,, ..., a,} €S un suceso constituido por n sucesos elementales, entonces es posible escribir este

suceso como union de sucesos incompatibles dos a dos, asi: A={a,}u{a,}u..U{a,}.

La probabilidad de A, si empleamos la consecuencia 3, sera:

P(A) = P({a,,8,,..a.}) = P8} U{a,} U...ufa }) = Pia.} + Pia,} + ..+ Pla } =%+%+...+% =L

En donde hemos supuesto que m es el nimero total de sucesos elementales del experimento aleatorio. Luego,

P(A) = n° de sucesos elementales de A
~ n°de sucesos elementales de E
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Alos elementos de A se les suele llamar resultados favorables a la realizacion del suceso Ay alos de E,
resultados posibles; por lo que la férmula anterior se acostumbra a escribir asi:

P(A) = n°de casos favorables
~ n°decasos posibles

A este cociente se le llama Regla de Laplace, y seré la férmula que emplearemos en la mayor parte de los
problemas, salvo en aquellos en que las probabilidades vengan asignadas ya en el enunciado.

Ejemplo

6. El control de calidad de una fabrica descubre que cada 2.000.000 de piezas producidas hay 10000 defectuosas.
Si no se modifican las condiciones de fabricacion, ¢,cuél es la probabilidad de que una pieza elegida al azar sea
defectuosa?

Solucion:

P(pieza defectuosa) = 10000 _ 1 _ 0,005 . El numero 0,005 se puede leer como un porcentaje:

~ 2000000 200

0,005 = 0,5/100 = 0,5%. La probabilidad indica un porcentaje, es decir, el porcentaje de éxito o de ocurrencia de
un suceso.

(> Actividades

a) A ={se obtiene al menos un 5}.

b) B = {se obtiene un doble}.

d) AUB.

9. Se elige un nimero natural entre el 1y el 20 de manera que todos tengan la misma probabilidad de ser escogi-
dos. ¢Cual es la probabilidad de que el nimero escogido sea divisible por 2 o por 3? ;Cual es la probabilidad de

I
1
1
I
I
I
I
1
1
I
I
c) AnB. !
I
1
1
I
I
I
I
1
e I
que sea divisible por 3 y no por 6? 1

I
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3. Diagramas en arbol y la resolucion de
algunos problemas sencillos de probabilidad

3.1. Principio de multiplicacion y diagramas en arbol

En los problemas de probabilidad, a veces, nos dan la probabilidad de algunos sucesos y nos piden calcular la
de otros sin hacer referencia a la naturaleza del experimento aleatorio al que pertenecen. En otros, conocemos
la naturaleza del experimento aleatorio, casi siempre con resultados equiprobables, y nos piden calcular la probabilidad
de determinados sucesos. En este Ultimo caso, al aplicar la regla de Laplace, tenemos que contar sucesos elementales
0 casos favorables y casos posibles. Si el experimento aleatorio es simple como tirar un dado, extraer una carta
de una baraja, contar chicos a los que les gusta el futbol o la natacidn, etc., la enumeracién directa de los sucesos
elementales es suficiente.

Cuando el experimento aleatorio consta de varias pruebas, es decir, consiste en tirar varios dados, una moneda
y un dado, extraer varias cartas, extraer varias bolas de una urna, escoger varias personas, efc., la enumeracién
de los sucesos elementales no es tan sencilla. Sin embargo, el principio de la multiplicacidn facilita mucho las cosas.

Principio de la multiplicacion: Si un experimento aleatorio esta constituido por p pruebas, teniendo cada una
de ellas ny, n,, n,..., n, resultados, entonces el nimero total de resultados del experimento aleatorio es

NNy Ny ..o,
Los ejemplos que vienen a continuacion nos ayudaran a comprender y utilizar este principio.

El ejemplo muestra que los diagramas en arbol son muy Utiles no sélo para contar el nimero de sucesos
elementales de un suceso en un experimento de varias pruebas, sino también para identificar cada uno de esos
sucesos elementales del espacio muestral.

Ejemplo

7. Un restaurante ofrece a sus clientes una carta en la que hay 3 primeros platos, 4 segundos y 2 postres. ¢, Cuantos

menus diferentes se pueden elegir?

Solucién: Podemos pedir 3- 4- 2 = 24 menus. Si empleamos un diagrama en arbol, podemos, ademas de deter-
minar el numero de menus, identificar cada uno de ellos. Supongamos que A,, A,, A,, son los primeros platos y B;,
B,, B,y B,, los segundos y C, y C,, los postres. Disponemos un diagrama en &rbol asi:

A, A,

§ €& OF 6 @ ¢, GC GCC GG G C, GC GG GC G

Recorriendo las ramas del arbol de arriba abajo obtenemos todos los menus posibles: A,B,C;, A,B,C,, AB,C,,...,
A,B,C,, en total 24.
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(> Actividades

10. Un restaurante ofrece a sus clientes una carta en la que hay 3 primeros platos, 4 segundos y 2 postres, flan o helado.
¢ Cuantos menus diferentes se pueden elegir en los que el postre es flan?

distintas se puede ir de A a C? Calcula el numero de modos de hacer el trayecto de ida y vuelta A - C - A,
empleando recorridos distintos a la ida y a la vuelta.

i
I
1
l
: 11. Entre el pueblo A y el pueblo B hay 4 caminos, y de B salen 3 caminos para el pueblo C. ;De cuantas maneras
l
L

3.2. Diagramas en arbol y problemas de probabilidad

En buena parte de los problemas de probabilidad nos encontramos ante experimentos aleatorios de varias
pruebas, y para resolverlos resultan sumamente Utiles los diagramas en arbol.

Veamos, por ejemplo, un juego sencillo: se tira un dado y una moneda y queremos conocer la probabilidad
del suceso A = {sacar numero mayor que 2 y cruz}. Un diagrama en arbol nos ayuda a conocer los sucesos
elementales del espacio muestral.

3

AN NN
R 2 AR v vy

+
v v
(1o) (14) (2c) (2+) Bc) B1) (4e) (4+) (B5c) () (6c) (64)
Por un sencillo recuento vemos que P(A) = % = % Si consideramos el dado primero, la probabilidad de

obtener mayor que 2 es 4/6, es decir, que esperamos que salga mayor que 2 en los 4/6 de todas las tiradas, recuerda
que la probabilidad es un porcentaje. Si a continuacién tiramos la moneda es de esperar que salga cruz en la mitad
de las tiradas. Por tanto, al tener dos porcentajes encadenados, es de esperar que salga mayor que 2 y cruz en

4 1

los 52 de todas las tiradas que hagamos; en consecuencia, la probabilidad de A sera: P(A) = % % = 1i =%
Esto nos induce a emplear diagramas en arbol reducidos al suceso A que 46 "

nos interesa, de modo que el diagrama anterior quedaria reducido a éste:
Podemos afirmar, por tanto, que la probabilidad de A es igual al producto mayor menor o igual

de las probabilidades de las ramas que conducen a él. Este tipo de diagramas que2 que 2

cuando estudiemos la probabilidad condicionada.

(> Actividades

, . . , . yys 1 1 1 1
en arbol, reducidos al suceso que nos interesa, seran particularmente Utiles /7 \/2 7 %
[ + [ +

12. En una urna hay seis bolas negras y cuatro rojas. Se extraen dos bolas: a) si la primera se devuelve a la urna, calcula
la probabilidad de que las dos sean de distinto color; b) calcular la probabilidad de que las dos sean del mismo color,
si la primera no se devuelve a la urna.

13. Se extraen dos cartas de una baraja de 40. a) Calcula la probabilidad de que ambas sean ases. b) Calcula la
probabilidad de que la primera sea un as y la segunda no. Considera el caso de que haya devolucién de la primera
carta y de que no la haya.
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Ejemplos

8. Dos cazadores disparan sobre la misma liebre. Afortunadamente para la liebre se sabe por experiencia que la pro-
babilidad de acertar de uno es 4/7 y del otro, 5/9. ; Cual es la probabilidad de que la liebre se salve? ;Cuél es la
probabilidad de que al menos uno acierte?

Solucién: Hacemos un diagrama de dos pruebas, una para cada cazador.

Primer cazador

47 37
Segundo cazador

5/7 Yg 5/9/
¢
AA AF FA FF

% =0,19. La probabilidad de que al menos uno acierte corres-
ponde a la probabilidad de que acierte el primero, el segundo o los dos a la vez, es decir, de los sucesos elemen-
tales: AF, FAy AA 44 35 45 17

P(AF UFAU AA) = P(AF)+ P(FA)+ P(AA) = 5 -5+ 25 452 = o

La liebre se salva si ambos fallan y P(FF) = % % =

El mismo resultado se obtiene de P({al menos uno acierta}) =1-P(FF)=1- 52 ==.

9. Se extraen dos cartas de una baraja de 40.
a) Sila primera carta se devuelve a la baraja, calcula la probabilidad de que ambas sean reyes.
b) Sila primera carta no se devuelve a la baraja, calcula la probabilidad de que ambas sean figuras.

Solucién: a) Simbolizamos por R salir rey y por R no salir rey.

4/40 36/40

12 extraccion 4 4 1 1 1

PRR)=—. 2 L. 1 _1 _go1.
4/7 \6/40 4/7 \%/40

40 40 10 10 100
- 2a extraccion

b) Hay 12 figuras: 4 sotas, 4 caballos y 4 reyes. Si no devolvemos la primera carta, en la segunda extraccién hay
s6lo 39 disponibles. Sea F = {salir figura} y F = {no salir figura}

12/4 28/40
F F 12 extraccion P(FF) _ Qﬂ _0.084.
11/7 %/39 12/37 \27,39 40 39
= — 2% extraccion
B F F F
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4. Probabilidad condicionada

Cuando dos sucesos de un experimento aleatorio estan relacionados, el conocimiento de que ha ocurrido
uno de ellos puede modificar la probabilidad del otro. Veamos un ejemplo.

En un curso de 2° CCSS hay 30 alumnos de los cuales 17 son chicas y 13 chicos. En la evaluacion de matematicas
han aprobado 7 chicas y 8 chicos.

Resumimos la informacidn anterior en un cuadro, también llamado tabla de contingencia:

Aprobados Suspensos Total
Chicas 7 10 17
Chicos 8 5 13
Total 15 15 30

Si elegimos al azar una persona de este curso estamos ante un experimento aleatorio cuyo espacio muestral
tiene 30 sucesos elementales y la probabilidad de cada suceso elemental es /3. Consideremos los sucesos

A={serunachica} y B={estaraprobado}
entonces
17 15 1

P =35 ¥ PB)=52 =5

Si queremos hallar la probabilidad del suceso ser chica y haber aprobado, éste seria: P(ANB) = 3—70
Imaginemos que, en este juego de elegir una persona del curso, alguien sabe que la persona elegida es una
chica y quiere saber la probabilidad de que también haya aprobado. Simbolizaremos esta probabilidad por P(B/A), que

significa probabilidad de B sabiendo que A ha ocurrido o probabilidad de B condicionada a A. Segun la tabla tenemos

PBIA =L

Dividiendo numerador y denominador de esta fraccion por 30 se obtiene

7 _7/30 _P(ANB)

Hmm‘ﬁ‘wmf'Pm)

Es decir, la probabilidad de B condicionada a A, nos indica la proporcidn de veces que ocurre B de entre
todas las que ocurre Ay esta probabilidad se calcula por las formulas

P(B/A) = 0 P(AnB)=P(A)-P(BIA)

De otro modo, la probabilidad de B condicionada a A indica en qué se convierte la probabilidad de B cuando
se restringe el conjunto de resultados posibles de E a A.
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Ejemplo

10. Al tirar dos dados se sabe que la suma de los resultados ha sido 8, ;,cuél es la probabilidad de que al menos haya
salido un 57

Solucion:

El suceso A = {la suma de los dos dados es 8} = {(2,6), (6,2), (3,5), (5,3), (4,4)} y el suceso B = {al menos sale un
5}. Es evidente que A B={(3,5),(5,3) } , luego

P(AnB) _2/36 2

P(B/A) zw—w—g
Sin embargo, observamos que la probabilidad de B es P(B) = % ; ya que hay 11 resultados favorables a que salga

al menos un 5 entre los 36 posibles:
(1,5), (5,1), (2,5), (5,2), (3,5), (5,3), (4,5), (54), (5,5), (6,5) y (5,6).

(> Actividades

14. Sobre lo sucesos Ay B se conocen las siguientes probabilidades : P(A) =0,7; P(B)=0,5; P(An B) =0,45.
Calcular:
a) P(A/B);
b) P(ANB).

15. Segun la estadistica del hotel de un balneario la distribucion de clientes por sexo y edad es la siguiente: 23% hombres
con mas de 45 afios, 7% hombres con menos de 45 afios, 60% mujeres con mas de 45 afios, 10% mujeres con
menos de 45 afios.

La persona alojada en la habitacion n°® 222 se sabe que tiene 80 afios, ¢,cual es la probabilidad de que sea una mujer?

16. Una cadena de montaje de una fabrica esta dotada de un sistema de alarma que se activa cuando se produce un
incidente. Se sabe por experiencia que la probabilidad diaria de que la alarma se active sin que haya incidente es
1/50; la probabilidad diaria de que haya un incidente y la alarma no se active es 1/500; y la probabilidad de que en
un dia surja un incidente es 1/100. a) Calcular la probabilidad diaria de que ocurra un incidente y la alarma se active.
b) Calcular la probabilidad diaria de que la alarma se active. ¢) La alarma se acaba de activar, ¢ cual es la probabilidad
de que haya realmente un incidente?

Nota : los apartados a) y b) estan resueltos en el ejemplo 5.
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5. Sucesos independientes

Sin duda los diagramas en arbol y la identificacion de sucesos independientes son los mejores recursos para
resolver problemas de probabilidad sencillos. Veamos qué caracteriza a los sucesos independientes. Consideremos
el juego de tirar un dado y los sucesos

A ={salir menor que 5} = {1, 2, 3, 4}
B = {salirimpar} = {1, 3, 5}
A B ={salirimpar y menor que 5} = {1, 3}

La probabilidad de estos sucesos es

1

4 2
PA=5=3 3

PB)=3=7 ¥ P(ANB)=

N —
(211,

La probabilidad de salirimpar sabiendo que ha salido menor que 5, P(B/A), seria
P(AnB) _1/3 1

P(A) 23 2

PBIA)=
pero también P(B):% ,entonces P(B/A)=P(B).

Es decir, la probabilidad de B condicionada a A es igual a la de B o, lo que es lo mismo, la probabilidad de B
no esta modificada por la informacion suministrada por A. En este caso se dice que A y B son independientes vy,
por tanto, la formula de la probabilidad condicionada

pIA=" (If,‘(;))B)
queda
pB)=" (If,‘(;)B) o P(AnB)=P(A)-P(B)

Esta ultima férmula es importante porque garantiza que la probabilidad de la interseccién de dos sucesos
independientes es igual al producto de las probabilidades de cada una de ellos.

Dos sucesos se llaman sucesos independientes cuando la realizacién de uno de ellos no suministra informacion
sobre la realizacion del otro. Se pueden encontrar en un juego simple, como el del ejemplo anterior, 0 en experimentos
aleatorios de varias pruebas. Es, en estos juegos, donde los sucesos independientes tienen mas interés.

Sucesos independientes en pruebas independientes

En los juegos con varias pruebas puede ocurrir que los sucesos de una prueba sean independientes de los
de otra 0 no. En un caso estamos ante pruebas independientes y en otro, ante pruebas dependientes. Veamos
algunos experimentos aleatorios de uno y otro tipo:

1. Tirar una moneda y después un dado. Es evidente que el resultado de la moneda no influye en el resultado
del dado. Son pruebas independientes y los sucesos relativos a cada prueba son independientes.
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2. Extraer dos cartas de una baraja. Si al sacar la primera carta la devolvemos al mazo de cartas, tenemos
dos pruebas independientes; el resultado de la primera no influye en el resultado de la segunda. Pero si no
se devuelve la primera carta al mazo, entonces el resultado de la segunda va a depender del resultado de
la primera.

Ejemplos

11. Se extraen dos cartas de una baraja de 40.

a) Sila primera carta se devuelve a la baraja, calcula la probabilidad de que ambas sean reyes.
b) Sila primera carta no se devuelve a la baraja, calcula la probabilidad de que ambas sean reyes.

Solucion:

Este problema lo hemos resuelto mediante un diagrama, pero admite otra forma resolverlo. Consideremos los
sucesos

A ={sacarreyenla1?, B={sacarreyenla2?} y
A~ B={sacarreyenla1?ysacarreyen la2®}

a) Si Ay B sonindependientes, y esto ocurre cuando devolvemos la primera carta,
441
40 40 100
b) Si Ay B no son independientes, y esto ocurre cuando no devolvemos la primera carta,

4 3 1
P(ANB)=P(A)-P(BI A) = 7555 = 725

P(AnB) = P(A)-P(B) 0,01

12. Calcular la probabilidad de obtener al menos un 6 al tirar un dado cuatro veces.

Solucion:

Cuando nos encontramos ante el suceso {obtener al menos 6} debemos pensar que es complementario de {no
sacar ningun 6}. La probabilidad de {no sacar 6} en una tirada es

P({no 6)) = 2

6
Llamemos A, al suceso no sacar 6 en el primer lanzamiento del dado, A, al suceso no sacar 6 en el segundo lan-
zamiento y A, y A, , el mismo resultado en los lanzamientos tercero y cuarto. El suceso A, A, A; A, €s no

sacar 6 ni en el primero, ni en el segundo, ni en el tercero y ni en el cuarto lanzamiento, todos estos sucesos son
independientes ya que lo que ocurra en un lanzamiento no influye en el siguiente, y su probabilidad sera:

P(A A, NA NA)=P(A)-P(A)-P(A)-P(A)=22.2.2 =(—)4 = 0,482

Luego la probabilidad de obtener al menos un 6

P({obtener al menos un 6 en cuatro tiradas}) = 1- P({no sacar 6 en cuatro tiradas}) = 1 - 0,482 = 0,518.
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13. Una persona desea jugar en una atraccion de feria, donde regalan un peluche, si al tirar un dardo acierta en un
blanco. Si sélo se permite tirar tres dardos y la probabilidad de acertar en cada tirada es 0,3:

a) ¢ Cual es la probabilidad de llevarse el peluche?
b) ¢Cual es la probabilidad de llevarse el peluche exactamente al tercer intento?

Solucion:

Los diagramas en arbol son muy engorrosos cuando tenemos mas de tres pruebas; en estos casos resulta mas
practico identificar sucesos independientes. Llamemos

A, = {acertar con el primer dardo} 'y A, ={no acertar con el primer dardo},
A, = {acertar con el sequndo dardo} y A,={no acertar con el segundo dardo},

A, = {acertar con el tercer dardo} 'y A, ={no acertar con el tercer dardo};
ademas sabemos que

P(A,) = P(A,) = P(A;) = 0,3y P(A,) = P(A) = P(A;) = 0,7.

Todos los sucesos mencionados anteriormente son independientes, como puede comprobarse al realizar la
actividad 16. Por lo tanto,

a) se lleva el peluche si al menos acierta con un dardo, pero esto es el complementario de no acertar con ningln
dardo

P(A UA, UA)=1-P(A A, A)=1-P(A)-P(&,)-P(A,) =1-0,7-0,7-0,7 = 0,657;

b) se lleva el peluche en el tercer intento si falla el primero y el segundo, pero como A,, A, y A, son independien-
tes, tenemos

P(A A, nA)=P(A)-P(A)-P(A)=07-0,7-0,3=0,147.

(> Actividades

i 17. Dados A y B sucesos de un experimento aleatorio, demuestra que si A y B son independientes, entonces i
i a) Ay B son independientes, i
i b) y también A y B son independientes. i
i 18. Sean A y B dos sucesos de un experimento aleatorio tales que P(A) = 0,6; P(B) = 0,2 y P(AUB) = 0,7. Calcular: i
: a) P(An B) y razbnese si los sucesos Ay B son independientes; b) P(Au B). |
i 19. Sacamos sucesivamente dos cartas de una baraja. i
i a) Vemos la primera y la devolvemos al mazo de cartas, ¢,cuél es la probabilidad de que las dos sean copas? i
i b) Después de ver la primera no la devolvemos al mazo de cartas, ¢ cuél es la probabilidad de que las dos sean i
I copas? I
1 1
o o e e e e e e e e e e e e e e e e e H
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6. Probabilidad condicionada y probabilidad total
6.1. Probabilidad condicionada y diagramas en arbol

Al resolver problemas de probabilidad condicionada ayudan mucho los diagramas en arbol; tanto si son
experimentos con varias pruebas, como si no.

Si nos encontramos con un juego de dos pruebas y A es un suceso de la primera 'y B es un suceso de la segunda,
entonces es posible esquematizar el juego asi:

A/\A
/NN

En las ramas de este esquema podemos escribir:

P(A) P(A)

A A
P(B/A/ WE/A) P(B/Ay wﬁ/ﬁ)
B B B B

Luego la probabilidad del suceso A B sera: P(An B) = P(A)- P(BIA), es decir, el producto de las ramas indica
que se realiza A en la primera prueba y B en la segunda. Si embargo, la probabilidad de B, dado que

B=(AnB) U (AN B), sera:
P(B) =P((AnB)U(ANB)) = P(AnB)+P(ANB) =P(A)-P(BI A)+P(A)-P(B/ A),
es decir, la suma de los productos de las ramas que conducen a él.

Ejemplos

14. Un examen consiste en elegir al azar dos temas de un programa de 20 y desarrollar uno de ellos. Un alumno sabe
11 temas.
a) ¢Qué probabilidad tiene de aprobar el examen?
b) ¢Qué probabilidad tiene de saber un tema y otro no?

Solucién: Los sucesos A, = {sabe el 1°tema} y A, = {sabe el 2° tema} no son independientes porque

P(A,) = 11120, pero P(A,) = 10/19.
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P(AJA) =12 PER/A) =15

10
19 i T8
P(AJR) =1 PAJA) =15

ANA, ANnA,  ANA, ANA,
a) Aprueba si sabe al menos uno,
P({sabe al menos uno}) = 1- P({no sabe ninguno}) =1-P(A N A,) =1 —2—90 % = %

77
95 o
sumando los productos de las ramas que conducen a A, A,, AN A,y AiNA,.

Como — =0,8105 , tiene mas de un 81% de posibilidades de aprobar. EI mismo resultado obtendriamos

b) La suma de las probabilidades de A,~ A,y A, A, nos da respuesta. Por consiguiente,

= - 1 9 9 11 99
P(A10A2)+P(A10A2)=EE+Eﬁzm=0’521

En un experimento aleatorio en el que no esta claro que existan varias pruebas, también resultan utiles los
diagramas en arbol como se pone en evidencia en el ejemplo siguiente.

Ejemplos

15. Los resultados de una encuesta indican que sdlo un 25% de los que invierten en bolsa tienen conocimientos bur-
satiles. De ellos el 70% obtiene plusvalias. Sin embargo, unicamente un 20% de los que compran acciones sin
conocimiento del mercado de valores consigue ganancias. Se pide:

a) Probabilidad de que elegido un inversor al azar obtenga beneficios. ¢ Qué porcentaje de los que compran accio-
nes consigue plusvalias?

b) ¢Cual es la probabilidad de que un inversor elegido al azar no tenga conocimientos de bolsa y no consiga
ganancias?

¢) ¢Cual es la probabilidad de que habiendo obtenido beneficios no tenga idea de la bolsa de valores?

Solucion: Distinguiremos dos sucesos A = {sabe de bolsa} y B = {obtiene beneficios} y sus contrarios A y B. Sobre
el diagrama en arbol resolveremos los dos primeros apartados.

P(A)=0,25 P(A)=0,75
Sabe (A No sabe
(BIA)=0,3 _
P(BIA) / \ P(B/A)= % w
Beneficio (B No benef|0|o Beneficio (B No benef|0|o
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a) P(B)=P(A)-P(BIA)+P(A)-P(BIA)=0,25-0,7+0,75-0,2 = 0,325. Por consiguiente, el 32,5% de los
inversores obtiene beneficios.

b) P(AnB)=P(A)-P(B/A)=0,75-0,8 =0,6.

c) Se trata de hallar la probabilidad P(A/ B), que por la definicion de probabilidad condicionada nos conduce a

— o P(AnB) _P(A)-P(BIA) 0,75-0,2 _
PAB)==pm =~ pP@)  ~ 03 %

La generalizacion del apartado a) de este ejemplo nos conduce al teorema de la probabilidad total, que

veremos en seguida, y la generalizacién del apartado c) nos conduce al teorema de Bayes que veremos en el
préximo epigrafe.

6.2. Probabilidad total

En ocasiones, es posible calcular la probabilidad de un suceso en funcién de las probabilidades condicionadas
de ese suceso con respecto a un conjunto de sucesos conocidos. Esto ocurre cuando el conjunto de sucesos
conocidos constituye un sistema completo de sucesos. ;Qué es un sistema completo de sucesos? Pues un
conjunto de sucesos A,, A,, ...., A, constituye un sistema completo de sucesos si cumple dos condiciones:

1#) Son incompatibles dos a dos, A, A; = @, siempre que | #J.
2%) Launion de A,, A, ...., A, es el suceso seguro A,UA,U ...UA, = E.
El teorema de la probabilidad total dice asi:

Si A, A, ..., A, es un sistema completo de sucesos y B es un suceso del que unicamente conocemos las
probabilidades condicionales P(B/A), entonces la P(B) viene dada por la formula:

P(B)=P(A,)-P(B/A)+P(A,)-P(BIA)+..+P(A,)-P(BIA,)
Demostracion: Como A,, A,, ...., A, son incompatibles dos a dos, también o son los sucesos
ANB,ANB, .. ANB yademas B=(AnBuUA,nB)u...UA,NB)
y en consecuencia

P(B) = P(A,nB)+P(A, "B) +..+ P(A, "B) =P(A)-P(BIA)+P(A)-P(BI A,)+..+ P(A)-P(BIA).

En los ejemplos veremos que ya sabiamos resolver problemas de la probabilidad total con un sencillo diagrama
en arbol.
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Ejemplo

16. El 40% de los créditos que concede un banco son para la vivienda, el 35% para la industria y 25% para el consumo.
Resultan fallidos el 4% de los créditos a la vivienda, el 6% de los créditos a la industria y el 8% de los créditos al
consumo. Se elige al azar un prestatario del banco, ¢ cual es la probabilidad de que no pague el crédito? ¢y cual
es la probabilidad de que pague el crédito?

Solucién: Los créditos vivienda, industria y consumo forman un sistema completo de sucesos. Son incompatibles
y su union constituyen todos los créditos que concede el banco. Con un sencillo diagrama en arbol de dos pruebas
veremos mejor las cosas.

04 0,35 0,25
Vivienda Industria Consumo
%/&% O,V \3,94 0,% WZ
Fallido No fallido Fallido No fallido Fallido No fallido

Un crédito fallido es el que no se paga y sabemos por el teorema de la probabilidad total que la probabilidad de un
suceso es la suma de los caminos que conducen a él:

P(Fallido) = P(Vivienda)- P(Fallido / Vivienda) + P(Industria) - P(Fallido / Industria) +
+P(Consumo)- P(Fallido | Consumo) = 0,4-0,04 +0,35-0,06 +0,25-0,08 = 0,057.

Es decir, 5,7 % de los créditos resultan fallidos.
La probabilidad de que se pague, es decir, No fallido, sera: P(No fallido) =1— P(Fallido) =1-0,057 = 0,943.

El mismo resultado hubiéramos encontrado sumando las ramas que conducen a No fallido. En todo caso, no esta
bien eso de no pagar los préstamos.

(> Actividades

20. Tenemos 4 urnas. En la primera hay 5 bolas blancas y 3 negras; en la segunda 6 blancas y 7 negras; en la tercera
hay 4 bolas blancas y 2 negras y en la cuarta hay 6 bolas negras. Si elegimos una urna al azar y extraemos una bola,
;cual es la probabilidad de que sea negra?

[ 1
1 1
1 1
1 1
1 1
| |
: 21. En un hotel hay tres cajas fuertes. En una de ellas hay 6 joyas buenas y 2 falsas; en otra, 5 joyas de valory 1 :
I falsa; y en la tercera, 8 joyas valiosas y 3 falsas. Suponiendo que un ladrén sdlo puede abrir una caja fuerte y llevarse 1
: una joya, ¢,cudl es la probabilidad de que se lleve bisuteria? :
l ]
1 1
1 1
1 1
1 1
| ]

22. En una empresa el 70% son empleados y el 30% directivos. El 80% de los primeros son casados, mientras que 40%

de los segundos son solteros. Se elige una persona al azar en la empresa. ;,Cual es la probabilidad de que sea
soltera?
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7. Teorema de Bayes

Siinterpretamos un sistema completo de sucesos, A,, A,, ...., A, , como las causas de que se produzcan ciertos
efectos, y uno de esos efectos es un suceso B, entonces el teorema de Bayes permite calcular la probabilidad de
que un efecto tenga una determinada causa. En otras palabras, permite calcular la probabilidad condicionada P(A/B)
interpretando ésta como la probabilidad de que la causa de B sea A.

El teorema de Bayes tiene este enunciado:

Si A, A, ..., A, es un sistema completo de sucesos y B es un suceso cualquiera del que Unicamente
conocemos las probabilidades condicionadas P(B/A), entonces la probabilidad de A; condicionada a B viene
dado por la férmula

P(A)-P(BIA)

p— ).
P(A1B)= P(A)-P(BIA)+P(A,)-P(BIA)+..+P(A)-P(BIA,)

Demostracion: De la definicidn de probabilidad condicionada podemos escribir

P(A nB)=P(A)-P(BIA) 'y P(AnB)=P(B)-P(AB)
Si dos cosas son iguales a una tercera, son también iguales entre si; luego P(A)-P(B/A)=P(B)-P(A,/B)
Despejando P(A/B), se obtiene

(A 7B)= P(B) ~ P(A)-P(B/A)+P(A)-P(BIA)+..+P(A)-P(BIA,)

dado que P(B) =P(A)-P(B/A)+P(A))-P(BIA,)+...+ P(A)-P(B/A,), (teorema de la probabilidad total).

Ejemplos

17. Un modelo de automévil se fabrica en 3 factorias distintas: A, By C. De A sale el 25% de la produccion anual, en
B se hace el 42% y en C el 33%.

El 2% de los coches fabricados en A sufre una averia en el primer mes de rodaje, lo mismo ocurre con el 3% de
los fabricados en B'y con el 4% de los fabricados en C. Un cliente tiene un coche que se ha averiado en el primer
mes de uso, ¢,cudl es la probabilidad de que se haya hecho en C?

Solucién: Los sucesos A, By C estan formados por los automéviles que se fabrican en cada una de las factorias.
Ademas, constituyen un sistema completo de sucesos: son incompatibles y su unién es toda la produccién anual
de este modelo. Un diagrama en arbol facilita siempre las cosas.

0,25 0,42 0,33
A B ©
(V y% O,y \),97 0,0/ W6
Averia No averia Averia No averia Averia No averia
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Conocemos el suceso el coche se ha averiado, y queremos calcular la probabilidad de haya sido fabricado en C,
se trata de hallar P(C/ Averia) y es, segun la formula de Bayes,

P(C/Averia) _ P(C)P(Averia/C) _ P(C)P(Aven’a/C) ~
~ P(Averia) " P(A)-P(Averial A)+P(B)-P(Averia/B)+P(C)-P(AverialC) ~
0,3-0,04

= 0,250,024 0,42-003+0,3.004 _ 0%

18. Seguimos en el sector del automévil. Una fabrica produce tres modelos de coche: A, By C. Cada uno de los modelos
puede tener motor de gasolina o diesel. Sabemos que el 60% de los modelos son de tipo Ay el 30% de tipo B. El
30% de los coches fabricados tienen motor diesel, el 30% de los coches del modelo A son de tipo diesel y el 20%
de los coches del modelo B tienen motor diesel. Se elige un coche al azar. Se piden las probabilidades de los siguientes
SuCesos:

a) El coche es del modelo C.
b) El coche es del modelo A, sabiendo que tiene motor diesel.
c¢) El coche tiene motor diesel, sabiendo que es del modelo C.

Solucién: A pesar del galimatias que sugiere el enunciado, se trata de un problema de probabilidad total y férmula
de Bayes. Tal vez lo mejor sea organizar los datos en un diagrama en arbol. El dato “el 30% de los coches fabricados
tienen motor diesel” se utilizara en el apartado b).

0,6 03 0,1

A : c
V &7 O,V \),8 / \
D G D G D 6

a) Los coches del modelo A, junto con los coches de los modelos By C, constituyen un sistema completo de sucesos
y, por tanto, los coches del modelo C seran el 10%. Esto es asi porque 1- (0,6 +0,3)=1-0,9=0,1.

b) Si D es el suceso tener motor diesel y nos piden calcular P(A/D), por la férmula de Bayes:

P(A/D) =

P(A)-P(D/A) _0,6-0,3 _
)

PD) 03 °F

¢) Como P(D) = 0,3, empleando la formula de la probabilidad total, resulta
P(D)=P(A)-P(D/A)+P(B)-P(D/B)+P(C)-P(DIC)
0,3=0,6-0,3+0,3-0,2+0,1-P(D/C)

P(DIC) :w =0,6.
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19. Continuamos en el sector del automavil, pero ahora en el negocio del taxi. Tras un estudio realizado sobre los taxistas

de una ciudad espafiola, se ha observado que el 70% tiene mas de 40 afios y de éstos el 60% es propietario del
vehiculo que conduce. También se ha averiguado que el porcentaje de taxistas que, no superando los 40 afios, es
propietario del vehiculo que conduce se reduce al 30%. Se pide:

a) La probabilidad de que un taxista, elegido al azar, sea propietario del vehiculo que conduce.

b) Se elige un taxista al azar, y se comprueba que es propietario del vehiculo que conduce, ¢,cuél es la probabili-
dad de que tenga mas de 40 afios?

Solucion: Llamemos P al suceso ser propietario y P no ser propietario. Al suceso {mas de 40 arios} lo simboli-
zaremos por My al suceso {igual o menos de 40 arios} lo simbolizaremos por M . Con un diagrama en arbol
veremos las cosas con més claridad.

0,7 0.3

M M
2NN
P P P P

a) La probabilidad de P, como My M son un sistema completo de sucesos, puede calcularse por el teorema de

la probabilidad total - oy _ o p(p /M) + P(TT)-P(P i) = 0.7-0,6+0,3-0,3 = 0,51,

b) Se trata de hallar la probabilidad de M condicionada a P, P(M/P), empleando la férmula de Bayes obtenemos:

P(M)-P(P/M) 0,7-0,6

PP =051 =0,8235.

P(M/P) =

(> Actividades

23. En una empresa el 70% son empleados y el 30% directivos. El 80% de los primeros son casados, mientras que el

40% de los segundos son solteros. Se elige una persona al azar en la empresa. Sabiendo que se ha elegido una
persona soltera, 4cual es la probabilidad de que sea directivo?

24. Una empresa emplea tres bufetes de abogados para tratar sus casos legales. La probabilidad de que un caso se

deba remitir al bufete A es 0,3; de que se remita al bufete Bes 0,5 y de que se remita al bufete C es 0,2. La probabilidad
de que un caso remitido al bufete A sea ganado en los tribunales es 0,6; para el bufete B esta probabilidad es 0,8
y para el bufete Ces 0,7.

a) Calculese la probabilidad de que la empresa gane un caso.

b) Sabiendo que un caso se ha ganado, determinese la probabilidad de que lo haya llevado el bufete A.

25. Un rosal no esta en buen estado y, por tanto, si se riega tiene la misma probabilidad de mantenerse que de perderse.

La probabilidad de que se mantenga si no se riega es 0,25. La probabilidad de no regar el rosal es 2/3. Si el rosal se
ha perdido, ¢cual es la probabilidad de no haberlo regado?
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8. Combinatoria

La regla de Laplace nos obliga a contar objetos de un conjunto, casos favorables y casos posibles. Esto no
siempre es una labor facil. Para estas situaciones, en las que no podemos contar facilmente y los diagramas en
arbol resultan engorrosos o insuficientes, existen técnicas de conteo que emplearemos para resolver algunos
problemas de probabilidad.

8.1. Factoriales

Si nes un numero natural mayor que 1, se llama factorial de n al producto de los n primeros nimeros naturales.
El factorial de n se simboliza por n!'y seré:

nt=n-(n-1)-(n-2)-...-3-2-1.
Si nos piden calcular 4 factorial y luego 6 factorial, escribimos:
41=4-3-2-1=24
6!=6-5-4-3-2-1=720.

Aceptaremos que 0! =1y también 1! = 1. En una calculadora cientifica, con las teclas | SHIFT se hallan
factoriales.

(& Actividades

26. Calcula: a) 5'; b) (9-2)!; ¢) (10 -4)..

27. Calcula (n - p)! Cuandon=10y p = 8.

I I
I I
I I
I I
I I
1 n! 1
: 28. Calcula ~_ cuando n=12yp=4. :
I I
I I
I I
I I
I I

(n—p)!
29. Calcula |n—' cuandon=10y p =6,y luego cuando n =10y p = 4. ;Dan el mismo resultado?

p!-(n—p)!

8.2. Variaciones con repeticion

Podiamos haber titulado este apartado asi: s cdmo elegir al azar, sucesivamente y con devolucion, p objetos (o
sucesos elementales) entre n disponibles?.

Se trata, en realidad, de elegir un objeto, registrarlo y devolverlo a la coleccion; y repetir esta operacion hasta
tener el registro de los p objetos. Un ejemplo nos ayudaré a comprenderlo: ¢ cuantos resultados distintos podemos
obtener al extraer 3 cartas, de una baraja de 40, si devolvemos cada vez la carta extraida al mazo?

Para la 12 extraccion tenemos 40 cartas posibles, pero si devolvemos la carta, para la 22 tenemos también 40
y, al reponer ésta, para la 32 tenemos igualmente 40.

12 extraccion | 22 extraccion | 32 extraccion
Resultados posibles 40 40 40

Luego, por el principio de multiplicacion, todos los posibles resultados del juego seran: 40- 40- 40 = 40°.
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Otro ejemplo: ¢ cuéntos resultados distintos podemos obtener al tirar tres veces un dado?

En la 12 tirada pueden salir 6 resultados, en la 22 tirada, como es independiente de la 12, pueden salir también 6; y
en la 3% también 6, porque es independiente de las anteriores.

12 tirada 2% tirada 3? tirada
Resultados posibles 6 6 6

Por el principio de multiplicacion pueden salir: 6+ 6-6 = 6° resultados.

De un modo general, las variaciones con repeticion de n objetos tomados o elegidos de p en p son los grupos
de p objetos en los que puede haber objetos diferentes o repetidos. Ademas dos grupos seran distintos si tienen
distintos objetos o, si tienen los mismos, en orden diferente.

Las variaciones con repeticion de n objetos tomados de p en p se simbolizan por VR, ,, y su numero
viene dado por

VR,,=n"

Ejemplo
20. ; Cuantos numeros de teléfono fijo pueden empezar por 91?

Solucién: Los numeros de teléfono fijo tienen 9 lugares, como tenemos los dos primeros fijos, con un 9y un 1,
disponemos de diez cifras, de 0 a 9, para llenar cada uno de los siete lugares restantes. Se trata de variaciones con
repeticion de 10 elementos tomados de 7 en 7,

VR, = 107 = 10000000

Hay, por tanto, posibilidad de tener hasta diez millones de numeros de teléfono fijo en la Comunidad de Madrid.

(> Actividades

1
. . . I
30. a) ¢ Cuantas columnas tenemos que cubrir a las quinielas para tener la certeza de acertar los catorce? b) ¢Y el pleno al :
quince? I

I

31. ;Cuéntos nimeros de teléfono movil, de nueve cifras, hay que empiecen por el 6? :
ol

8.3. Variaciones ordinarias

Disponemos ahora n objetos de los que elegimos, sucesivamente y sin devolucion, p objetos. Por ejemplo, ¢, de
cuéntas maneras diferentes pueden extraerse 3 cartas de una baraja de 40, si no se devuelve ninguna al mazo
después de cada extraccion?

Para la 12 extraccion disponemos de 40 resultados posibles; para la 22, 39 y para la 3% inicamente 38, que son
las cartas que quedan en el mazo después de las dos primeras extracciones.

12 extraccion | 22 extraccion | 32 extraccion
Resultados posibles 40 39 38

Por el principio de multiplicacion seran: 40- 39- 38 = 59280 maneras diferentes.
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En general, las variaciones ordinarias de n objetos tomados de p en p son todos los grupos de p objetos
que pueden formarse con los n disponibles. Ademas, dos variaciones son distintas si tienen distintos objetos o, si
tienen los mismos, en orden diferente.

Simbolizaremos las variaciones simples de n objetos tomados de p en p por V,, . Para calcular su nimero,
como vimos en el ejemplo, imaginemos que disponemos de p cajas

1 1 1T .. [ 1]

12 caja 2% caja 3% caja p-ésima caja
Para la primera podemos seleccionar n objetos. Hecho esto, nos quedan n - 1 para la segunda; n - 2 para
tercera. Continuado de esta forma, para la ultima caja, la p-ésima, nos quedan n—(p — 1), es decir, n—p + 1.
Aplicando ahora el principio de multiplicacién:

Vip=n(n-1)(n-2)..-(n-p+1)

En ocasiones empleamos otra férmula para calcular las variaciones. Si al segundo miembro de la igualdad
anterior lo multiplicamos y dividimos por (n - p)!, resulta:

An=p)t_n-(n=1)-...(n=p+1)-(n=p)-(n—p=1)-...3-2.1 __ n!

(n—p)! (n—p)! (n—p)!

V., =n-(n=1-(n=2)-...(n—p+1)
Ejemplos

21.En una carrera de 100 m participan 6 corredores, ¢ de cuantas maneras diferentes se pueden repartir las medallas
de oro, plata y bronce?

Solucién: Indicamos los 3 primeros lugares de llegada con las palabras oro, plata y bronce.

1° oro 2° plata 3° bronce
6 5 4

Para el primer lugar puede elegirse cualquiera de los 6 corredores, para el segundo sélo pueden elegirse 5, porque
uno ya lleg6 primero, y para el tercer lugar sdlo pueden elegirse 4 corredores, los que quedan. Se trata de variaciones
simples de 6 objetos tomados de 3 en 3,

Ve3=6-5-4 =120 maneras diferentes.

Con la tecla | nPr |, precedida de la tecla | SHIFT|, es posible calcular variaciones ordinarias. El calculo anterior

se haria asi: 6 3= 120.

22. ; Cuantos numeros de 4 cifras diferentes mayores que 3000 es posible escribir con los digitos 1, 2, 3, 4, 5, 6?

Solucién: Los nimeros de 4 cifras mayores que 3000 que podemos formar con { 1, 2, 3, 4, 5, 6} deben comenzar

por 3,4,5 06,
3 4

5 6

para los otros tres lugares hay disponibles 5 cifras para agrupar de 3 en 3, y como las cifras han de ser diferentes
estamos ante V; ;. En consecuencia, el total de nimeros mayores que 3000 seré:

4V, =4-5-4-3= 240,
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(> Actividades

32. En una clase de 24 alumnos se elige delegado y subdelegado. Sitodos son candidatos, ¢ cuantos resultados posibles
habra?

8.4. Permutaciones ordinarias

¢ Qué ocurriria si dispusiésemos de n objetos y elegimos, sucesivamente y sin devolucion, n objetos? Estariamos
ante el problema de calcular variaciones simples de n objetos tomados de n en n. Para resolverlo disponemos,
como en el apartado anterior, de n cajas

I e N e AN [ ]

12 caja 22 caja 3% caja n-ésima caja
Para la primera podemos seleccionar n objetos; para la segunda n-1; para la tercera n — 2. Procediendo de

la misma forma, cuando lleguemos a la n-ésima caja sélo nos quedara un objeto disponible, n—n+ 1= 1. Aplicando
la formula tenemos:

Vin=n-(n-1)-(n-2)-...-3-2-1=nl

Las variaciones simples de n objetos tomados de n en n se llaman permutaciones de n objetos y corresponden a
todas las posibles ordenaciones del conjunto de esos n objetos. Se simbolizan por P, y hemos visto que su nimero es:

P,=n!

Ejemplo

23. Dos chicos y dos chicas entran en una cafeteria; si por la puerta s6lo cabe una persona, ¢,de cuantas formas
posibles pueden entrar?

Solucién: Son cuatro personas que Unicamente pueden entrar de una en una, luego formas posibles de entrar son:

P,=41=4-3-2-1=24.

(> Actividades

8.5. Combinaciones

Cuando el orden en el cual han sido elegidos los p objetos entre los n disponibles no nos interesa, estamos
ante combinaciones de n objetos tomados de p en p. Emplearemos las combinaciones cuando hagamos extracciones
simultaneas.
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Por ejemplo, imaginemos una urna con ocho bolas iguales numeradas de 1 a 8. Extraemos 3 bolas, sin devolver
ninguna. En este caso atendemos unicamente a los nimeros que llevan las bolas extraidas y no reparamos en el
orden de salida. Obtenemos asi subconjuntos de 3 elementos de un conjunto {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} de ocho elementos.

El numero de subconjuntos de 3 elementos que se pueden formar con un conjunto de ocho elementos se
simboliza por Gy 5, y se lee combinaciones de 8 elementos tomados de 3 en 3. Es evidente que cada uno de
estos subconjuntos de 3 elementos, digamos el {2, 5, 7}, puede ordenarse de 3! maneras diferentes; en consecuencia,
hay 3! veces méas subconjuntos de 3 elementos ordenados, V; ;, que no ordenados, C;;; esto nos permite establecer

la igualdad: C..31=V
53 Y 53
de donde
V.
C=t

Generalizando, definimos combinaciones de n elementos, tomados de p en p, a los grupos de p elementos
distintos, de modo que dos combinaciones son diferentes si se diferencian en algin elemento. Sin embargo, dos
combinaciones son iguales si tienen los mismos elementos a pesar del orden en que aparezcan.

. o . n
El nimero de combinaciones de n elementos tomados de p en p lo simbolizamos por C,, 0 por( )y como
hemos visto en el ejemplo se calculan por la férmula: p

n\ Vv,
Cn,p :( ):p—‘J
p :

Por otra parte, como V., = (nﬁ—'p)' podemos escribir
n!
¢ o[MYoo =gl ___ni
np I I I-(n—p)!
p) P pt pl(n—p)!

Ejemplos

24. En un curso de 2° de bachillerato hay 26 alumnos y se debe elegir una comision formada por tres alumnos.
¢ Cuantas comisiones se pueden formar?

Solucién: En una comisién no hay una jerarquia que implique un orden, luego se trata de combinaciones de 26 ele-

26!

=313~ 2600. Las calculadoras cientificas disponen de la

26
mentos tomados de 3 en 3, es decir, Cy5 = ( 3 j

tecla para calcular combinaciones. El calculo se harfa asi: 26 3 = 2600.
25. En un curso de 2° de bachillerato hay 12 chicos y 14 chicas y se debe elegir una comisién integrada por dos chi-
cos y dos chicas ;,Cuantas comisiones se pueden formar?

Solucién: En las comisiones aplicamos combinaciones. Hay C;,, = 66 maneras de elegir 2 chicos entre 12 y
Ci4, = 91 de elegir 2 chicas entre 14. Por el principio de multiplicacion habra C,,,- C,,, comisiones formadas por
2 chicos y 2 chicas, es decir,

Ciyz Gy, = 6691 = 6006 comisiones.
26. Se reparten 4 cartas de una baraja de 40, es lo que los jugadores llaman una mano.

a) ¢ Cuantas manos distintas se pueden dar?
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b) ¢Cuantas de estas manos estan formadas Unicamente por bastos?
¢) ¢En cuantas manos entran dos caballos?

d) ;En cuantas manos entran dos copas y una espada?

e) ¢En cuantas manos apareceran al menos tres copas?

Solucion:

40!

m :91390 .

a) Cy, =
b) Hay 10 cartas de bastos y con ellas podemos formar C,,, = 210 grupos de 4 bastos.

c) Labaraja tiene 4 caballos y con ellos podemos formar C, , grupos de 2 caballos. Nos quedan 40 — 4 = 36 car-
tas para elegir las otras 2 que faltan. Por el principio de multiplicacién, habra

Cy,* Cy5, = 3780 manos con dos caballos.

d) Disponemos de 10 copas para tomar 2y los podemos hacer de C,,, maneras y 10 espadas para tomar 1, esto
lo podemos hacer C,y, = 10 maneras. Nos quedan 40 — 10 — 10 = 20 cartas para elegir la cuarta, entonces por
el principio de multiplicacién tendremos:

Cio2" Cios7 Cyps = Cyg,7 10-20 = 9000 manos con 2 copas y 1 espada.

e) Si en una mano entran al menos 3 copas, quiere decir que entraran 3 o 4 copas. Entran 3 en Cyg3° Gy, =
C03°30-= 3600 manos. Entran 4 copas C,,, = 210 manos. En total, entran 3 0 4 copas en

C10530 + Cyq, = 3600 + 210 = 3810 manos.

27. Al tirar seis monedas diferentes , ¢ de cuantas maneras pueden salir 4 caras y 2 cruces?

Solucién: Se trata de formar, con los signos ¢ y +, palabras de 6 signos, empleando 4 veces ¢y 2 el signo +, como
esta cc+c+cC

Imaginemos que tenemos 6 cajas

18 23 3a 4a 58 66
y que podemos elegir cuatro de ellas para poner una letra ¢. Una eleccidn podia ser 12, 22 42y 62, pero seria lo
mismo elegir 62, 42, 22 y 12, porque el resultado es el mismo: poner una ¢ en ellas. Las elecciones posibles no
dependen del orden de eleccion se trata de G4, es decir,

6!
C6,4 :m :15

Este nimero sera el mismo que si eligiéramos dos cajas, entre las seis, para poner el signo +. Porque poniendo
la letra ¢ en cuatro nos quedan dos para poner el signo +.

(> Actividades

35. Se reparten 5 cartas de una baraja de 40 cartas. a) ¢ En cuantos manos sale exactamente un rey? b) ;En cuantas

salen dos copas? ¢ En cuantas sale al menos un oro?

36. a) ; De cuantas maneras distintas pueden elegirse 3 personas en un grupo de 6 mujeres y 10 hombres? b) ;Y 3

personas de modo que 2 sean mujeres y 1 hombre?
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9. Probabilidad y combinatoria

La combinatoria es Util en la resolucién de problemas de probabilidad cuando se trata de hallar la probabilidad
de sucesos en experimentos aleatorios con resultados equiprobables en los que podemos emplear la regla de
Laplace.

Las técnicas de conteo que hemos estudiado en el apartado anterior facilitan el recuento de los casos favorables
y posibles de la férmula de Laplace. En este apartado resolveremos algunos problemas tipicos de probabilidad.

9.1. Elecciones simultaneas al azar

El elegir p objetos en una coleccién de n objetos significa formar subconjuntos de p elementos de uno mayor
de n elementos. ¢ Cuantos subconjuntos de p elementos hay en otro mayor de n? Esto sabemos que son combinaciones

de n elementos tomados de pen p, C,,, y la probabilidad de elegir cada uno de estos subconjuntos es:

1
C

n,p

Ejemplo
28. Se extraen simultdneamente 4 cartas de una baraja de 40. Calcula la probabilidad de que salgan:
a) cuatro caballos;
b) dos caballos y dos reyes;

c¢) al menos un rey.
Solucion: El nimero de casos posibles es Cy,, = 91390. Veamos ahora cada apartado.

a) Una baraja tiene 4 caballos y hay C,, = 1 maneras de elegir 4 caballos entre 4 disponibles. Casos favorables = 1,

luego
C4 4 1

P(4 caballos) = Ce  91390°

b) Una baraja posee 4 caballos y 4 reyes. Tenemos C,, maneras de elegir 2 caballos y C,, maneras de elegir
2 reyes. Y 2 caballos y 2 reyes, C,,* C,, = 6-6 = 36. Estos son los casos favorables, por tanto

C4,2 ‘C4,2 _ 36

P(2 caballos y 2 reyes) = C = 91390°
40 4

¢) Al menos un rey quiere decir que pueden entrar 1, 2, 3 6 4 reyes. Calculemos primero no salir ningdn rey. Si
sacamos |0s 4 reyes, quedan 36 cartas y con éstas podemos formar C,s, manos en las que no hay reyes. Si
restamos esta cantidad al nimero total de manos, tendremos las manos en las que al menos hay un rey:
Cyous — Cs64 = 32485. Estos son los casos favorables; en consecuencia la probabilidad pedida es:

C40,4 _C36,4 _ 32485

o = gy 03554

P(al menos un rey) =
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PROBABILIDAD

9.2. Elecciones sucesivas al azar

Las elecciones sucesivas al azar se pueden hacer de dos formas: con devolucién (o reemplazamiento) y sin
devolucién (o sin reemplazamiento).

En el primer caso, elegimos un objeto, lo registramos, y lo devolvemos a la coleccion; seguidamente elegimos
otro objeto y hacemos las mismas operaciones; y repetimos el proceso hasta tener registros de p objetos. Estamos
formando variaciones con repeticion de n elementos tomados de penp, VR, , = n®, y la probabilidad de cada una
de estas elecciones es:

1
VR

n,p

Si, por el contrario, elegimos un objeto, lo registramos, pero no lo devolvemos al conjunto, y repetimos estas
operaciones hasta completar p objetos, entonces estamos ante variaciones simples de n elementos tomados de p
en p; y la probabilidad de cada una de estas elecciones es

1

Vn

iy

Ejemplos

29. ; Cudl es la probabilidad de que salgan dos caras al tirar 3 monedas?

Solucién: Casos posibles VR, ; = 2° = 8. Los casos favorables, las monedas son distintas o identificables, son: cc+,

c+c, +cc. En total 3, luego

P(dos caras) = 3/8 = 0,375.

30. a) ¢, De cuantas maneras pueden hospedarse 6 viajeros en 10 habitaciones individuales de un hotel?

b) Si los viajeros se han instalado sin saber que 7 de las habitaciones tienen bafio, ¢ cuél es la probabilidad de
que les haya correspondido a cada uno una habitacién con bafio?

Solucién: a) Son variaciones de 10 elementos tomados de 6 en 6, ya que cada viajero toma una habitacion dis-
tinta, y las habitaciones estan ordenadas, tienen nimero, luego hay:

Vips=10-9-8:7:6-5=151200.
maneras de hospedarse.
b) Si hay 7 habitaciones con bafio los casos favorables son
V76
Los casos posibles ya los hemos calculado en el apartado a); por tanto, la probabilidad pedida es

=7-6-5-4-3-2 = 5040.

180 4p



@ Actividades

37. En una oposicion entran 20 temas, de los que salen 3 por sorteo y el opositor escoge uno para contestar. Un opositor
sabe los 7 primeros, ¢cul es la probabilidad de que apruebe?

38. Si un sufrido opositor, de la misma oposicion del ejercicio anterior, sélo sabe los 6 Ultimos temas, ¢,cual es la probabilidad
de que apruebe?

39. Se barajan 10 tarjetas numeradas del 1 al 10, para que queden en un orden al azar. Calcular:
a) la probabilidad de que la primera sea 7;

b) la probabilidad de que la 7 y la 2 estén consecutivas.

AN

Leyes de De Morgan. 1?2 AUB = AN B, el complementario de la union es la interseccion de complementarios;

22 AnB=AUB, el complementario de la interseccion es la union de complementarios.

0o
. Regla deLaplace. P(A) = n°de casos favorf'ables .
n®de casos posibles
. - P(AnB)
v Probabilidad de B condicionadaa A. P(B/ A) = PA) o0 P(AnB)=P(A)-P(B/A).

v Sucesosindependientes. Dos sucesos son independientes cuando la realizacion de uno de ellos no influye sobre
la realizacion del otro y se cumple P(A~B) = P(A) - P(B).

v Probabilidad total. Permite calcular la probabilidad de un suceso en funcién de las probabilidades condicionadas
de ese suceso con respecto a un conjunto de sucesos conocidos:
P(B)=P(A)-P(BIA)+P(A)-P(BIA)+...+P(A,)-P(BIA,).

v Teorema de Bayes. Permite calcular la probabilidad condicionada P(A, / B) interpretando ésta como la probabilidad
de que la causa de B sea A..

p(a 18) = PV PBIA) _ P(A)-P(BIA) |
’ P(B) P(A,)-P(BIA)+P(A)-P(BIA)+...+P(A,)-P(BIA,)

v Variaciones conrepeticion de n objetos tomados o elegidos de p en p son los grupos de p objetos en los que

puede haber objetos diferentes o repetidos. Ademas, dos grupos seran distintos si tienen distintos objetos o, si

tienen los mismos, en orden diferente; su nimero viene dado por VR, , = n”.

v' Variaciones ordinarias de n objetos tomados de p en p son todos los grupos de p objetos que pueden formarse
con los n disponibles. Ademas, dos variaciones son distintas si tienen distintos objetos o, si tienen los mismos, en
orden diferente; su nimeroes: V, . = n-(n—1)-(n-2)- ... -(n—p+1).

v Permutaciones de n objetos y corresponden a todas las posibles ordenaciones del conjunto de esos n objetos.
Se simbolizan por P, y su nimero es: P, =nl.

v Combinaciones de n elementos, tomados de p en p, son los grupos de p elementos distintos, de modo que dos combina-
ciones son diferentes si se diferencian en algiin elemento y seran iguales si tienen los mismos elementos a pesar del orden
v

_'np

, o n
en que aparezcan. El nimero de combinaciones de n elementos tomados de p en p vale: C, =( =
' p) p:
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