Limite y continuidad
de una funcion

mente riguroso, aunque manejando la notacién habitual, se introduce el calculo infi-

E n esta Unidad, de forma descriptiva, sin usar un aparato matematico excesiva-
nitesimal: continuidad, limites de una funcién, indeterminaciones, limites laterales.

Dada la relacion de las asintotas con los limites, se estudian las asintotas verticales,
como aplicacion de limite infinito en un punto, y las asintotas horizontales y oblicuas como
consecuencia del limite de una funciéon en mas o menos infinito.

Los objetivos que nos proponemos alcanzar con el estudio de esta Unidad son los siguientes:
1. Introduccion a la idea de continuidad.

2. Introduccion al concepto de limite de una funcion, tanto en un punto como en mas o
menos infinito.

3. Calculo de limites, mediante las reglas adecuadas.
4. Calculo de las indeterminaciones 0/0, ®/o, 0 —00.

5. Comprension del significado y célculo de las asintotas de una funcion, asi como el
estudio del comportamiento de una funcion cerca de sus asintotas.
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1. Idea de continuidad y de
discontinuidad

Al tratar las funciones definidas a trozos encontramos ejemplos de funciones
continuas y de funciones discontinuas en un punto. Habitualmente se dice que
una funcion es continua en un punto cuando su grafica se puede trazar sin tener que
levantar el lapiz del papel, mientras que decimos que es discontinua o no continua
en un punto cuando hay que levantar el lapiz del papel para seguir trazando la grafica:

A

L/ )
VAR

La funcién de la izquierda es continua en todo R; podria presentar problemas en
x=-2y x=3que es, como se aprecia por la grafica, donde hay cambios de defi-
nicioén, pero ahi los trozos de la funcién empalman perfectamente.

A

La funcién de la derecha no es continua en x = - 5 ni en x = 5, pues presenta sen-
dos saltos en los que es necesario levantar el lapiz.

Parece claro que podemos saber dénde una funcion es continua o no mirando
directamente su grafica, pero dibujar una grafica no es siempre facil.

En lo que respecta a las funciones definidas a trozos, los posibles puntos de dis-
continuidad suelen ser normalmente aquellos en los que la funcién cambia de definicion.
Asi, en estos casos lo que haremos es ver si los trozos empalman con continuidad. Por
ejemplo, en

4x -1 six<O0
X2
f(x)= 1+T, si0<x<4

i
i
i
i
i
H
4

9-x, six>4 \
los posibles puntos de discontinuidad son x = 0 y

x = 4. Para ver si las definiciones empalman los tro-

zos con continuidad calculamos lo que vale fen las

proximidades del 0, por la izquierda, f(0") y por la derecha, f(0*):

f(07)=4-0-1=-1 y f(0+):1+%:1
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LIMITE Y CONTINUIDAD DE UNA FUNCION

Como no coinciden ambos valores, la funcion no sera continua en x = 0. Dado
que a la izquierda de 0 la funcién esta definida por 4x — 1, lo que hacemos es calcu-
lar el valor que toma este polinomio en x = 0, o mejor dicho tan cerca de cero como

2
queramos, pero a la izquierda. A la derecha de 0 la funcion esta definida por 1+ XT ,

y por eso calculamos el valor que toma este otro polinomio tan cerca de cero como
gueramos.

2
Si hacemos lo mismo en x = 4 tendremos: f(4™)=1+ 47 =5 y f(4")=9-4=5.

Al coincidir los valores por la izquierda y por la derecha concluimos que la funcion es
continua en x = 4.

Resumiendo, afirmaremos que la funcién es continua en todo R salvo en 0, que
es discontinua. Ademas como los valores que toma la funcion a la izquierda y a la
derecha del 0 son finitos, diremos que la discontinuidad es de salto finito.

Otro tipo de funciones que pueden presentar discontinuidades son aquellas defi-
nidas como cocientes, pues si el denominador se hace cero la funcidén puede presen-
tar saltos infinitos. Por ejemplo:

3

_ x—5"
y:i:x—5=0:>x=5:> X=5
xX-5 3

%
X—5 x—5

—00

[oe]

Asi, la funcion sera continua en R-{5}, mientras que en x = 5 presenta una dis-
continuidad de salto infinito. En este caso no es necesario estudiar el comporta-
miento de la funcion cerca de x=5, pues directamente vemos que no existe. Es impo-

sible calcular % )

Otra posible causa de discontinuidad es que no se haya definido la funcién en el
punto. Esto puede deberse a que se haya olvidado en la definicion (caso de las fun-
ciones definidas a trozos), tal como ocurre en:

x+1, si x<2:> £l ount ot . o
5-x, si x>2 punto problematico es x=2, porque no existe f(2),

f(x)= {

ya que no esta definido en la funcion. Pero f(2°)=2+1=3 y f(2")=5-2=3 por
lo que fseria continua en x = 2. Si tuviéramos definida la funcién en ese punto, como:

x+1 si x<2 L, .
f(x)= . f si seria continua en R.
5-x, si x=22

La discontinuidad puede aparecer porque resulte la fraccion % Cualquier numero

es el cociente de esta division, pues todos los numeros multiplicados por cero dan cero.

@ 8 B 4P

174



©@ 6 @ 4P

A este exceso de resultados se le llama indeterminacion. Un modo de decidir si la
funcién es continua consiste en resolver la indeterminacion, que en el caso de frac-
ciones algebraicas se reduce a simplificarlas, como vemos en el ejemplo siguiente:

X+1

T =x2-1=0=x=41,

g(x)=

Si hallamos el valor de la funcién en x = 1y x = -1 resulta:

2
g(1):6=> es una discontinuidad de salto infinito, pero g(—1):% es una inde-

terminacion. En este caso como numerador y denominador son polinomios y se anu-
lan para x = -1, este valor es una raiz de ambos polinomios, por lo que ambos ten-
dran al binomio x + 1 como factor. Factorizamos el denominador porque el numera-
dor ya esta, y después de simplificar obtenemos:

(x)= x+1 _ x+1 1 luego g(—1) = 1T 1
I X2 -1 (x+D)(x-1) x-1 99 -1-1 2

1
Es decir, sustituimos la funcion g(x) = por g(x)= <1

x? -1
X+1 si x<2
Un ultimo caso se presenta en f(x) =19, si x=2 . Fijate que:
5-x, si x>2
f(2)=9=f(27) y f(2"), por lo que la funcion no seria continua en x = 2, ya que

habria que despegar el lapiz para representar f(2). Esta situacién es facil de resolver
redefiniendo la funciéon de modo que f(2) sea igual a 3.

En estos tres ultimos casos se dice que la funcién presenta discontinuidades
evitables, o lo que es lo mismo, que haciendo un arreglo minimo podemos redefinir
la funcién para que sea continua.

En resumen tenemos 3 posibilidades :

I.  Que la funcién presente una discontinuidad inevitable de salto finito
(suele darse en funciones definidas a trozos).

II. Que la funcién presente una discontinuidad inevitable de salto infinito
(luego veremos que la funcion tendra asintotas verticales en los puntos en
los que presenta este tipo de discontinuidad).

Ill. Que la funcion presente una discontinuidad evitable y que se evita redefi-
niendo la funcién.

Los ejemplos y las actividades de este apartado van al final del apartado 3
Calculo de limites, pues es necesario saber calcular limites para poder estudiar
correctamente la continuidad.
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LIMITE Y CONTINUIDAD DE UNA FUNCION

2. Limite de una funcién en un punto

El simbolo limf(x), que se lee limite de f(x) cuando x tiende a a, es el valor al

X—a

que se acerca f cuando x se aproxima a a. Consideremos las siguientes tablas de

valores para la funcion f(x)=x*+2x+3 en la que hemos dado valores préximos a

1, para calcular lim(x* +2x +3):
x—1

x | 0,9999 [ 0,99999 | 0,999999 | 0,9999999 (0,99999999 | 0,999999999
f(x)| 5,9996 | 5,99996 | 5,999996 | 5,9999996 |5,99999996 | 5,999999996
x | 1,0001 [ 1,00001 | 1,000001 | 1,0000001 [1,00000001 | 1,000000001
f(x)| 6,0004 | 6,00004 | 6,000004 | 6,0000004 |6,00000004 |6,000000004

De las tablas puede observarse que al aproximarnos a 1, por un lado o por otro,

el valor de la funcién se aproxima a 6, luego: Iirq(x2 +2x+3)=6. Hagamos unas
X—

observaciones a la vista de la tabla:

& Hemos construido dos tablas: una para acercarnos a 1 con valores menores que

él y muy proximos. Esta tabla nos daria el limite lateral por la izquierda, que se
representa por lim f(x). Recuerda que a” indica que estamos a la izquierda de

X—a
a. En la otra tabla usamos niumeros mayores que 1 pero también muy préximos
a él. De ella obtenemos el limite lateral por la derecha, que se representa por

lim f(x) . Con a' nos referimos a los nUmeros mayores que a , que estan a su

x—a*

derecha. Para que exista el limite de la funcion en el punto, han de existir y coin-

cidir los limites laterales: lim f(x) = lim f(x) = lim f(x) . Normalmente son solo
x—a" x—a~ x—a

las funciones definidas a trozos las que pueden presentar problemas con los

limites laterales, mientras que en el resto de las funciones se puede calcular
el limite directamente, sin tener que recurrir a los limites laterales.

Observa que Iin](x2 +2x+3)=f(1)=6. Esto es lo que va a ocurrir habitual-

mente: limf(x) coincide con f(a), por lo que para calcular el limite bastara
X—a

con sustituir el valor al que tiende x directamente en la formula de la funcion.
Ya veremos que esto sucede porque trabajamos habitualmente con funcio-
nes continuas.

Fijate que conforme nos acercabamos a 1, tanto por la izquierda como por
la derecha, la funcion se iba acercando a 6. La definicidn rigurosa de limite
se basa en el hecho de que si fijamos una cota para la diferencia entre 1y
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el numero x con el que nos acercamos a él, encontramos una cota para la dife-
rencia entre el limite 6 y f(x). Por ejemplo, cuando |1- 0,999999|<2-107° tene-
mos que |6 -5,999996|<7 -10-°. No obstante, la definicién rigurosa de limite
no nos proporciona un método para calcular limites, sino que permite afirmar
que el numero que damos como limite de verdad lo es.

Veamos algunos detalles curiosos y significativos:

. , L x+1 si x<1
# Consideremos, en primer lugar la funcién f(x)= . . Observa que
5-3x, si x>1

li_)rr11f(x)=1i_r)r11(x+1)=1+1=2, 1i_}rr11f(x)=li_r)r11(5—3x)=2:>1i_r>r11 f(x)=2,
pero no existe f{(1), porque no esta definida. Aunque parezca extrano, recuer-
da que el limite es el valor al que se acerca la funcién cuando x tiende al
punto, pero no es el valor de la funcion en el punto. El que coincidan el limi-
te y el valor de la funcion en el punto es debido a que tratamos con funcio-
nes continuas, que verifican obligatoriamente esta igualdad.

Observa otro detalle: escribimos limite lateral cuando hablamos de la funcion
f(x) en general, y escribimos solo limite cuando sustituimos f(x) por la formu-
la con la que calcularemos el limite:

limf(x)=Ilim(x+1)=1+1=2
x—1 x—1

, . X+5 .
Veamos ahora qué sucede con Ilrr;—3. Observa que mientras que el
X—> X_

numerador se acerca a 8, el denominador cada vez se aproxima mas a cero,
por lo que el cociente sera cada vez mayor. Estamos tentados a escribir

. . 5 . .
directamente lerqi—+3 =0, Hay que evitar las tentaciones, porque depen-

diendo de como se acerque el denominador a cero, la funciéon puede ir a o

0 a - «, y la diferencia entre ellos no es poca. Asi, siempre que el denomina-
dor tienda a cero descomponemos el limite en sus limites laterales, pues
estos tendran comportamientos diferentes. Obviamente, decir que un limite
es infinito, es decir que no existe tal limite, pues la funcién crece sin que
nada la pare.

lim X—+5:—oo, pues 3" <3=x -3<0; lim X—+5:oo, pues 3" >3= x-3>0
x3 X =3 -3 x =3

Un resultado importante, que conviene no olvidar, es que el limite, si existe,
es unico.
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LIMITE Y CONTINUIDAD DE UNA FUNCION

Estamos en condiciones ahora de escribir la definicion de continuidad en un punto:
Decimos que fes continua en x = a cuando se cumplen las tres condiciones siguientes:

1. Existe f(a).

2. Existe limf(x), lo que significa, en el caso de funciones definidas a trozos,

que existen los limites laterales y coinciden:

limf(x) = lim f(x)= lim f(x)

3. lim f(x)=f(a):coinciden el valor del limite con el valor de la funcion en el punto.

Todas las funciones que hemos visto hasta el momento son continuas, unas en
todo R y otras en sus dominios, por lo que podemos escribir:

limk =k, paratoda constante k

X—a

limx" =a", paratodo n real. Aqui estan incluidas también las raices de

X—a

cualquier indice.

1 1
I|m _n = _n
X—a X a
lime'™ = gf@

X—a

Ixi_rgln(f(x)) =In(f(a))

IXiLna sen(f(x)) =sen(f(a))

Ll_rg cos(f(x)) = cos(f(a))

lim tg(f(x)) = tg(f(a))

IxiTa arc sen(f(x)) = arc sen(f(a))
!(ana arc cos(f(x)) = arc cos(f(a))

LI_I‘Q arc tg(f(x)) = arc tg(f(a))

De este modo, Im3=3; lim x° =3°=243; |in1\/; =4 =2

. 2 _1)2 . T .
lime* =e™ =¢'=¢; limsenx=sen==1 limtgx=tg0=0.
x——1 YT 2 x—0

2

En este apartado sélo hemos visto limites de funciones sencillas, en el apartado
siguiente vamos a ampliar el tipo de funciones, y por ello situamos al final del apartado 3
las actividades y los ejemplos concernientes a la continuidad y al calculo de limites.

@ 68 B8 4P
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3. Calculo de limites sencillos

3.1. Algebra de limites

Con los resultados anteriores pocos limites podremos calcular. Necesitamos
algunas propiedades mas, que se engloban bajo el nombre de algebra de limites:

lim(f +g)(x) = limf(x) + img(x) el limite de una suma es la suma de los limites.

Ejemplos

Calcula los limites siguientes:
a) lim(4+x*)=lim4+limx*=4+3?=13
x—3 x—3 x—3
En lugar de escribir tantas veces el término limite, podemos hacerlo directamente,

calculando el limite término a término y sumando los resultados:

b) Iirr;(x3+x+5)=(—2)3+(—2)+5=—8—2+5=—5.
c) Iirq(x5+x4+e"):15+14+e1:1+1+e:2+e.

d) Iirrg)(senx—e"):senO—e0 =0-1=-1.

Con el limite de la suma también calculamos los de la resta, recordando que res-
tar es sumar el opuesto, y el opuesto no es mas que cambiar el signo.

!{iina (f-9)(x)= (Ligg f(x))( !m f(x)) el limite de un producto es el producto de limites.

Ejemplos

Calcula los siguientes limites:

: X . 4
a) )!Lr'r_12(x2~e )=(-2y-e*=—=

b) lim(5x°)=5-(4)° =564 =320
c) |irq(7&-|nx)=7ﬁ-|n1=7|n1=o

d) lim (senx-lnx):senE-InE=lnE
z 2 2 2

X—>—
2

e
© 6 8 4P
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LIMITE Y CONTINUIDAD DE UNA FUNCION

limf(x
lim| — |(x)=222——, limg(x)#0 el limite de un cociente es el cociente de
x-al g ||mg(x) x—a

X—a

limites.

Ejemplos

Calcula los siguientes limites:

a) lim

i
sen—
b) ""l senx _ 2__1
2 02 nE inZt
2
¢) lim cosX _ co§0 =1=1
x-0  @* e 1
d) lim tg(xt”:tg(__f;’ﬂzgzgzo
x—>-1  g** e " e e

Cuando el denominador se acerque a cero y el numerador a un nimero, hemos de
proceder como lo hicimos en el apartado 1, calculando los limites laterales:

im 3x+1_-5_
e) lim 3x+1_3-(=2)+1_-5)>2 x+2 0
X2 X + 2 -2+2 0 im 3x+1_5_

o2 x+2 0

Calcular el limite lateral no consiste mas que en averiguar el signo del denominador
cerca del valor del que tomamos el limite, pues el del numerador ya es conocido. En
e) para calcular el limite por la derecha de -2 podemos coger -1,99, quedando el
denominador positivo (lo indicamos con 0*); para el limite por la izquierda usamos -

2,01, quedando el denominador negativo (lo indicamos con 07).

jm =X 48
f) lim 1-x>  1-7" 48 |7 2x-14 0
=72x-14 2-7-14 0 i 1-x* 48

im =
7 2x-14 0"

@ 68 B8 4P
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. . lim g(x) o . .
!(l_rg(f(x))g(") = (!m f(x))~* el limite de una funcién elevada a otra es igual al

limite de la base elevada al limite del exponente.

Ejemplos

Calcula los siguientes limites:
a) lim(* +x =1y =(F +1-1)"* =1 =1
b) lim (x + 4)*™ = (0 +4)° =4° =1
c) lm(x-2)% =(2-2)*=0%=0

d) lim(cosx +3)*™ =(cosm+3)*" =(-1+3)" =2° =1

3.2. Indeterminacion 0/0

Para hallar el limite de un cociente hemos exigido que el denominador no se anu-
lase, porque si se anula la funcién tiende a «© ¢ —c0 ., Cuando se anulan simultanea-

. . ... 0
mente numerador y denominador estamos ante la indeterminacién 0 pues cual-

quier numero nos sirve como resultado del cociente (recuerda que cualquier nimero
por cero siempre es cero).

Vamos a estudiar esta indeterminacion en el caso de que numerador y denomi-
nador sean polinomios (a este tipo de funciones también se les llama fracciones
algebraicas) o funciones con raices cuadradas. Para otro tipo de funciones hay que
usar una regla llamada Regla de L'Hopital, cuyo contenido escapa al nivel de este
curso.

Si en una fraccion algebraica se anula el numerador y el denominador para un
valor a, esto significa que son divisibles por x — a. Lo que haremos sera factorizar
ambos polinomios y simplificar, con lo que desaparecera la indeterminacion.

Ejemplos

Calcula los siguientes limites:
im x*-9  3-9 _0
3 ¥ _2x-3 3¥-2.3-3 0

Indeterminacion

Factorizamos numerador y denominador usando la Regla de Ruffini o la ecuacion

de segundo grado (porque son polinomios de segundo grado) obteniendo:

@ 68 8 4P
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b)

d)

{x2—9=<x—3)(x+3) im o Xm9 _ (=8)(x+3) . x+3_6_3

X2 —2x—3=(x=3)(x+1) 3x°—-2x-3 x3(x-3)(x+1) x3x+1 4 2

lim X 6_(-2°-(-2)-6_4+2-6_0

= = Indeterminacion
x>2 X2 +8 (-2)° +8 -8+8 0

Factorizamos numerador y denominador obteniendo:

x*—x—-6=(x+2)(x-3); X} +8=(x+2)(x* -2x+4)=

im XoX=6 _ . (+2)x=8) _ .. x-3 _ 2-3 _ -5
im =—————=lim 2 = lim — = = =—
=2 x°4+8  xo2(x+2)(X*-2x+4) =2x*-2x+4 (-2 -2(-2)+4 12

i x-2 __ 2-2
=2 x+7-3 J2+7-3

= % indeterminacion

Multiplicamos y dividimos por el conjugado del denominador:

Cuando tenemos raices cuadradas hay que multiplicar y dividir por el conjugado del
término que contenga las raices.

Multiplicamos y dividimos por el conjugado del numerador:

lim X-2 —lim (Xx-2)(Nx+7+3) —lim (Xx-2)(Nx+7+3) _"m(x—2)(\/x+7+3)=
247 -3 O2(x+T-3)Vx+7+3) =2 (Yx+7p -3 2z X+7-9

|im(x‘2)(x"f;7+3):|in;(x/x+7 +3)=257+3=3+3=6

X—2

lim

x—0

P2x+1-1_ -1
% )

= % indeterminacion

lim \/2x+ “1_im (V2x+1-N(2x+1+1) _ (\/2x+ 1)2 -
x=0 all x(\/2x+1 +1) = x(\/2x+1 +1)
Cfim2X+1=1 2

H0x(m+1) JﬂOx(mm) HO(\/WH) W+l

Los ejemplos y actividades siguientes versan sobre continuidad y calculo de
limites.

© 8 @ 4p
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Ejemplos

Calcula los siguientes limites:

. 2x-5 2.1-5 -3
a = ==
) lem X+7 1+7 8

x—-1 si x#2

0 si x=2 =>!j_rgf(x):!j_rg(x—1):1

b) limf(x), siendo f(x):{

X, sSi x<0

; Representa la funcion.
2x+6, si x=0

Estudia la continuidad de f(x)={

Solucion. El unico punto donde puede presentar problemas para la continuidad es x = 0,
que es donde cambia de definicion la funcién. Veamos si cumple las tres condiciones
exigidas para que la funcion sea continua en dicho punto:

Existe f(0)=2-0+6=6.

lim f(x)= Ll_rgx =0; lim f(x)= Ll_rg (x+6)=6= Como los limites laterales son distin-

x—0" x—0T
tos, no existe Ll_rjg f(x) , por lo que no es continua en este punto. Resumiendo, fes con-
tinua en R-{0}, presentando una discontinuidad de salto finito en x = 0.

Para representarla vemos que se trata de dos rectas por lo que seran suficientes 4 pun-
tos para hacerlo: A

x | 3]0 |03
f)l 3|1 0| 6 |12

6

/r

. Represéntala graficamente.

v

2 .
Estudia la continuidad de la funcion f(x) = {X , Six<T

2x, si x>1

Solucion. El Unico punto problematico es x=1, que es donde cambia de definicion la fun-
cion. Estudiamos las 3 condiciones:

F1)=12=1

lim f(x) = Iirq x>=1 limf(x)= Iirq 2x =2 = como no coinciden los limites laterales, no
— X—

x—1T" x x—1"
existe por lo que f no es continua en dicho punto. Resumiendo, f es continua en R-{1},
y presenta una discontinuidad de salto finito en x=1.

Ahora hay que representar una parabola y una recta:

@ 68 B8 4P
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LIMITE Y CONTINUIDAD DE UNA FUNCION

fool 4 [ ol 1| 216

v

4. Estudia la continuidad de f(x)= X +1

x> -1

Solucion. En este caso los posibles puntos de discontinuidad son aquellos que anulan el
denominador. Resolver la ecuacién: x* —1=0= x = +1. Para saber si son discontinuidades

de salto infinito o discontinuidades evitables (indeterminaciones %) sustituimos estos

valores en la funcion:

f(1)= 12T+1 = % — en x=1, fpresenta una discontinuidad inevitable de salto infinito.

f(-1)= # - % —, en x=-1, f presenta otra discontinuidad inevitable de salto infinito.

Resumiendo, f es continua en R-{-1, 1}, y presenta discontinuidades inevitables de salto
infinito en -1y 1.

Estudia la continuidad de f(x) = ’; _3é(_
X pa—

Solucién. Resolvemos la ecuacion 2x —6 =0 = x =3, y sustituimos este valor en la fun-

2
cion: f(3) = 32 gig :% Indeterminacioén . Para resolver la indeterminacion factorizamos

los polinomios y calculamos el limite cuando x—3 y si este limite existe definimos

_ . x?=3x
0= I

Factorizamos: x> -3x =x(x-3), 2x-6=2(x-3)=f(3)= lim XX=3) _ i X _

Asi, f es continua en Ry presenta una discontinuidad evitable en x=3.
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2
6. Calcula los siguientes limites: a) lim M; b) lim—2_
x—4 x—-4 x—5 X —5

Solucioén.

a) im x?-8x+16 _4°-8-4+16 _0

x4 x—4 - =0 Indeterminacion

Factorizamos numerador y denominador, sabiendo que ambos tienen un factor x — 4.

2
El limite queda: [im (X_t) = Iin}(x—4): 4-4=0.

x—4 X —

b) lim < 5= g. Como queda un numero partido por cero, hay que calcular los

x—5 X — O
limites laterales: lim L _ Y = —oo(prueba con 4,99); |lim — L

x—>57 A T 5 0_ x—5T X — 5 0+
(prueba con 5,01).

7. Calcula los siguientes limites: a) IimL ; b) lim M
x—=24x—8 x—>1X -x-2

Solucion.
a) I| m 4x6 8 g = calculamos los limites laterales al quedar un numero partido por
cero: lim —— 8 B —o(prueba con 1,99); lim —— 8 _9 . (prueba con 2,01).
X—2" 4 _8 O ’ x—2" 4 8 0+ ’
b) lim 3x+3 __ 3(=M+3  _0 y,yeterminacion

x>-1x> —x-2 (=1%-(-1)-2 0
Factorizamos el numerador y denominador, sabiendo que x +1 es un factor, obte-
niendo 3(x +1), (x +1)(x —2), respectivamente. El limite valdra:

. 3(x+1) . 3 _ 3 _
T Nx—2) AMx—2- A=z

© 8 @ 4p
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Actividades

r a
i 1
: _ o xX*—x+1 si x<-2 :
i I 1. Estudia la continuidad de f(x)= ) : I
: 3x -3, Si x>-2 :
1 1
1 9 . 1
X —-2x+2, si x<£2
@ | 2. Estudia la continuidad de f(x)= _ . !
: In(x —3), si x>2 1
. ]
1 % 1
@ ! 3. Estudiala continuidad de a) y=> ; b) y= . !
: X X+4 :
1 1
1
& : 4. Estudia la continuidad de f(x)= X" l
: x°—2x-8 !
1 2 1
—x-2
@ | 5 Estudiala continuidad de flx)= "< :
I 2x°—x-3 I
1 1
: x2—6x+9 . .
| . . . Y= si x#3 I
i 1 6. Determina k para que f sea continua en x = 3, siendo f(x)=7 3x?-27 : i
l K, si x=3 !
' S x?-8x+12 '
7, lim X=X '
i ! 7. Calcula IIm & 314 !
1 1
L el T ]
@ ° S s i
1 1
I E v I
@ ! o calcula lim Y2 TX=2 !
1 x—-1 X +1 1
1 1
: X° —4x2 -19x-14 ]
@& ' 1o0. calcula lim ~ . -
. x=7 x° —49 :
1 1
1 I 1
@ ! 11. calcula Iimw. :
1 x—0 X 1
| |
i [ x®-2x*-2x-3 I
I 42, Calcula lim ) I
! Calcula x=3 x° —5x? +3x+9 :
] !
1 1
1 1
[ o e e R R S R A R R R R A R S A R R R R R R ol
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4. Limites en el infinito

4.1. Limites en el infinito de funciones basicas

¢ Qué significan lim f(x) 6 lim f(x) ? Por o« y - representamos valores
X—o0 X—>—oco

extraordinariamente grandes de la variable (en valor absoluto en el caso de -0, porque

considerado con el signo serian extraordinariamente pequefios). Graficamente, o
esta a la derecha y el limite nos puede indicar qué le ocurre a la funcién cuando la

variable independiente crece indefinidamente, sin nada que la pare. Por su parte, -
esta a la izquierda, y en este caso nos indica qué le ocurre a la funcion cuando x
decrece indefinidamente.

Se pueden plantear seis casos que recogen las graficas en colores:

lim f(x)=k, lo que indica que la funcion esta acotada acercandose a un valor k.

X—>too

Iirp f(x)=<0, lo que indica que f no esta acotada superiormente y aumenta
X—>Too

tanto si la variable independiente crece, como si disminuye.

lim f(x)=-co, lo que indica que f no esta acotada inferiormente y disminuye

X—>too

tanto si la x aumenta, como si disminuye.

Aunque para calcular limites en el infinito hayamos recurrido a usar valores de
X muy grandes, conviene tener en cuenta que infinito no es un numero, no sigue las

reglas que debe cumplir cualquier nimero, ya que, o +o00 = 0o, 00 -00= 00, 00~ =00, En
realidad, es una convencién matematica que indica la imposibilidad de detener algo
que aumenta.

Los siguientes resultados son bastante evidentes:

e |lim x=o0, lim Jx=o0, lim x2=c0o= lim x" =oo, r>0.

X—>o0 X—>o0 X—>o0 X—>o0
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Esto nos permite calcular limites como lim x" =, 6 lim x = oo, pues sirve
X—>o0

X—>o0

para cualquier valor real del exponente r.

o lim x=—c, lim Xx* =co, lim Xx* =—o0, lim x* =co= lim X" =(-1) -0, r > 0.
X——o0 X——o0 X——o0 X——o0 X—y—o0
Fijate que lo Unico que hemos de tener en cuenta es el exponente de la x, pues
si es impar, como se trata de - « , el signo sera -, y si es par el signo sera +.

o lim =0, fm =0 fm =0 lim — =0,

X—teo ¥ X—>oo X Xoe  y x—teo !

i , 1 o 1
Ahora podemos calcular limites como lim — =0, ¢ lim — . Observa que
D ¢ X—>itoo Q/;

ahora el que sea » 6 -» es indiferente, pues 0 no tiene signo.

El multiplicar por una constante no cambia ni el valor ni el signo del limite si ésta
es positiva, y cambia el signo si es negativa:

lim (7x°) =0, lim (=2x°)=—e, lim (7x*)=—e, lm (=3x°)=~(—e)=co

X—o0 X—>—c0

1 . " .
En el caso de — el multiplicar por una constante, ya sea positiva o negativa,
X

. - . . k
y aunque sea muy grande, no cambia el valor del limite, verificandose que lim —=0.

Xt

_ 20
Puedes ver que lim é =0, Ilim 18299 =0, Ilim 10
X—>too X X—>too X X—>too

=0. ¢Te sorprende el

ultimo resultado? Recuerda que calcular el limite cuando x tiende a infinito es poner x

muy grande, y siempre podemos encontrar nimeros mayores (y mucho mayores) que

10” (como 10200, 10400, 101000, etc.), por lo que el cociente tendera a cero, independien-

temente del valor de la constante, que es una cantidad fija, cosa que no ocurre con x.

Este resultado es importante ya que nos va a permitir simplificar el calculo de
limites de polinomios; bastara sacar en factor comun el monomio de mayor grado:

3x? N 6x 1
2x°  2x°  2x°

lim (2x° —3x* +6x-1) =lim (2x°)| 1-

X—>o0

= lim (2x5)(1— 3 + 6 1 )zlim (2x°)-1=lim 2x°.
Xeo 2x®  2x* 2x% ) xoe X0

Observa que al sacar como factor comun el monomio de mayor grado tendremos
que ponerlo dividiendo a todos los demas términos. El unico término del segundo
paréntesis que no se anula, al calcular el limite, es el 1, con lo que el limite infinito
de un polinomio queda reducido a calcular el limite del monomio de mayor grado, que

siempre sera + « 0 - », Veamos otro ejemplo:
© 6 d b
__*)
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3x 3x*

X—>—o0 4

lim (3x* —1000x +2) = lim [(3x4)(1—1000"+ 2 ﬂ:

im [@x)[1=1999 L 2 W jim [(3x*)-1]= lim (3x*) = o
X—>—o0 3X3 3X4 X—>—o0 X—>—o0

Gracias a esto podemos escribir directamente que:

lim (3 - 2x +4x2) = lim (4x?)

X—>o0

Por lo que respecta a la exponencial y el logaritmo vimos que:

lim e* = oo, lim e* =0.
X—>o0 X—>—o0

lime™ =0, lim e = oo,
X—o0 X—>—o0

limInx = oo,

X—o0

Sin embargo, de las funciones trigonométricas no podemos decir qué les ocurre
ni en o ni en -, debido a la periodicidad, por lo que no se pueden calcular

XILTW senx, XILTOC COS X, J'_Tm tgx .
L ] L] w
4.2. Indeterminaciones — , o —oo
(®.o)

Podemos aplicar las reglas del algebra de limites para el calculo de limites en el
infinito de funciones mas complejas que las tratadas hasta ahora. Aunque parezca
un tanto extrano vamos a empezar por el limite de cocientes de funciones:

H 5
3xS44x° —6x0 41 Im3XT _—
a) lim " ~*>>——=— indeterminacion
X X" +1 lim x oo

X—>e0

. . .z oo . . .
Aparece la indeterminacion — , debido a que «© no es un numero, pues si lo
o0

fuera no tendriamos indeterminacion sino que escribiriamos que el resultado es 1.
Para resolver esta indeterminacion simplificamos el cociente y luego calculamos el
limite, obteniendo:

. 3x°+4x®-6x*+1 . 3x° .
a) lim 7 =lim ——=Im 3x=c
X—>o0 X +1 D¢ X—>o0
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_ 3 lim 4x3
b) lim 1-2x+4x -

Observa que en el caso de polinomios, tanto en el numerador como en el deno-
minador (lo que se denomina fracciones algebraicas), pueden darse tres situaciones:

&~ Que el grado del numerador sea mayor que el grado del denominador: el

&

xo—e Bx3 4 4x -7 xo= B5x3  xo-

X—>—o0 —°

“ : = 2 -2 indeterminacion
xo-  3x° —15 lim 3x —oo oo

X—y—c0

Procediendo como antes obtenemos:

lim Mz lim ﬁz lim 4_4
o= 3x—15  xo= 3x° xo= 3 3
_ 7x+4 lim7x 7x 7
lim 5 = > =Ilim > =1lim —=0
x> 3x? -5 |im 3x* xo= 3x* xo= 3X

X—>o0

cociente sera o ¢ —oo.

im XX _jim 3 _im( 3 e
X—>00 1_4X3 X—>00 _4X3 X—>00 —4

lim 3XG—_Xinm £=Iim ix3 =—(o0) =0
X—>—o0 1_4X3 X——o0 _4X3 x——oo| —4

Que el grado del numerador sea igual al grado del denominador: el limite es
el cociente de los coeficientes de los monomios de mayor grado del nume-

rador y del denominador.

i 1+7x° o TXxE 7 7
m PO lim 7= lim —_— ===
xo= 24+3x-5x* xo= —5x* xo= | b

—— = lim

5

. 6x°-18 . 6x° 6) 6
im ————— = Ilim =5

Que el grado del numerador sea menor que el grado del denominador: el

limite del cociente siempre es cero.

o 1-4x® . 4x® . -4

lim 6—z||m —6=I|m —3=0
xoe X% —x  xo=  3x x> 3

. 7x-45 7x 7

im ——— = Ilim — = lim —2=O
X—>—o0 X +1 Xo—eo ¥ X ¥

w © 8 B
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Estos resultados pueden usarse directamente, aunque hay que tener precaucion
con el primero de ellos, pues el que el limite sea o 6 —c0 depende no solo de hacia
donde tienda x, sino de los coeficientes de los monomios de mayor grado y del expo-
nente de la x.

[e ]

Esta forma de resolver la indeterminacion — solo sirve para las fracciones alge-

8

braicas y es necesario otro procedimiento para cocientes de otro tipo de funciones.

Casos triviales de limites en el infinito se producen cuando se suma infinito con
cualquier numero, cuando se suman infinitos, cuando se multiplica infinito por un

ndmero

lim

X—>o0

lim

X—>o0

lim

X—>o0

o cuando se multiplican infinitos:

( 3Inx+e"‘):oo+0:oo

También resulta una indeterminacién cuando se obtiene oo —oo:

&

Si se trata de la resta de fracciones algebraicas efectuaremos la resta de las
fracciones:

. x? x? . ox2 . x? . L
lim - =lim —lim— = - indeterminacion .
xoe | X=1 X4+1| xo=x—-1 xo=x+

El porqué cada fraccion sale infinito esta explicado al tratar la indetermina-

.z oo
cion — .

oo

Sin embargo, si restamos las fracciones:

. x* X X=X x=1) . X +x2-xP+x? . 2x?

lim - = = > =lim ——=2
o | X=1 X+1] xo=  (Xx=1)(x+1) X0 x° -1 xoe x4 —1
En este otro ejemplo el limite resulta —oo:

: x° . N : x° - x(x+1)-x°
lim | x-— = —oo indeterminacion = Iim | x—-— |[=lim————— =
X—>e0 xX+1 X X+1] o= x+1
2 3 3
X+ X=X — .
= lim ~lim=—=lim( -x*) =-eo
X—yo0 X 1 X—oo X X—yo0
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s~ Si se trata de funciones con raices multiplicaremos y dividiremos por el con-
jugado del que tenga la raiz. Veamos algunos ejemplos:

) |im(\/X+3—\/;)=°°—°° indeterminacion = Iim(\/x+3—\/;)=

. (\/x+3—\/;)-(\/x+3 +\/;) . (\/x+3)2—(\/;)2
X Ix+3+x oo Ix+3+4x

=lim———— X+3-x =|lim————=0

oo Jx+3+4x == Jx+3 +J_

X—>o0

X—>e0 X—>o0

(\/xz—3x+1—x)~(\/x2—3x+1+x) X2 3x 41— x°

=lim

lim (\/x2 -3x+1- x) =oo—oo indeterminacion = lim (\/x2 -3x+1- x) =

=lim

X VX2 =3x+1+x X"“\/x2—3x+1+x~
-3x 3
= lim =lim

X—>e0 / + X X—>e0 2X _E

En este tipo de indeterminacion con raices hay que tener cuidado con los
grados de numerador y denominador, y con el o los polinomios que poda-
mos tener dentro de la raiz, por lo que es aconsejable operar con los
monomios de mayor grado para simplificar antes de dar el resultado.

. . . co - 1
Otra indeterminacion es o« - 0 que se convierte en = s escribimos 0 como —, o
oo

0 . . 1 .
en — siconvertimos o en —. En el nivel en el que nos desenvolvemos en el pre-

0

0

sente curso esta indeterminacion es trivial:

X—>o0

(1, . . (1 ) . xP
lim ;~x =00 indeterminacion = lim ;~x =lim=—=o

X—>e0 X—eo X

Fijate que para tener esta indeterminacién hemos separado un cociente. Dado

(o]

que esta indeterminacion puede convertirse en = o] 0" en el caso de que no sean

polinomios, hay que usar otro procedimiento llamado Regla de L'Hbpital, que no se
vera en este curso.
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NS Ejemplos

1. Calcula los limites siguientes:

3 2 2
XS =X +1 . 4x°+3
a) lim =———; b) lim———
x> x* 4+ 3x x>= - x*
Solucion.
3 2 3
X" =X"+1 o . L . X .1
a) lim ————=—indeterminacion = lim —- = lim —=0
x> X° 43X = xomem x4 X X
. 4x*+3 o , > G
b) lim——==— indeterminacién = lim =lim(-4)=-4
R 1_X —00 X—eo _ ¥ X—yo0

2. Calcula lim (\/x2 +3 —x)

X—>00

Solucion.

( x2+3—x)-(\/x2+3+x)

lim (\/x2 +3- x) = —oc indeterminacion = lim =

x> X x> +3+x
X +3-x 3
=lim————=lim——=0
I +3+x TTNX 43+ x
3. Calcula los siguientes limites:
- 4x° -1 - 1-x*
a) lim— ; b) Iim .
xo= X" +2 o= ]— X
Solucién.
. 4x° -1 e . L . 4x°
a) lim— =— indeterminacién = lim =lim4x =0
X X% 4 2 oo X0 ¥ X—>o0
. 1-x' L . =5
b) lim > =— indeterminacion = lim — = lim x? =oo
X—>—o0 1 - X —co X——e0 _ ¥ X—>—o0

4. Calcula Iim(\/1+x+x2 —x)

X—>o0

Solucion.

lim (\/1+ X+ X2 —x) = —oo indeterminacion =
(\/1+x+x2 —x)-(\/1+x+x2 +x)

= lim =

X VI+x+x2 +x

1 x+x2=x> . 1+x . ox 1
=lim———"— = |lim =

o2 My x+x2 +x OUx2 +x e 2x 2
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Actividades

16. Calcula Iim(\/xz “3x+1-x2 —5x—1) .

X—>o0

F |
I 1
I 13. Calcula los siguientes limites: :
1 I
! 2 3 4 5 .4 1
: a) Iim1+x X +Xx 4x ; b) Iirnx 23x +6x_ :
: xoe 24+ 3x—-5x x——= 2X° +6Xx—3 [
| :
I I
| 14. Calcula Iim(\/2x2 +3x—1-+/2x2 +1) . :
| :

I
i 15. Calcula los siguientes limites: !
: |
I . —2x* +3x% +6x _ . —TX*+4x+1 I
[ a) lim - : b) lim —S——F—. I
: xo-e  Bx° —3x+1 x> 3x° —5x +6 :
I I
I I
I 1
I I
I I
1 I
| 8 ol

5. Asintotas

Se llama asintota a la recta a la que se acerca la funcién cuando la funcién no
esta acotada en un punto (asintota vertical), o a la recta a la que se acerca la fun-
cion cuando x — +~ (asintota horizontal y asintota oblicua). Asi, tenemos tres
tipos de asintotas que estudiaremos seguidamente.

Una asintota vertical indica que la funcién tiende a « 6 - conforme x se acer-
ca a un punto. Este es el comportamiento que hemos visto en las funciones

y =%, y =%, y=Inx, ... y se da en funciones definidas como cocientes en

los puntos que anulan el denominador, o en el caso del logaritmo, en los puntos que
anulan el argumento. La ecuacion de una asintota vertical es x = a, siendo a el nume-
ro que anula al denominador o al argumento de un logaritmo. Veamos algunos ejem-
plos:

y =% tiene una asintota vertical de ecuacion x = 0 (eje Y);

3 . , . .,
y= X—5 tiene una asintota vertical de ecuacion x = 5;

y = In(x + 4) tiene una asintota vertical de ecuacién x = - 4.

@ 68 8 4P
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Para hallar la ecuacion de las asintotas verticales hay que resolver la ecuacion:
DENOMINADOR = 0 o, si la funcion es logaritmica, ARGUMENTO = 0.

Una vez hallada la ecuacion de la asintota vertical, para dibujarla, interesa saber
qué le ocurre a la funcién cerca de dicha asintota. Para ello usaremos los limites late-
rales. En los ejemplos anteriores resulta:

1 1 ] 1 1
lim — = — = —o; im—-—=—=
x->0" X 0 x-0" X Q0
im-—"=2_c lim _5_
x53 3— X 0" ’ x53" 3 — X 0
A A
- 5
X
3-x x=3
> ] >
x=0

En el caso de la funcién In(x + 4) no tiene limite por la izquierda, porque no hay
logaritmos de numeros negativos.
Las asintotas horizontal y oblicua nos indican adonde se acerca la funcion

cuando x — oo . Son dos rectas, una de ellas horizontal, tiene pendiente cero, y otra
oblicua, de pendiente distinta de cero.

Una funcién f tiene una asintota horizontal cuando Iin+1 f(x)=k, siendo k un

numero real. La ecuacion de la asintota horizontal es y» = k, donde escribimos el
subindice ~ para distinguirlo de la funcion, que muchas veces se llama y. Una funcion

no tiene asintota horizontal cuando lim f(x) = e .
X—>too
Si la funcion tiene asintota horizontal, no tendra asintota oblicua, pues la horizon-
tal es un caso particular de la oblicua, con la pendiente igual a cero. Veamos algu-
nos ejemplos de asintotas horizontales:

a) y:X_+1:>||mX_+1,~_,||m£:1iy =1
X =1 X—too X — Xx—teo X H

=3 S lim=S_=0=y,=0 (ejeX

b) ¥=g—= lImg==0=y,=0 (eje X)

@ 68 8 4P
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c) y=e‘xz>lime‘*=0, lime™ = =y, =0, cuando x — o

X—>—o0

En este ultimo ejemplo observamos que hay funciones que tienen distinta asin-
tota horizontal cuando x— que cuando x— —0, aunque éste no suele ser el caso de
las fracciones algebraicas.

Para saber como se acerca la funcién a la asintota horizontal (si lo hace por enci-
ma o lo hace por debajo), hay que estudiar el signo de la diferencia y—y tanto en

o0 como en —oo. Veamoslo en las funciones anteriores:

L>O cuando x o=y -y, >0
a) y- _X+1_1_x+1—(x—1)_ 2 NrE Y=VYu
Y=¥w=373717 X -1 Cx—1

%<0 cuando x > —e=y -y, <0

De que y - y» > 0 concluimos que la funcion y va por encima de la asintota y

cuando x—o, y de y—yy< 0 que la funcién y va por debajo de la asintota y, cuando

X— —oo. Graficamente:

]
N,
w-
~+
[
o

3 _ 3 8—x<0 cuando x » o=y -y, <0=y<y,

8—x>0 cuandox 5> —ce=y -y, >0=y>y,

Como y - yu < 0 cuando x— o, y va por debajo de y, e inversamente, como
y — yx > 0 cuando x— —o0, iy va por encima de y .

©@ 68 B8 4P
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Graficamente:

¢) No es necesario hacer ningun calculo porque la exponencial siempre es posi-
tiva, luego la funcion e ira por encima de la asintota y .

-
N
w
N
(&)}

Una asintota oblicua es una recta de ecuacion: y,, = mx+n a la que se apro-
xima la funcién f cuando X — teo,

¢, Cémo calculamos m y n? Si f se aproxima a y, debera verificar que

) 45 jim X i T 2 i TX)
X—>too yob x—=toe MX + N x—t0 MX X—to X

XIi_)rl(f(x) Y )=0= XIi_}rgm(f(x) -mx-n)=0=n= )(Ii_)r?m(f(x) - mx)

Observa que primero calculamos m, y debe dar un valor finito, pues en caso con-
trario no tendria asintota oblicua, y luego calculamos n. Igual que en el caso de la
asintota horizontal, para ver como se acerca la curva a la asintota hay que calcular
el signo de la diferencia y—y. Recuerda que sélo buscaremos una asintota obli-
cua cuando la funcién no tenga asintota horizontal. También puede darse el caso
de que la asintota oblicua sea distinta para x— « que para x— —o0, aunque se pro-
duce en funciones mas complejas que las que trataremos aqui. Veamos algunos
ejemplos:

x2 +1 X2 +1

. ¢ . , . .
a) y= = lim = lim — = lim x =te = no tiene asintota horizontal.

X — 3 X—teo X — X—teo X X—>Foo
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Averiguamos si tiene asintota oblicua:

=1

X2+1 2 2 2
. f(x . _ . X +1 . x°+1 . X
m=I|mQ=I|m X=3 _ |im = lim = =~ lim =
x—teo X x—te X X—>too x(x —3) xoto ¥ —3x  xote )

X—>Feo X—>Feo X—>too X — 3

= im (F(x)=mx) = fim (:31] i G

. X2 +1-x*>+3x . 3x+1 . 3x
= lim = lim = |lim ==

X—teo x-3 X—oo X — X—too X

3

La asintota oblicua tiene por ecuacion y,, = x + 3. Para representar la asintota
oblicua necesitamos dos puntos. Por ejemplo (-3, 0) y (3, 6) .

Para ver como se aproxima la funcién a la recta estudiamos el signo de la dife-
rencia y— Yo :
x2 +1 x> +1-(x-3)(x+3) x2+1—(x2—9) 10
y‘y‘)b:ﬁ‘("”): x-3 - x-3 “x-3
10
x-3
10
x-3

>0 cuando X s ece=y-y, >0=y>y, = yvaporencimadey,

<0 cuando x 5> —e=y-y,<0=y<y, = y vapordebajodey,

Graficamente

-20 20

2x* o2t 2kt . ) ,
35— = lim ———= lim —— = lim 2x =+« = No tiene asintota horizontal
x°+5 xoteo }° 4 B xote x X—>oo

2x*

(X)L 3ys L 2x! . 2x*
:>m=I|mQ=I|mX+5=I|m == lim &=
Xote X x>t X Xt T L By xode x

4 _ 3
( 2x* —2x)= im 2x 2x(x +5)_

b) ¥=

2

0

n=lim (f(x)-mx)= lim

X—>too X—>too

. —10x
3 3 =lim ——=
x°+5 Xteo x°+5 xote x° + 5

©@ 68 B8 4P
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La asintota oblicua tiene por ecuacion y., =2x. Para representarla cogemos los pun-
tos (-3, —6) y (3, 6). La funcion se acerca a la asintota oblicua de la siguiente manera:

® x%i5 x*+5 xX+5 X X2

=Y -Yu<0=y<y, = Yy vapordebajodey,

0=

Graficamente seria:

Ejemplos

1. Averigua las asintotas de y = e indica como se aproxima la funcion a sus asintotas.

_ 5
3x%-12
Solucién. Para hallar las asintotas verticales resolvemos la ecuacion denominador = 0,
que en este caso es 3x° —-12=0= 3x* =12= x* =4 = x = +2 = La funcién tiene dos

asintotas verticales de ecuaciones x = 2, x = 2.
Para ver como se aproxima a cada asintota vertical hay que calcular los limites laterales:

5 5 . 5 5
=oo (pruebacon —2,01); Ilim = — = —oo(prueba con—-1,99
(P v =il )

lim 5 =—
x>2 3x°-12 0

; 5 5 . 5 5
lim ———=— =-= (pruebacon 1,99); I|im =— =o (prueba con 2,01
X2~ 3)(2 -12 0 (p ) v 3X2 -12 0 (p )

, . . 5 e
Para hallar la asintota horizontal calculamos lim W =0 = La funcioén tiene como
X—>too X -

asintota horizontal la recta y41=0, que es el eje X. La funcién se acerca a la asintota

horizontal de la siguiente manera:

@ 68 8 4P
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3. Halla las asintotas de la funcion f(x)=

5 0 5

Y-Y,=—5——-0 = i>0:> y-y,>0= y>y,= La funcion va
3x*-12 3x?

3x%-12
por encima de la asintota horizontal.
Como la funcion tiene asintota horizontal no tendra asintota oblicua.

4x+3
2. Averigua las asintotas de ¥ =~ —= 'y estudia como se acerca a sus asintotas.

Solucién. Para hallar las asintotas verticales resolvemos la ecuacion Xx—-7=0=x=7=
La funcion tiene una asintota vertical de ecuacion x = 7, a la que se aproxima del modo
siguiente:

, 4x+3 31 ) o _4x+3_31_
XIT; =570 - —eo (prueba con 6,99); )!T;] =7 "o - (prueba con 7,01)
Para hallar la asintota horizontal calculamos el limite x"jll = 4;_+73 = X”_[Dw = 4—):( =4 | por

lo que la asintota horizontal de la funcion tiene por ecuacién y, = 4. La funcién se apro-

xima a la asintota horizontal de la siguiente manera:
31
_4x+3 , 4x+3-4(x-7) 31 x—7
Y=Yu=73"7 R x—7 Tx—7 31

X—7

>0 cuando x — =

<0 cuando x — —oo

Por lo tanto, la funcién va por encima de la asintota horizontal cuando x— « (pues
y — ¥y > 0)y va por debajo cuando x— — o (pues y — y, < 0).
2

X
x—-4

y estudia el comportamiento de la funcién

cerca de sus asintotas.

Solucion. Resolvemos la ecuacion x —4 = 0, x = 4. Por tanto f tiene la asintota vertical
X =4, a la que se acerca del modo siguiente:

2 2
lim . E =—oo (prueba con 3,99); lim e A +oo (prueba con 4,01)
x—4 X — 0 x4t X —4 0"
L TXE L TXE , ; :
Como Xll_)rpmx_ zJI_)erT=X|I_>rDN(7X)=i°° no tiene asintota horizontal, por lo que

buscamos si tiene oblicua:

7 x?
il i Sl e (T b
X—>too X X—to X — X—to X X—>too
. (7x? _TX*-Tx(x-4)  28x . 28x
=t (10 me) =i 72 7 i P i 2%ty 220

La asintota oblicua tiene por ecuacion yq, = 7x + 28. La funcion se acerca a la asintota
oblicua del siguiente modo:

@ 8 B8 4P

188




© 8 @ 4

_TX2—(7x+28)(x-4) 112

f(x)—yob=m‘(7x+28) X —4 “x-47
;1_24>0 cuando x > e =f >y, =f vaporencimade y,,

112
x—-4

<0 cuandox —-~=f<y, =1 vapordebajode y,

4. Averigua la asintotasde y = X — ~+9 © indica como se aproxima dicha funcién a sus asintotas.

Solucién. Resolvemos la ecuacion x + 9 = 0. Tiene como asintota vertical x = -9 y se
acerca a ella del modo siguiente:

: 1 1 .
xl_m(x - m) =-9- o oo (prueba con -9,01);

: 1 1
XILTa (x - m) =-9- o —eo (prueba con -8,99)

Asintota horizontal no tiene porque Iirp (X_XL-FQ}: Iirp X =t , La asintota oblicua

. . . ] . 1
podemos calcularla sin necesidad de recurrir a la férmula porque I|n+1 (x %3917
X—>too

= lim x=y,, =X _ Lafuncién se aproxima a la asintota oblicua de la siguiente manera:

X—>too

1
1 1 x—+9>0 cuando x — o

Y =Yoo = X539 X x50 ™

L<0 cuando x — —o
X+9

por lo que y va por encima de y,, cuando x — « y va por debajo cuando x — — co.

L |
1 1
I _ I
i : 17. Averigua las asintotas de la funcién y = % y estudia el comportamiento de dicha fun- .
| _
! cion cerca de sus asintotas. i
1 2 1
i I 18. Halla las asintotas de f(x)= ¢ e indica como se aproxima la funcion a sus asintotas. |
1 1
' 7x2 -5 '
i | 19. Estudia el comportamiento de f(x)= T cerca de sus asintotas. Escribe las ecua- |
: x° + I
. ciones de dichas asintotas. |
1 3 1
& ! 20. Halla las ramas infinitas de f(x)=—; e indica el comportamiento de la funcion cerca !
| _
: de ellas. i
[ o e e e R R R S - o
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