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Operaciones con funciones.
Funciones trascendentes:
exponencial, logaritmica y
trigonometrica

| algebra de funciones indica qué operaciones pueden realizarse con funciones
E y como hacerlo. Operacion nueva y muy importante es la composicion, pues per-
mite construir funciones complejas a partir de las sencillas, y lleva al concepto

de funcion inversa.

La funcién exponencial se define a través del numero e, que es a la vez la base de los
logaritmos neperianos. Se pone de manifiesto la relacién entre ambas funciones, que son
inversas entre si. Definimos y describimos los datos basicos de las funciones trigonométri-
cas seno, coseno y tangente, y de sus inversas.

Los objetivos que nos proponemos alcanzar con el estudio de esta Unidad son los
siguientes:

1. Introduccion a la notacion matematica y al calculo de las operaciones con funciones.
2. Construccion de funciones complejas mediante la composicion.

3. Calculo de la inversa de funciones.

4. Profundizacion en el estudio de las funciones exponencial y logaritmica.

5

. Conocimiento y manejo de las funciones trigonométricas.
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1. Operaciones con funciones

El conjunto de operaciones que podemos realizar con las funciones, asi como
las reglas que permiten efectuar dichas operaciones, recibe el nombre de algebra de
funciones. Las funciones, siempre que compartan el dominio, podemos sumarlas,
restarlas, multiplicarlas, dividirlas y, cuando el dominio de una contenga a la imagen
de otra, componerlas. El objetivo de este apartado es estudiar las cuatro primeras,
reservandole a la quinta un apartado completo. A continuacién estudiamos las cua-
tro primeras operaciones.

1.1. Suma de funciones f+g

La suma de las funciones fy g es otra funcién que simbolizamos por f+ g y defi-
nimos por

(f+ g)(x) = f(x) + g(x)

Es decir, para sumar dos funciones sumamos los valores que toman las funcio-
nes en cada punto; en Matematicas es equivalente hablar de puntos o de niumeros
reales, pues son considerados sinénimos.

Ejemplos

1. Dadas: f(x)=4x-5y g(x)=x*+7 = (f+g) (X)=4x-5+x*+7=x"+4x+2.

x>+ x+3

2. Dadas: f(x)=§ y gx)=x+1 = (f+g)(x)=§+x+1=
X X X

3. Dadas: f(x)=x>-5x+4 vy g(x)=5x°-x*-8x=(f+g) (x)=6x>-x*-13x +4.

Parece claro que la adicion es conmutativa f+g=g + f.

1.2. Resta de funciones f-g

La resta de las funciones fy g es otra funcidon que simbolizamos por f - g y defi-
nimos por

(F-g)(x) = f(x) - g(x)

Igual que antes, hay que restar las dos funciones punto a punto.
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Ejemplos

1. Dadas:f(x)=4x-5y g(x)=x*+7=(f-g) (x)=4x-5-(x*+7) =-x*+4x-12.

3-x-x°

2. Dadas:f(x):% y g(x)=x+1:>(f—g)(x):%—(x+1)=%—x—1= "

3. Dadas:f(x)=x>-5x+4 y g(x)=5x>-x*-8x=

=(f-g) (x)=x*-5x+4—-(5x°-x"-8x) =—4x*+x*+3x+4.
|

Observa que para restar cambiamos de signo todos los términos de la funcién
que esta restando, y luego efectuamos las operaciones pertinentes. También se
puede interpretar como sumar a f la funcion opuesta de g (la opuesta de g es —g).
Obviamente la diferencia no es conmutativa.

1.3. Multiplicacion de funciones f-g

La multiplicacion de las funciones fy g es otra funcidon que simbolizamos por f- g
y definimos por

(f- g)(x) = f(x) - g(x)

Multiplicaremos punto a punto, y para todo x del dominio comun.

Ejemplos

1. Dadas:f(x)=4x-5vy g(x)=x>+7=(f-g)(x)=(4x-5)-(x* +7)=4x> —5x> + 28x — 35.

3

2. Dadas:f(x)== y g(x):x+1:>(f.g)(x)=%_(x+1)=3(X+1).

3. Dadas:f(x)=x*-5x+4 y g(x)=5x*-x*-8x=
(f-g)(x)=( x*—5x+4)( 5x° - x* —8x) =5x° — x* —33x* + 25x° + 36" - 32x.

El producto de funciones si es conmutativo f-g=g-f.
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1.4. Division de funciones flg

f
La division de las funciones fy g es otra funcion que simbolizamos por — vy defi-
nimos por g
f(x)

i (x)=——=, si g(x)#0
g 9(x)

Dividiremos las funciones punto a punto en todos los puntos en los que no se
anule el denominador. Como esta prohibido dividir por cero, debemos excluir en la
definicion aquellos puntos que hacen cero el denominador.

Un caso particular de division de funciones es (;j(x) = % cuando f(x)#0,
X

que recibe el nombre de inversa para el producto, pues (f.%j(x):f(x).%:m
X

Hay que tener cuidado con el término inversa porque habitualmente se reserva para

la inversa obtenida a partir de la composicién de funciones.

Tampoco es conmutativo el cociente de funciones.

Ejemplos

1. Dadas: f(x)=4x-5 vy g(x):x2+7:>[§](x):4x_5

1 x(x+1) x*+x

3
2. Dadas: f(x)=g y g(x)=x+1:>(ij(x)= X
X g X+

3. Dadas: f(x)=x*-5x+4 'y g(X)=5x3—x2—8x:>(§](X)=5

Actividades

1. Dadas:f(x)=x+3 vy g(x)=2x-1, calcula f+g, f-g, f-g, y flg.
2. Dadas:fix)=3x*+8 y g(x)=x*+3, calcula f+g, f-g, f-g, y flg.

3. Dadas:f(x)=1 y g(x)=g, calcula f+g, f-g, f-g y é
X X

4. Dadas:f(x)=L y g(x)=£, calcula f+g, f-g,f-g vy L
X +1 2 g
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2. Composicion de funciones fog

Se define la composicion de dos funciones como (fe g)(x) = f(g(x)). La ante-
rior operacion se lee g compuesta con f (fijate que se lee de derecha a izquierda,
no de izquierda a derecha como es habitual). Si observas la definicién te daras cuen-
ta de que la funcion de la derecha, en este caso g, es la variable independiente para
la funcion de la izquierda, en este caso f. Es decir, en lugar de poner x en la f hay
que poner g(x). La composicion de funciones conduce a otra funcion que produce el
mismo efecto que g(x) y f(x) actuando sucesivamente.

@ g . f .

Ejemplos

Dadas:f(x)=x+3 y g(x)=2x-1 calculafog y gof.
Solucién. (feog) (x)=f( g(x))=f(2x-1)=(2x-1)+3=2x+2;
(gof) (x)=g(f(x))=9g(x+3)=2(x+3)-1=2x+5.

Dadas f(x)=5x-4 y g(x)=x*>+3 calculafog y gof.
Solucion. (fg) (x)=f(g(x))=f(x*+3)=5(x*+3)—-4=5x"+11.
(gef) (x)=g(f(x)):g(5x—4)=(5x—4)2+3=25x2—40x+19.

Dadasf(x)=1 y g(x)=E calcula fog y g-of.
X X

” _ I B
Solucion. (fog)(x)_f(g(x))_f(x} 2 2,(g f)(x)=g(f(x)) g(x) T 2x.
X X
Dadas f(x):i—j y g(x):% calcula fog y gof.
1+1 1+7X
i . _ (1 _X _ __X =1+x
Solucion. (f g)(x)-f(g(x))-f(xj 1_1 Tox 1x
X X
_ o (x+1)y 1 x—1
(g"f)(x)‘g(f(x))‘g(x_J‘x+1‘x+1
x—1
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De los ejemplos observamos que la operaciéon composicién no es conmutativa
en general, dado que el orden en el que coloquemos las funciones cambia comple-
tamente el resultado. Podemos componer tantas funciones como queramos, sin mas
que tener en cuenta el orden en el que debemos ir efectuando las operaciones: siem-
pre empezaremos por la derecha y nos iremos desplazando hacia la izquierda, cam-
biando en cada paso la variable independiente.

También es interesante descomponer funciones, es decir, dada una funciéon com-
pleja averiguar qué funciones mas sencillas la componen. Esto nos facilitara el estu-
dio de la regla de la cadena que veremos al tratar la derivada de funciones.

Ejemplos

1. Dada h(x) = (3x - 7)* averigua dos funciones fy g tales que (fog)(x)= h(x).
Solucién.
Para hallar fy g primero hemos de averiguar en la funcion a descomponer el orden en
el que deben realizarse las operaciones en ella especificadas: en este caso, hay que
multiplicar x por 3 vy restarle 7; después elevamos el resultado al cuadrado. La primera

operacion que hay que realizar debe corresponderse con g, pues es la primera funcion
que actua, mientras que la segunda operacién se correspondera con f, pues actia en

segundo lugar tras haberlo hecho g. Por lo tanto, g(x)=3x-7, f(x)=x.

Comprobémoslo: (fog) (x)=f(g(x))=f(3x-7)=(3x-T7).

2. Halla dos funciones fy g tales que (fog) (x)= /2 X T
X pa—

Solucion.
. .. . X
La primera operacion es efectuar el cociente = g(x) = 21

La segunda es sacar la raiz cuadrada = f(x) = JIx.

3. Averigua dos funciones que verifiquen que (f ° g) (x)=

6x+2
Solucion.

La primera operacién es multiplicar por 6 y sumar 2 = g(x)=6x+ 2.
La segunda operacion es dividir 7 entre el resultado anterior = f(x) = Z.
X

7
6Xx+2

Comprobacion (fog) (x)=f(g(x))=f(6x+2)=
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OPERACIONES CON FUNCIONES. FUNCIONES TRASCENDENTES:
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En las actividades 7 y 8, que proponemos a continuacion, encontraremos funcio-
nes para las que la composicién si es conmutativa; pero no es una regla general, de
ahi que digamos que la composicion no es conmutativa. La conmutatividad de las
actividades 7 y 8 es un tanto especial, tan especial que nos conducira al concepto de
funcién inversa.

Actividades

|

i i 5. Dadasf(x)=2-7x y g(x)=1-x* calcula fog y gof. i

i i 6. Dadas f(x)=% y g(x)=% calcula fog y gof. i

=) i 7. Calcula fog y gof siendo f(x)=+x+1y g(x)=x>-1. i

i i 8. Halla fog y gof siendo f(x)=3x+2 y g(x)=%. i
1

&) i 9. Averigua dos funciones que verifiquen que (fog) (x)=+4-5x. i

: 1

3. Funciones inversas

Las actividades 7 y 8 nos han mostrado dos casos peculiares: al componer dos
funciones el resultado ha sido el mismo que dejar las cosas como estaban. Dejar las
cosas como estaban también es una funcion, se llama funcién identidad y se simbo-
liza por: Id(x) = x. Es decir, partimos de la variable x y hemos vuelto a ella tras la
acciéon de una y otra funcion, como si lo que hiciera una lo deshiciera la otra. Si esto
ocurre, se dice que son funciones inversas una de la otra.

Decimos que f' es la funcién inversa de f cuando se verifica que

(fof™) (x)=(f"ef) (x)=x & simbolicamente fof ' =f"of =Id.

Con el simbolo /d represento la funcion identidad, definida como /d(x) = x. El
nombre de funcién identidad le viene porque a cada numero x le asocia el mismo

numero Xx.
¢, Coémo calcular la inversa de una fun- f
cion? En principio parece que tenemos dos —
maneras: o bien con fof'=Id o con —_—
-1
f'of =Id . En la primera forma deberia- f

mos cambiar x por f'(x) en la definicién de fy operar; en la segunda tendriamos que
cambiar x por f(x) en la definicion de f, lo que es imposible, pues no conocemos la
forma de f'. Por lo tanto, sélo tenemos una forma de calcularla. Habitualmente lo que
se hace es cambiar x por y e y por x en la expresion: y = f(x), y luego despejamos y.

Finalmente cambiamos y por .
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Ejemplos

1. Calcula la inversa de f(x) = x + 1
Solucién. Usando f = ( fof™) (x)=f(f"(x)) =x=F"(x)+1=x=F"(x)=x-1.

X—Yy
y

Eny = f(x),{ Sx=y+tl=sy=x-1=y=f"xX)=f"'(x)=x-1.
X

Aunque en este ejemplo el cambio sea mas largo, normalmente se compensa con la cla-
ridad, pues escribir cuando hay un exponente dificulta la lectura del ejercicio.

Como método para detectar si el calculo es correcto, componemos la funcién original
con la obtenida, y el resultado debe ser la funcién identidad:

(Fof™) ()=f(x-1)=(x-N+1=x & (f'of) (x)=Ff"(x+)=(x+1)-1=x.

2. Halla la inversa de f(x) = 3x - 2.

Solucion. {X_)y:>x=3y—2:>3y=x+2:,y=X+2:>f‘1(x)=x_+2_
y —> X 3
3. Dada f(x)=3x+7, calcula f™'(x).
Solucioén. {X%y::»x=3y—+7:>3y+7=4x=>y=4X_7:>f‘1(x)=4x_7.
y — X 4

4. Dada f(x)=x*+3, halla f(x).

Solucioén.

y=x+3 {xey
Yy =X

=>x=y?’+3=y’ =x-3=y =+J/x-3. Aqui nos aparece un pro-

blema tipico de las raices cuadradas: el doble signo de la raiz. Asi, para un mismo valor de x
tendriamos dos posibles resultados: uno al coger la parte positiva de la raiz y el otro al coger
la parte negativa de la raiz. Si lo dejamos con el doble signo, la funcién f(x) = x* + 3 no ten-
dria funcion inversa porque no seria una funcion al no darnos una Unica imagen para x.
Para resolverlo se recurre a separar las partes positiva y negativa de la raiz como si fue-

£l (x)=+x-3
£(x)=—/x-3

ran funciones independientes, escribiéndose f(x)=x?+3= {

1
5. Halla la inversa de f(x)= e

X—y 1 1 1 . .
= X=—=y=—=f"(X)=—. Curiosamente la inversa de esta fun-
Yy — X y X X

cién es ella misma, como le pasa a la funcion identidad: /d(x) = x.

sz @ 8 B8 4P
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. Halla la inversa de f(x)=7x+5.

. Dada f(x)=x—+1, averigua f7'(x).

. Calcula la inversa de g(x)=

. Halla la inversa de h(x)= x? +2x 1.

Actividades

X_

4x—
7xX+5

4. Funcion exponencial

Se llama funcién exponencial a una funcién f(x)=a*, con ae R", (R+es el
conjunto formado por todos los nimeros reales positivos), en la que la variable inde-
pendiente aparece como exponente. El numero real a se llama base y ha de ser posi-
tivo. No hay que confundir la funcién exponencial con la funcién potencial f(x) = x"
pues en ésta la base es x y el exponente n es fijo, mientras que en la exponencial la
base es fija y varia el exponente.

Dada la forma de la funcién exponencial es facil deducir las siguientes propieda-
des comunes a todas, independientemente del valor de a:

.  Doma* =R, ya que siempre podemos elevar un numero positivo a cual-
quier exponente.

Il. a* >0, paratodo xe R, pues al elevar un nimero positivo como a a cualquier
L " 1
exponente, el resultado seguira siendo positivo. Recuerda que @ * = —- .
a

ll. Todas las funciones exponenciales pasaran por el punto (0,1) pues a° =1.

Para obtener una representacion grafica de la exponencial hay que distinguir dos
casos:

1. Si a>1= La funcion siempre es creciente en todo su dominio, verifican-
dose que @ — -, a‘ ——=——0. Estudiemos el caso de la expo-

nencial 2* y comprobémoslo.
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Calculamos 2 = 1,268 -10*. Con la calculadora cientifica usamos la tecla X’

siguiendo la secuencia 2 ¥* 100 = 1,268%. Si intentas calcular 2'° en la calcula-
dora te saldra un mensaje de error (-E-) pues supera el valor del niumero mas gran-
de que puede manejar la calculadora. Sin necesidad de calculadora parece claro que
a medida que aumentemos el exponente aumentara 2%, pues crece el numero de
veces que hay que multiplicar 2 por si mismo.

Para ver qué sucede cuando x — —eo, recurrimos a la definicion de potencia nega-
tiva. Como los numeros negativos que tratamos son muy grandes en valor absoluto,

resulta entonces que 27" = %TO . Con la calculadora 2 x* -100 = 7,889,y

si usas — 1000, obtendras 2% = Q.

Ademas, la funcion y = 2* crece muy rapidamente, de ahi el uso de crecimien-
to exponencial para indicar un crecimiento desmesurado y rapidisimo. Observa la
siguiente tabla:

X 1 10 50 100

2 2 11024 | 1,126-10" | 1,268-10%

Cuando x crece de 1 a 50 (multiplicar por 50), la funcion aumenta de 2 a
1,126-10" (multiplicar por 5,63:10%), lo que supone un crecimiento vertiginoso.

La grafica de una funcidn exponencial a*, con a > 1 seria:
3X
4 A
2X

_/ o *

> >

En la parte derecha estan representadas 2* y 3* en los mismos ejes. Fijate que
3*crece mas deprisa que 2% pues la base es mayor y también sera mayor el produc-
to de ella consigo misma tantas veces como queramos: 22 = 4 < 32 = 9. Por esta

misma razon, 3* se acerca mas rapidamente a cero que 2* cuando X — —oo:

1 1

2_10 = ZTO = 9,766 10_4, 3_10 = 370 = 1,695 '10_5 = 2_10 > 3_10.

2. Si 0<a<1, los valores que toma a son decimales de la forma 0,mnp...
muchos de los cuales se pueden escribir como fracciones que tengan el

1
numerador menor que el denominador. Una de éstas puede ser 5 =0,3.
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1
=
sindnimas. La Ultima nos proporciona la mejor pista: el exponente tiene el signo

negativo y légicamente hara lo contrario que 2*, decrece. En la siguiente tabla
parece mas claro:

X
La funcion seria (%J =27% , pues estas tres formas de escribirla son

X -100 | -10 -1 0 1 10 100

2—x 2100 210 21 1 2-1 2—10 2-100

La grafica de la funcion &%, con 0 < a < 1 sera como las graficas de 2* y 3* que
dibujamos a continuacion:

2—X

0.1)
\
- -

La funcién exponencial aparece en aquellos fenédmenos en los que hay una tasa
de crecimiento o de decrecimiento constante. Veamos algunos:

Interés compuesto: C(t)=C, (1+r) , siendo C, el capital inicial depositado, r

el rédito en tanto por ciento al que se coloca el capital y t el tiempo en afos.

Evoluciéon de una poblacion: P(t)=F, (1+tc)t , siendo P, la poblacion inicial

(la poblacion que se tiene en una fecha determinada); tc la tasa de crecimiento en
tanto por ciento; t es el tiempo que puede medirse en afos, o en dias, dependiendo
del tipo de poblaciéon (humana en el primer caso, bacterias en el segundo).

Hay un montoén de funciones exponenciales, tantas como numeros reales positi-
vos tenemos para poner en la base. Sin embargo, en Matematicas Superiores se uti-
liza el término exponencial para designar a la funcién e*, cuya base es el numero e,

definido como e = Iim(1 + %) , Y que ademas es la base de los logaritmos neperia-

N—oo

nos. El nUmero e es quiza el mas importante de todas las Matematicas. Se trata de
un numero real que tiene infinitas cifras decimales no periddicas y del que podemos

tener un valor aproximado con la calculadora cientifica. La tecla €* precedida de
SHIFT nos da un valor aproximado de e, asi:

1SHIFT € = 2,718281828
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Si queremos calcular e® procedemos asi: 5 SHIFT €* = 148,4131591...

Recordando la definicion de logaritmo neperiano de un numero, Ina, como el
exponente al que hay que elevar la base e para obtener a , entonces €™ = a, en cuyo
caso la funcién exponencial y = @ puede escribirse asi: y = @ = (e")* = e*'™.

xin2 0,693 x

Segun esto la funcion y = 2* se podria escribir también como y =e™* =e Y

. 1\ _ o xinl _ .
la funcién y = (5 = 37" se escribiria y =€ = e, Observa que si a > 1 el expo-

nente es positivo, pues Ina > 0, y si 0 < a < 1 el exponente sera negativo, pues Ina < 0.

Ejemplos

1. Una ciudad tiene una tasa de crecimiento anual del 1,5%. Escribe la funcion exponen-
cial del crecimiento en una base a y también en base e. Si se mantuviese esa tasa de
crecimiento, ¢cuanto tiempo tardaria en duplicarse la poblacién?

Solucién. P(t)=P,(1+tc)' =P, (1+0,015)" = P, -1,015". Escrito con base e quedara:

P(t) = Pe"™"® = P> Para encontrar el tiempo que tarda en duplicarse la pobla-

cién tendremos P, -1,015' =2P, =1,015' =2. Para poder resolver esta ecuacién

exponencial hemos de tomar logaritmos en ambos miembros, para conseguir bajar la
t del exponente:

log2

log1,015' =log2 = ¢ -log1,015 = log2 = t = 292 _
. =i 92> 171591015

= 46,55 afnos

Exactamente 46 anos y 0,55-12 = 6,6 meses, y con mas exactitud 46 anos, 6 meses y
0,6-30 = 18 dias.

2. Laboratorios Jaquecax ha medido la concentracion C en la sangre de un farmaco en fun-
cion del tiempo t transcurrido desde su administracion (en minutos), obteniendo
C(t) = Coe‘°'°°5', donde C, representa la concentracion en el momento de la administra-
cion del farmaco. ¢ Qué concentracion de farmaco habra en la sangre pasadas dos horas
desde que se administro el farmaco?

Solucién. Pasamos el tiempo a minutos (2 horas = 120 minutos) y sustituimos en la
funcion: C(120)=C,e " =C, -e%° =0,549 C,

Al cabo de dos horas habra un poco mas de la mitad de la concentracion inicial de
farmaco.

155 @ e c .



OPERACIONES CON FUNCIONES. FUNCIONES TRASCENDENTES:
EXPONENCIAL, LOGARITMICA Y TRIGONOMETRICAS

3. Averigua las tasas de crecimiento de dos poblaciones Py Q de bacterias, sabiendo que

las evoluciones de sus poblaciones (en miles de individuos) en funcion del tiempo (en
horas) vienen dadas por las funciones P(t)=16-2, Q(t)=67,8-15'".

Indica qué poblacién sera mayor al cabo de 20 horas. Escribe también ambas funciones
en base e.

Solucién. Comparando con la funcién general P(t) = F, (1 + tc)t obtenemos:

P= P, =16, 1+tc=2=tc=1= La tasa de crecimiento de P es del 100%.
Q=PF, =67,8, 1+fc=15=tc =0,5= La tasa de crecimiento de Q es del 50%.
P(20)=1,6- 220 = 1677 721,6 miles, Q(20)=67,8 - 1,5%° =225 452,4 miles.

Observa cémo la poblacién de P, aunque empiece con un menor nimero de indivi-
duos, consigue superar a la de Q en un numero no muy elevado de horas. Conforme
aumente el tiempo, la poblacion de P sera muchisimo mayor que la de Q. Esto nos da
idea de que lo que realmente importa en una funcién exponencial no es su valor inicial
sino su tasa de crecimiento.

P(t)=16-2' =16-6" =16, Q(t)=67,8-15' =67,8-e'"° =67,8.e°*

4. EI carbono 14 es un is6topo del carbono que se usa para la datacion de restos arqueo-

-0,000121¢

l6gicos. Se desintegra de acuerdo con la funciéon C(t)=C, -e , siendoC, la canti-

dad inicial de carbono 14 presente en el material y t el tiempo en afos. Cuantos afios
han de pasar para que la cantidad se reduzca a la mitad? Si han pasado 10 000 afos,
¢qué fraccién de la cantidad inicial quedara?

Solucién. Para averiguar los afios que han de pasar para que se reduzca a la mitad

1 _ _ 1
deberemos resolver la ecuacion: ECO =C, - @ %0011 — g 0000 - o+ Tomamos In
1
1 1 InE
N2 —|n_ = —0,000121t =In— =t=——% =5728,49 afios.
2 2 —-0,000121

En este caso no tenemos mas que sustituir el tiempo por el valor indicado:
C(10 000) = C, - e %0%12119%% — G . 0,2982 = 0,3 - C,

En 10000 afios el carbono 14 queda reducido al 30% de la cantidad inicial.
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Como se desprende de los ejemplos, el crecimiento exponencial es muy fuerte,
tan fuerte que lo convierte en poco valido para reflejar la evolucion de una poblacion
a largo plazo o de otros fendbmenos que, tarde o temprano, acabaran estabilizando-
se después de un crecimiento inicial espectacular. Para este tipo de fendbmenos
suele ser mas apropiada una funcion de crecimiento limitado, que contiene en su
seno una exponencial, y su férmula es:

Funciones de crecimiento limitado f(x)= c( 1—e"“) ; ¢,k>0

Actividades

14. Una ciudad tenia una poblaciéon de 100 000 habitantes hace 30 anos, teniendo actual-
mente el triple de dicha poblacién. Calcula su tasa de crecimiento y escribe la funcién de
crecimiento en base e.

15. Una figura de madera encontrada en una excavacion contiene el 25 % del carbono 14 que
contenia cuando se fabricé. Estima su antigiiedad por el método del carbono 14, sabien-

-0,000121¢

do que dicho elemento se desintegra de acuerdo con la formula C(t)=C, -e , sien-

do C(t) la cantidad de carbono presente en cualquier instante t y C, la cantidad inicial.

" b |
I I
1 I
I I
1 I
I I
I 1
1 I
I I
1 I
I I
I 1
1 I
I 1
1 I
I I
1 I
1 I
I 1
: 16. Tras estudiar la evolucion de la poblacién de una ciudad se ha llegado a la conclusion de I
1 I
. que responde a la formula P(t):12io—o_00(36t. Averigua la poblacién que tenia inicial- !
+4.e™
E mente, la que tendra al cabo de 10 afios y la poblacion alrededor de la cual se estabili- :
I
: zara. !
I
: 17. Una empresa ha comprobado que la relacion entre el nimero de veces que emite un anuncio E
: (x) y las ventas obtenidas (en miles de €) viene dada por la funcién f(x) = 4000( 1-e :
1 I
I 1
1 I
I I
1 I
I I
I I
1 I
k ol

Haz una tabla y calcula el valor que toma la funcién para x igual a 0, 10, 100, 200, 300,
400, 500. ¢ Es beneficioso para la empresa emitir el anuncio mas de 200 veces, si han
de pagar por cada emision siempre la misma cantidad?

-0,05x )

5. Funcion logaritmica: logaritmos
decimales y logaritmos neperianos

Como ya sabes, el logaritmo en base a de un niumero x se define como el expo-

nente n al que hay que elevar la base a para que nos dé x: log,.x=n & a" =x

Logicamente a recibe el nombre de base porque es la base en la ecuacién expo-
nencial que permite definir el logaritmo y ha de ser positiva. El numero x (lo que hay
dentro del logaritmo) recibe el nombre de argumento. Como sabes, los logaritmos
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mas usados son los neperianos o naturales y los decimales. En los neperianos la
base es el numero e y en los decimales es 10.

Recordemos las propiedades del logaritmo:

1. log, a =1 pues a' = a = el logaritmo de un numero en su propia base es 1.
2. log. 1 =0 porque a° = 1 Fijate que 1 va a separar el signo de la funcién logaritmo:

e Sia>1,log., x>0 cuando x sea mayor que 1y log, x < 0 cuando x sea
menor que 1. Por ejemplo, log, 4 = 2, log, % =1,

e SiO<a<1,log, x <0 cuando x sea mayor que 1y log, x > 0 cuando x

sea menor que 1. Por ejemplo, log, 4 = -2, log, % =2.

No existe el logaritmo ni de cero ni de niUmeros negativos, ya que al elevar un
numero positivo a otro cualquiera el resultado siempre es positivo. Esto impli-
ca que el dominio de log, x es el conjunto de los numeros reales positivos.

Cuando calculemos el limite de una funcion logaritmo y el argumento se acerque
a cero, si la base del logaritmo es mayor que 1, diremos que tiende a — , y sila

base es menor que 1 tendera a o= . Por ejemplo, log0,0000001 = log10™" =-7 ,

log, 107" =7.

3. log, x? =pxlog, x . La demostracion de esta propiedad es muy sencilla y
se basa en la forma en que elevamos una potencia a otra potencia:

p . .
log,x=n=x=a"= x" =( a”) =a"" =log,x” =log,a”" =p-n=p-log,x

Esta propiedad es muy importante y convierte al logaritmo en una potente
herramienta, pues permite bajar los exponentes sin mas que tomar logarit-
mos: es la que nos permitié resolver las ecuaciones exponenciales que nos
aparecieron al tratar la funcion exponencial. Observa que para su demostra-

cién usamos la definicion (de ahi que Iogaap'n =p-n).

4. log,(xxy)=log, x +log, y . La demostracién tampoco entrafia dificultad y
nos permite familiarizarnos con la funcion logaritmo:

log,x=n=x=a"

I 1= log, (x-y)=log, (a"-a")=log,a™ =n+p=log,x +log,y
og,y=p=y=a

158 @ 8 8 4P



® E d4b

log, § =log, x —log, y. Tampoco es dificil demostrar esta propiedad:

log. x=n= x=a" X a" )
= IOga — | = IOga — | = |ogaan P=n- p= IOQaX — |ogay
log,y=p=y=2a y a”

log, X —=z—>», si a>1. Observa la siguiente tabla:

X 1 020 1 040 1 0100 1 01 000 1 01 000 000

log x 20 40 100 1000 |1 000000

Cuando x crece, log x también lo hace, aunque de una forma bastante mas
lenta: el paso de 10® a 10* supone multiplicar por 10%°, mientras que el paso
de 20 a 40 supone multiplicar por 2.

log, x — >, silO<a<1. Observa la siguiente tabla:

X 1 020 1 040 1 0100 1 01 000 1 01 000 000

logino X -20 -40 -100 -1 000 |-1 000 000

Esta capacidad para ralentizar el crecimiento hace del logaritmo una herra-
mienta muy adecuada para la medida de magnitudes que presentan un
rango de variacion enorme, como la escala de Richter para la medida de la
magnitud de un terremoto; o la ley estimulo-sensacién o de Fechner-Weber,
que mide la sensacion producida al ser generado un estimulo; o la medida
del nivel de intensidad de un sonido (los belios y los decibelios).

El logaritmo es una funcion continua en todo su dominio.

Después de haber estudiado las propiedades de los logaritmos, podemos
representarlos:

A A

og, x,a>1 y =X

(01)

.
.
.
.
-
g
R
:
.
.
;
® Inx
g
-

(10)

(10)

>

log, x,0<a<1
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Dada la definicion de logaritmo y sus propiedades parece claro que hay una
estrecha relacion entre éste y la exponencial, y es tan estrecha porque son

funciones inversas: lo que hace una lo deshace la ofra.
Para que lo veas mas claramente hemos representado e*junto con In x y la
bisectriz del primer cuadrante (que es la grafica de la funcion identidad) .
Observa que si doblamos el papel por la bisectriz la grafica exponencial coin-
cide con la logaritmica.

Vamos a comprobar que Inx y e* son inversas; antes de componer recuerda,
de la definicion de logaritmo, que si y = In x entonces x = e = e"*, por tanto:

(Inee)(x)=In(e*)=x-Ine=x-1=x (esIn)(x)=e(Inx)=€e"™ = x

i Ejemplos

1. Calcula la inversa de y =e**' .

- , ,
/ ¥*1 = tomando logaritmos neperianos en ambos

Solucién. Cambiamos {X =x=e
y— X
miembros = Ine*" =Inx= By +)Ine=Inx=3y+1=Inx=y = Inx-1 =f(x)= '"’;—1

2. Representa ¥y =Inx-3, y=In(x+5).

Solucion. y = Inx - 3 sufre un desplazamiento vertical hacia abajo con respecto a In x
al restarle 3 a la ordenada. Ahora el punto de corte de la funcidn con el eje X sera:

y=0=Inx-3=0=Inx=3=x=¢€® = punto( °,0), e®=20,09.

y = In(x + 5) sufre un desplazamiento horizontal hacia la izquierda con respecto In x al
sumar 5 en el argumento. El punto de corte con el eje Xes y =0 =

In(x+5)=0=x+5=€" = x+5=1= x = -4 = punto (- 4,0).

Esta funcion corta también al eje Y, pues f(0) =In5 = (0, In5)

In(x+5

qumuwusSEEEEEEE
.

o Inx-3

(-4.0)

*
*
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3. Toma logaritmos neperianos en los dos miembros de las expresiones:

y=(x*+1) "%, f(x)=x —

Solucién. Iny =In(x* +1)X_3 =Iny =(x=3)In( x* +1).

Para tomar In, primero escribimos la raiz como un exponente fraccionario:

f(x):(%)x = Inf(x) = In(%}x = Inf(x) = %In( 3 )

X-2

4. Calcula la inversa de y = e**®

X
Solucién. Cambiamos { Y . x=e"" = tomamos In en ambos miembros:
Yy — X
4y+5 Inx-5 > Inx-5
Ine”** =Inx= (4y +5)Ine=Inx=4y+5=Inx =y = =f(x)= :

Actividades

r 1

I I

I I

1 , e* +1 I

i I 18. Calcula lainversade y =——. 1
I e’ -1 :

I I

i | 19. Resuelve las ecuaciones: :
1 1

i a) e’ =5 !

I I

1 I

| :

: b) 103" =2. ]

. l

I 1

i : 20. Toma logaritmos neperianos en los dos miembros de las expresiones: :
1 I

1 I

. fx)=(2x)" ", y= ¥(3x+5)". !

| :

2 1

i I 21. Calcula la inversa de f(x)=e*" ‘. :
) )

b o e S R S A R R R R R R S A R R R R ol
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6. Funciones trigonométricas

C!

A

B B’

El teorema de Thales aplicado en triangulos rectangulos semejantes nos da las

o . BC BC AB AB
siguientes igualdades — ==—=, — =—= , lo que lleva a pensar que estas can-
AC AC' AC AC
tidades pueden asociarse de alguna manera al angulo del vértice A.

Asi se definen las razones trigonométricas del angulo A como:

~ BC cateto opuesto ~ AB cateto contiguo
= COSA=—=

SenA == : , — :
AC hipotenusa AC hipotenusa
tgA = senA _ cateto opuesto
Se define aln otra como 94 = cos A ~ cateto contiguo

Dos observaciones:

s~ Como se deduce de la definicidn, las razones trigonométricas no tienen uni-
dades de medida, ya que son cocientes de longitudes.

& Los angulos hay que medirlos en radianes. El radian se ide6 para: a) tener
una medida de angulos en base 10, porque los grados, minutos y segundos
son unidades sexagesimales (base 60), lo que produce dificultades a la hora
de pasar de una a otra unidad, y b) para que la longitud de arco se calcule
mediante la sencilla férmula L = a.-r, donde o es el angulo abarcado por el
arco y r el radio de la circunferencia. Recuerda que cuando el angulo se mide

angulo
360°

2n-r

en sexagesimal la longitud del arco es: L =

Esto ultimo nos permite establecer una relacion entre la medida de angulos en
sexagesimal y en radianes, pues los 360° que abarca una circunferencia son 2x

. , ., 21 i
radianes, 1o que nos permite usar la proporcion = . De este modo, para
360° 180°

[o]

pasar de sexagesimal a radianes multiplicamos por y para pasar de radianes a
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. . 180 . e -
sexagesimal multiplicaremos por . A continuacion incluimos una pequena tabla

T
con la equivalencia de los angulos mas empleados:

'Sexagesimal 0° | 30° | 45° | 60°  90° | 180° | 270° | 360° |
_Radianes ;| 0 | n/6 ; m/4 | 73 | w2 ; ®™ ;3n/2; 2n

Observa que los radianes suelen escribirse en funcion de n. En la calculadora
cuando usamos los grados sexagesimales aparece D o DEG en la pantalla, y cuan-
do usamos radianes aparece R o RAD. Para usar unas u otras unidades hay que pul-

sar MODE Yy algun numero: eso hay que mirarlo en el manual de la calculadora,
aunque algunas traen una leyenda bajo la pantalla como recordatorio.

Para hallar los valores de las razones trigonométricas se escoge un triangulo rec-
tangulo inscrito en una circunferencia goniométrica (literalmente, para medir angu-
los). Se trata de una circunferencia que tiene un sistema de ejes cartesianos con ori-
gen en el centro de la circunferencia y cuyo radio mide 1:

YA
2° cuadrante X,Y) 1*" cuadrante
sen>0 seno >0
coseno <0 1 coseno >0
tangente <0 y tangente > 0
(A«
\ X
3% cuadrante X 4° cuadrante
sen<0 seno <0
coseno <0 coseno >0
tangente > 0 tangente <0

Los puntos de la circunferencia tendran por coordenadas (x, y) y aplicando las
definiciones anteriores en este triangulo y dado que la hipotenusa, que es el radio de
la circunferencia, mide 1, se obtiene:

seno = cateto opuesto = y, cosa = cateto contiguo = x, tgo = M =Y
c.contiguo  x

Usando el teorema de Pitagoras y teniendo en cuenta que los catetos coinciden
con las razones trigonomeétricas seno y coseno y que la hipotenusa vale 1, se llega

. 2 2
a una relacion fundamental: (seno)” +(cosa) ” =1 = sen’a +cos’o = 1.
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Para determinar las razones trigopnométricas usaremos la calculadora, en la que

encontraras las teclas Sin | cos y tan aunque conviene que aprendas los siguien-
tes valores, que son faciles de ver en el dibujo de la circunferencia goniométrica:

| Angulo | 0° [ m2=90° | n=180° 3m/2=270° 2 =90° |
seno |0 | 4 1 0 i -1 1 0 |
T coso |1 0 a1 T o 1
B T

De la relacion anterior para el seno y el coseno esta claro que ni seno ni coseno
pueden ser mayores que 1, porque al elevarlos al cuadrado quedaria una cantidad
mayor que uno, lo que iria contra la igualdad. Tampoco pueden ser menores que -1,
pues al elevarlos al cuadrado nos darian también cantidades mayores que 1.
Podemos escribir por tanto que:

-1<sena<1, -1<cosa<1,Yyademas, cuando el seno vale 1 6 -1 el coseno
ha de valer 0, y a la inversa, cuando el coseno vale 1 6 -1, el seno vale 0.

En cambio la tangente no esta acotada. Observa que para grad se obtendria
o1 . T .

por la definicién 0" lo que nos lleva a decir que th = o0, @aunque con las precaucio-

nes pertinentes, pues dependiendo de cdmo nos acerquemos a g (por su izquier-

. , . 3n
da o por su derecha) podemos ira « 6 —<. Lo mismo sucede en >

Un valor interesante para la tangente es el de % rad = 45°. Como 45° es la incli-

nacion de la bisectriz del 1¢ cuadrante, y en esta recta la abscisa y la ordenada coin-

ciden, también lo haran seng y cos% por lo que tg% =1.

La circunferencia goniométrica nos permite representar las funciones seno y
coseno y también hallar algunas propiedades importantes:
A A

—_—

N

164



© 8 @ 4P

De la grafica del seno, llamada sinusoide, se deduce que el trozo que hemos
representado, que es el que va de 0 a 2x, se repite una y otra vez, pues al pasar de
21 lo que hacemos es dar vueltas a la circunferencia, obteniéndose de nuevo los mis-
mos valores. Por esta razén se dice que el seno es una funcion periddica, de perio-
do 2m, que es el angulo que hay que girar para que vuelvan a repetirse los valores.

Abreviadamente sen(a +2n) = sena .

El coseno tiene la misma forma, aunque empieza valiendo 1 (esta desplazada

m . . -
Erad con respecto al seno), y el mismo periodo, por lo que escribiremos

cos (o +2m) = cosa .

La tangente no se parece a ninguna de las anteriores.

. . s
Vale 0 siempre que lo vale el seno. A medida que nos acercamos a 2 por la

izquierda (angulos del 1¢ cuadrante) el coseno se acerca a 0 con numeros positivos
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. : T
y el seno a 1, por lo que la tangente tendera a «. Si nos acercamos a 5 por la dere-

cha (angulos del 2° cuadrante), el coseno se acerca a 0 pero con numeros negativos

. T
y el seno se acerca a 1, por lo que la tangente tiende a —~. Por lo tanto, x = > es

una asintota vertical de la tangente.

3n
2
el 3 cuadrante) por lo que la tangente tendera a «, mientras que por la derecha el
coseno es positivo y el seno negativo, con lo que la tangente se va a — «~. La recta

En tenemos que por la izquierda, el coseno y el seno son negativos (estan en

3
X = ?n es otra asintota vertical de la tangente. Igual le sucede en x = 5775 X = 7—;

es decir, la tangente tiene infinitas asintotas verticales, pasando dichas asintotas

. - . T . .
por puntos cuya abscisa es un multiplo impar de 5 teniendo por ecuaciones

+(2n+1) ] ) n  3n . ]

X = - Como las asintotas verticales van de 5 a o por ejemplo, el peri-
3n © 2n e

odo de la tangente es de 22 = > =T rad, repitiéndose los valores de la tangen-

te cada media vuelta a la circunferencia.

El siguiente paso es definir las funciones trigonométricas sen x, cos x y tag x,

- - senx . -
verificando esta ultima que tgx = osx. Las funciones responden a una abstraccion
X

de las razones trigopnométricas y conservan las propiedades que tienen dichas razo-
nes, que son:

e El dominio de las funciones seno y coseno es todo R, y el de la tangente

s

sera R - J pues como hemos visto tenemos que excluir los pun-

. e U
tos cuya abscisa sea multiplo impar de 5 Esto hace que las tres sean con-
tinuas en sus respectivos dominios.

o sen’x+cos’x=1=-1<senx<1 -1<cosx<1= Las funciones seno y

coseno estan acotadas superiormente por 1 e inferiormente por -1, mientras
que la funcion tangente no esta acotada. Se dice que la amplitud del seno y
del coseno vale 1.

e Las tres son funciones periédicas: seno y coseno tienen de periodo 2r rad y

la tangente 7 rad: sen(x + 21) = senx, cos(x+2mn)=cosx, tg(x+m)="tgx.
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Estas funciones se usan para la descripcidon de fendmenos periédicos, dadas sus
propiedades.

e Podemos cambiar la amplitud si multiplicamos seno y coseno por algun
numero distinto de 1 y de -1. Por ejemplo, la amplitud de 3sen x es 3, pues

verificara que -3 <3senx <3 .

e Podemos desplazarlas a izquierda y a derecha sin mas que sumar o restar
una cantidad en el argumento. Por ejemplo, cos(x + n) esta desplazado = rad
hacia la derecha en relacién con cos x.

e Podemos modularla (cambiarle el periodo T) multiplicando o dividiendo el
argumento por un numero. Por ejemplo, la funcion sen 2x tiene un periodo

de n(= 2—;) rad, ya que 2x crece el doble de lo que lo hace x, por lo que
sen 2x tardara la mitad en repetirse. En cambio, COS% tiene un periodo de
6n (= 3-2r) rad, pues % crece la tercera parte de lo que lo hace x, por lo que

X . . . .
cos§ tardara tres veces mas en repetirse. En general, el sen kx 6 cos kx

tienen por periodo T = %
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sen2x

N[ a

A . , 1
¢, Como podremos despejar x en la ecuacion senx = 2 ?

Para ello necesitamos definir unas funciones inversas. Tenemos tres, una para
cada funcién, que son:

e arc sen Xx, que en la calculadora suele aparecer como sin”, es la inversa
del seno, se lee arco cuyo seno vale x o, abreviadamente, arco seno de x.
Como el seno esta acotado por 1 y -1, la funcién arc sen x no admite que x
sea mayor que 1 o menor que -1.

e arc cos x, en la calculadora cos™, es la inversa del coseno, se lee arco cuyo
coseno vale x o, abreviadamente, arco coseno de x. Tampoco en este caso
x puede ser mayor que 1 0 menor que -1.

e arc tg x, en la calculadora tan”, inversa de la tangente, que se lee como
arco cuya tangente vale x o, abreviadamente, arco tangente de x. Como la
tangente no esta acotada, tampoco lo estaran los valores que podemos
poner en el arco tangente.

Estas tres funciones al introducirles un valor devuelven un angulo. El problema
es que no devuelven uno, sino que devuelven infinitos, porque las funciones de las
que son inversas son periddicas y por lo tanto se repiten indefinidamente. Aunque
evitemos la repeticion periddica restringiéndonos al intervalo [0, 2x], estas funciones
inversas nos devuelven mas de un valor, lo que en rigor les quitaria el titulo de fun-
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ciones. Por ejemplo, la ecuacion del principio senx = — tendria dos soluciones, una

N =

del 1 cuadrante y la otra del 2°, aunque la calculadora solo nos dara una: la del 1*
cuadrante. Fijate en el grafico:

Lo mismo le ocurre a la ecuaciéon cosx = 0,75: la calculadora nos dara una Unica
solucion (la del 1 cuadrante) y se comera la que hay en el 4° cuadrante (prueba con
la grafica del coseno para comprobarlo).

La forma de despejar es la siguiente:

senx = % = X =arc sen% = g%ﬂ . Con la calculadora operariamos asi:
% SHIFT sin' obteniendo 30, silo tenemos en sexagesimal, 6 0,5236 en rad

(que son los g)

cosx =0,75= x =arc cos0,75 =0,7227 rad = 41,4096°,  5,5605 rad = 318,5904°.
Con la calculadora:

0,75 SHIFT cos' obteniendo solo el valor del primer cuadrante.

Una ultima observacion sobre las funciones inversas. Como son las inversas, al
componerlas con sus funciones nos daran la funcion identidad, segun las formulas:

(sen oarc sen)(x)=sen(arc senx) = x

Aqui x ha de ser una cantidad sin unidades, pues actua primero el arco seno,
que da un angulo que luego coge el seno para devolver un valor.

(arc sen o sen)(x) = arc sen(senx) = x

Aqui x ha de ser un angulo que el seno convierte en una cantidad adimensional
para que el arco seno nos devuelva un angulo.
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OPERACIONES CON FUNCIONES. FUNCIONES TRASCENDENTES:
EXPONENCIAL, LOGARITMICA Y TRIGONOMETRICAS

g Ejemplos

1. Indica la amplitud, el periodo y el desplazamiento lateral, si lo hubiera, de las siguientes
funciones:

a) y=sen(x+m); b) y=5cosx; c) y:2cos(3x_g)_

Solucion.

a) El seno no esta multiplicado por ningun numero, por lo que su amplitud no cam-
bia, y vale 1; en el argumento x esta multiplicada por 1 por lo que no cambia el
periodo valiendo T = 2r; como tenemos x + & la funcion esta desplazada « radia-
nes hacia la izquierda, porque al resolver la ecuacion x + t=0=>x=-x

b) Como el coseno esta multiplicado por 5, su amplitud valdra 5; en el argumento s6lo
aparece Xx, lo que indica que ni se modifica el periodo, que sigue valiendo 2r, ni
hay desplazamiento lateral.

c) La amplitud vale 2; el periodo valdra T = %n y habra un desplazamiento lateral

. . s b s
que se obtiene de resolver la ecuacion 3x — 2 =0=3x= > = X = 5

2. Calcula la inversa de la funcién y = 4sen(3x — )

Solucién.
Cambio X_)y:>x=4sen(3y—n):>sen(3y—n)=£:>(3y—n)=arcsen5:>
y > X 4 4

X

T+ arc sen--
X 4 1 X » n 1 X
Jy=nm+arcsen—=y=————=—+—arcsen—=f (x)=—=+—arc sen—.
3 3 3 4 3 3 4

3. Halla la inversa de la funcion y = 5tg(§+1).

Solucioén.

Cambio X_)y:>x:5tg X+1 = tg Z+1 :1:>1+1=arctgﬁz>
y — X 3 3 5 3 5

y X X
== =arctg——-1=y=3|arctg—-1|.
3 g5 y ( g5 )

1l
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4. |Indica la amplitud, el periodo y el desplazamiento lateral, si lo hubiera, de las funciones:
1 3n X
a) y=7cosdx; b) y=gsen x+? ; €) y=—6sen5.

Solucion.

a) La amplitud es 7; no hay desplazamiento lateral, pues no hay ninguna cantidad

, X 2T T
sumando o restando en el argumento; el periodo sera T = vy = 7

1
b) La amplitud es 5 ; el periodo no cambia porque el numero que multiplica a x es 1

y hay un desplazamiento lateral de 3—; rad hacia la izquierda, que se obtiene al

_ &

. 3n
resolver la ecuacion x + ? =0= x= >

c) La amplitud vale 6, por que el signo - lo Unico que hace es dar la vuelta a la fun-
cion respecto al eje X (pasa lo positivo a negativo y lo negativo a positivo); no hay

desplazamiento lateral y el periodo valdra

23. Indica al amplitud, el periodo y el desplazamiento lateral de las funciones siguientes:

24. Averigua las soluciones que tienen en el primer cuadrante las ecuaciones siguientes,
tanto en radianes como en sexagesimal: a) senx =0,1; b)tgx=4; c¢)3cosx+2=4.

r 1
i I
I ]
I I
I I
I ]
I ]
I I
: 1 X +1 .
: a) yz—Ecos(4x+n); b) y=sen(—5 ]; c) y=4sen(8x-7). .
I ]
I ]
I ]
I I
I I
I ]
I ]
I I
k ol

1l
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