Polinomios y fracciones
algebraicas

n polinomio es una expresion algebraica en la que las letras y los numeros estan
sometidos a las operaciones de sumar, restar y multiplicar.

Los polinomios, que seran objeto de estudio en esta Unidad, han aparecido en

muchas ocasiones; expresiones como el area del rectangulo "b-h", el area total del cilindro
4 . . .
T T —Tre, .
"2:trh+ 27 r® o el volumen de la esfera " e 3" son ejemplos de polinomios

En esta Unidad didactica se estudiaran las operaciones de suma, resta, multiplicacion y

division de polinomios, ademas de la descomposicion de estos en producto de factores irre-
ducibles.

La division de polinomios como la division entre nimeros enteros puede ser exacta (resto

cero), en cuyo caso se dice que el dividendo es un multiplo del divisor, o entera (resto dis-
tinto de cero).

Los objetivos que nos proponemos alcanzar con el estudio de esta Unidad son los siguientes:
1. Aprender correctamente el significado de valor numérico de un polinomio y, en espe-
cial, el significado cuando el valor es cero.

Realizar con soltura las operaciones de sumar, restar, multiplicar y dividir polinomios.
Enunciar comprensivamente los teoremas del resto y del factor .

Conocer operativamente las propiedades de divisibilidad de polinomios.

Definir y calcular comprensivamente los conceptos de m.c.d. y m.c.m. de polinimios.
Enunciar y comprender la propiedad fundamental de las fracciones algebraicas.
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1. Polinomios. Valor numeérico

Para escribir nimeros utilizamos usualmente el sistema de numeraciéon decimal,
que es posicional; es decir, los valores de las cifras que forman el nUmero dependen
de los lugares que ocupan; esto permite escribir los nimeros en forma de polinomio;
por ejemplo el numero 3 437 escrito en forma de polinomio seria:

3:-10°+4:10°+ 310 + 7

Como puedes ver las diferentes cifras aparecen multiplicados por potencias de
10; si el nUmero anterior en lugar de ser decimal, estuviera escrito en base x, su
expresion de polinomio seria:

3 X +4-x*+3-x+7

A las expresiones como la anterior que generalizan las escrituras de polinomios
numeéricos las llamamos simplemente polinomios de una variable.

Los distintos sumandos que forman el polinomio son sus términos.

Cada término esta esta formado por un niumero o por el producto de un
numero por la variable o indeterminada elevada a alguna potencia.

El término numérico se llama término independiente, y el t¢érmino de mayor
grado es el grado del polinomio.

El polinomio anterior tiene 4 términos, su término independiente es 7 y su
grado es 3.

Los polinomios reciben nombre por el nimero de términos; por ejemplo,
e Monomio: si tiene un término.
¢ Binomio: si tiene dos términos.

e Trinomio: si tiene tres términos.

La ideas anteriores permiten definir:

Un polinomio es una expresion en la que intervienen sumas y

restas de multiplicaciones de numeros por potencias de la variable.

Dado el polinomio p(x) = 2x* - 4x* + 5x - 8. Se llama valor numérico del polino-
mio p(x) para x = 3, al nuUmero que resulta al sustituir x por 3; es decir,

p(3) =2-3*-4-32+5-3-8=25

El valor numérico del polinomio P(x) para x = a se determina al

sustituir en el polinomio x por a.
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POLINOMIOS Y FRACCIONES ALGEBRAICAS

Ejemplos

1. Indica el grado y el término independiente de los polinomios siguientes:

a) 3x*-6x> +8x-12; b)2x°+5x-15; «¢)5x°-6x+17; d) 6x* + 12x - 18
Solucion.
Grado: de a) cuatro; de b) cinco; de c) tres; de d) dos.

Término independiente: de a) -12; de b) -15; de c¢) +17; de d) -18

2. Calcula el valor numérico del polinomio g (x) = 3x* + 4x*-6x + 7; parax =2y x = -1.
Solucioén.
Parax=2;9(2)=3-2+4-22-6-2+7=48+16-12+7 =159
Parax=-1;q(-1)=3-(-1)*+4-(-1?-6-(-1)+7=3+4+6+7=20

Actividades

1. Indica el nombre y el grado de los siguientes polinomios:
a)4x’-7x* + 5; b) 2x* - 1; «¢)17.

2. Calcula el valor numérico del polinomio gq(x) =4x*-7x*+5 parax=3; x=2; x=-2y

2. Operaciones con polinomios

En los apartados siguientes trataremos diferentes operaciones con polinomios
de una indeterminada.

2.1. Suma y resta de polinomios

Suma y resta de monomios

Se suman y restan monomios de igual grado o semejantes; sumando o restan-
do sus coeficientes; ejemplos:

a) (4x%) + (5x) = 9x*;  b)(12x') - (7x) =5x';  ¢) (3x") + (2x) = 3x* + 2x°

En los ejemplos a) y b) se han simplificado; en el ¢), como los monomios no son
semejantes, no se ha podido simplificar y se deja la suma indicada.

2 @ 8 8 4P



Suma y resta de polinomios

Para sumar polinomios se agrupan los monomios de igual grado o semejantes.

Para restar polinomios se suma al minuendo el opuesto del sustraendo; veamos
unos ejemplos:

Sumar: (3x‘'+ 6x - 4x+19) + (3x* - 5x* + 8x - 14) = (3x) + (6x° + 3x°) +
+(-5X) + (- 4x+8x) + (19- 14) = 3x‘ + Ox* - 5X*+ 4x + 5

Restar: (3x'+ 6x*-4x+19)-(3x*-5x*+8x-14)=(3x*+ 6x°-4x+19)+
+ (-3x* + 5x% - 8x + 14) = (3x*) + (6x* -3x% ) + (5x?) + (- 4x - 8x) + (19 +14)
=3x*+ 3x* + 5x* -12x + 33

Ejemplos

1. Calcula: a) 1x‘°’+1x3‘;
2 4 3 6

> 1 1 2 1 3 2 , 1, (4 1Y, 3, 1,
Solucion. a) —x*+—x* =S4 |x*==2x%:b) =y ——y*=| ——— =—y*=—
) X X (4+4)x i )3y = (6 5 1Y =g¥ =3Y
c) % 72— % z® ; los monomios no son semejantes y no se pueden simplificar.

2. Calcula:a) (13x*-6x+5)+ (4x*+7x*+ 11x+9); b) (3x*+9x*-6x+7)-(3x*+ 7x - 3)

Solucién. a) (13x° - Bx + 5) + (4x° + 75 + 11x + 9) = (135 + 4x%) + T3¢ + (- 6x + 11x) +
+(5+9) =175 + 72 + 5x + 14.

b) (3x° + 9x° - BX + 7) - (3X + 7x - 3) = (3x° + 93 - 6x + 7) + (-3x% - Tx + 3)
= 3x° + (9% - 3X2) + (- 6x - 7x) + (7 + 3 ) = 3x° + 6 - 13x +10.

-
2.2. Multiplicacion de polinomios

Multiplicacion de monomios

El producto de dos monomios es otro monomio, cuyo coeficiente es el producto de
los coeficientes de los monomios factores y el grado es suma de sus grados; ejemplo:

Multiplicar: (5x°)(3x%) = (5 -3)(x* - x*) = 15x** = 156x°

El producto de dos monomios es otro monomio, de grado suma de los gra-

dos de los factores.
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Multiplicacion de un monomio por un polinomio

Para multiplicar un monomio por un polinomio se multiplica el monomio por cada
uno de los monomios del polinomio factor; ejemplo:

Multiplicar: 3x* (2x® - 3x2 + 7x - 9) = (3x)(2x®) + (3x%)(-3x?) + (3x*)(7x) + (3x*)(-9)
=6x°-9x* + 21x° - 27x2

El grado del polinomio producto de un monomio por un polinomio es la
suma de los grados del monomio y del polinomio.

Factor comun

La operacion inversa de multiplicar un polinomio por un monomio se llama sacar
factor; ejemplo, sacar factor comun 3x? en el polinomio producto anterior.

Factor comun: 6x°-9x* + 21x° - 27x* = 3x* (2x* - 3x* + 7x - 9)

Multiplicacion de polinomios

Para multiplicar dos polinomios se multiplica cada monomio del primer factor por
cada monomio del segundo factor; ejemplo:

Multiplicar: (3x*-5x-8) (2x*+5) =3x* (2x* +5)-5x (2x*+5)-8 (2x* + 5) =
= 6x° +15x* -10x° -25x -16x* - 40 = 6x° +15x* -10x* -16x* -25x- 40
Disposicion practica:

3x* -5x -8
2x° +5
15x* -25x -40
6x° -10x° -16x?

6x° +15x* -10x° - 16x* - 25x - 40

El grado del polinomio producto es la suma de los grados de los polino-
mios factores.

Ejemplos

1. Multiplica: a) (3x*)(7x°); b) (%xz )(gxﬂ ; c) (3,5x%)(2,6x°).
7 _ : 3 2)5 s)_15 5. _
Solucion. a) (3x')(7x°) = 21X :  b) (Zx j(zx )=§x © ¢) (3,5%)(2,6x%) = 9,1,
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2. Calcula: a) 3x3(4x* - 6x* + 14); b) %xz(Sx3 -6x+3)
Solucién.
a) 3x2(4x° - 6x2 + 14) = 3x*- 4x® + 3x* (- 6x?) +3x°- 14 = 12x° - 18x* + 42x%

252(3)=1845 12,5, 842 165

2 2 2
b) Zx*(8x* -6x+3)==x*(8x%)+=x*(-6x%)+=Xx*(3 —4x* +2x°
) 3 ( ) 3 (8x°) 3 (-6x%) (3) 3 3 3

3. Sacar factor comun: a) 4x* - 6x° + 2x%; b) 9x* + 12x° - 15x.
Solucion. El término 2x? es factor comun en todos los sumandos en a); por tanto,
a) 4x* - 6x° + 2x* = 2x* (2x* - 3x + 1).
El término 3x es factor comun en todos los sumandos en b; por tanto,

b) 9x' + 12x° - 15x = 3x (3x° + 4x° - 5)

4. Halla: (2x* + 4x* - 8x + 7)(3x* - x + 6).
Solucién. (2x* + 4x* - 8x + 7)(3x* - x + 6) = 2x* (3x* - x + 6) + 4x* (3x* - x + 6) -
-8x (3 - x+6)+7(3x - x+6)=6x°-2x" +12x° + 12x* - 4x° + 24x* - 24x° +
+8xX°-48x+21x° - Tx+ 42 =6x" + (- 2x* + 12x*) + (12)¢ - 4x° - 24X°) + (24x*+
+21x% ) + (- 48x - 7x) + 42 = 6x° + 10x* - 16x° + 45%° - 55x + 42.

2.3. Divisién de polinomios

Division de monomios

El cociente de dos monomios si el grado del monomio dividendo es mayor que
el grado del monomio divisor, es otro monomio que tiene por coeficiente el cociente
de los coeficientes del monomio entre el monomio divisor y su grado es la diferencia
de los grados de los monomios que se dividen.

ax" _a
ax™):(bx")= =—x""
G = =

32x° 32
8x* 8

Dividir: X% = 4x?
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Division de polinomios

En el ejemplo resuelto aparecen los pasos que se deben seguir para dividir dos
polinomios.

Ejemplo: Dividir los polinomios: D(x) = 6x°® +8x* - x* + 8x* + 6x + 7
y d(x)=2x*-x+ 3.

Antes de comenzar la division se ordenan los polinomios de mayor a menor
grado y se dejan los huecos de los términos que falten en el divisor, como se indica
a continuacion:

6X°+8x' - xX*+8x2+6x+7 [2x°-x+3

- 6x° + 3x° - 9x* 3x2 +4x +1=c¢c(x)
1° Resto +8x*+2x° -x* +6x+7
- 8x* + 4x%-12x
2° Resto 2x°+ 3x*-6x+7
-2x +x -3
Resto 3x? -5x + 4 =r(x)

1° Se divide el monomio de mayor grado del dividendo entre el monomio de
mayor grado del divisor: (6 x°) : (2x*) = 3x* ; este es el primer monomio del
cociente.

2° Se multiplica el monomio cociente por el polinomio divisor; se van cambian-
do los signos de los monomios resultantes, se colocan bajo el dividendo y a
continuacion se suman.

3° Elresultado de la suma ( 8x* + 2x* - x¥* + 6x + 7 ) es el primer resto.

Se siguen los pasos anteriores 1, 2, y 3; los restos sucesivos seran los nuevos
divisores hasta conseguir un resto de grado inferior al divisor, que sera el resto de la
division.

El grado del polinomio cociente es la diferencia entre los grados del divi-
dendo y del divisor:

grado de c(x) = grado de D(x) - grado de d(x)

El grado del resto es menor que el grado del divisor:

grado de r(x) < grado de d(x)

Division entera y division exacta

En el ejemplo anterior, la divisién de D(x) (dividendo) entre d(x) (divisor), se han
obtenido dos polinomios; c(x) (cociente) y r(x) (resto). Se cumple:

% = C(X) 40 m
d(x) d(x)
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Si al realizar la division de dos polinomios se obtiene un cociente y un resto no
nulo la division es entera.

Si al realizar la division el resto es cero la division es exacta.
Ejemplos:
Division entera. El ejemplo anterior se puede expresar como sigue

6x° +8x* —x* +8x* +6x+7 ) 3x*-5x+4
3 =3X" +A4xX+1+ ——5——
2x° -x+3 2x° —-x+3

Division exacta

6x° —16x° +23x* —36x* +57x-40 _

= 3x* -2x> +5x -8
2x° —4x+35

Ejemplos

x° 30x* 56y°
b) 2 ¢) 22X
6x Ty

2
1. Calcula los siguientes cocientes: a) 38x2 ;

Solucién. Se dividen los coeficiente y se restan los exponentes,

4 3
30x _& 56y _

6x° Ty

2

32x°
8x?

a) 4x*; b)

8y

2. Calcula: @) (15x° - 10x* + 20x°) : 5x%  b) (12x° + 15x* - 24x°): 3%

Solucién. Se divide cada término de dividendo entre el monomio divisor,

15x° —10x* +20x° _15x° 10x*  20x°

a
) 5x3 5x> 5x® 5x°

=3x*-2x+4

12x° +15x* -24x> _12x° 15x* 24x°

b
) 3x2 3x2  3x® 3x°

=4x* +5x®> —8x

3. Calcula: a) (x* +6x*-4x+5): ( x>+ 2x + 3)

Solucion. Se dejan espacios para los términos que faltan en el divisor.

X +6x -4x +5 | x+2x+3
- x4 - 2x° - 3x? X? - 2x + 7—> Cociente
-2x° +3x* -4x +5
+ 2x° + 4x* + 6x
X +2x +5
-7x* -14x - 21
-12x - 16 —> Resto
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Actividades

L 1
I I
I I
i i 3. Dados los polinomios p(x) = 4x* + 3x* - 8x* + 10x - 5y q(x) = 2x* + 3x* - 6x - 9. !
| Calcula: 2p(x) + q(x) y 3p(x) - 2q(x). i
I I
I I
i : 4. Calcula: a) 3x*(x® - 4x -2); b) 3x*(5x* + 7x - 6); c¢) 0,5x(4x® + 6x + 16). :
I I
I I
i | 5. Saca factor comin: a) 6x* - 4x* + 8x*;  b) 3x° + 12x° - 18x°. .
I I
I I
i | 6. Calcula: a) ( x* + 5x + 2)(x + 3); b) (x* - 2x* + 6x - 4)(x* + 2x + 3); :
. c) (2x° - 3x* + 4)(x* + 3); d) (4x* + 5x* + 3x)(x* + 3x -6) .
1 I
I I
i | 7. Calcula: a) (2x+3)*; b)(3x-2)*; ¢) (Bx+2)(3x-2); d)(2x*+ x-3) :
I I
I I
i i 8. Calcula: a) (36x* - 16x° + 8x% ) : (4x%) ; b) (24x° - 12x° + 18x) : (-3x) i
I I
I
i ! 9. En ladivisién D(x) : d(x) se sabe que el grado del dividendo es seis y el grado del divisor E
: es dos. ¢ Cual es el grado del cociente? ;Qué puedes decir del grado del resto? :
I I
I I
i : 10. Comprueba que las divisiones siguientes son exactas. .
I I
: a) (2x* + x>+ 6x + 3) : (x® + 3); b) (2x*-2): (x* + x + 1). :
I I
I I
i I 11. Calcula a 'y b para que la division :
I I
: (x*+2x*+ax+b): (x*-3x + 2) sea exacta. !
1 1
I
i : 12. Halla el cociente y el resto de la divisiones siguientes y expresa el resultado en la forma: E
I I
! D(x) =c(x)+ o(x) :
! d(x) d(x) :
I I
I I
: a) (4x + 6) : (2x + 3); b) (6x + 12) : 2x; !
I I
E c) (4x*-2x+8): (x + 3); d) (6x°-17x> + 5x + 8) : (3x* - 4x +1); :
I
E e) (2x*-6x*+5x+4): (x*+3x-2); f)(2x°+4x°-x +12): (X* - 2x). E
| :
i : 13. Calcula a y b para que la siguientes divisiones den de resto x+7 :
I
E a) (2x*-3x*+ax+b): (x*-5x+3) i
I I
. b) (4 + 2x* + ax + b) : (* + 2x - 4). !
l )
I o e e R R R A R R R R A R R R R R R R ol
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3. Division de un polinomio por (x - a):
Regla de Ruffini

En este apartado vamos a dar una regla que simplifica la division de polinomios
por el binomio x - a; para ello se debe seguir el siguiente ejemplo:

Calcular el cociente vy el resto de la division: (2x* - 6x2 + 5x + 7) : (x - 2).
Solucién:

Al realizar la divisién se dejan las operaciones indicadas, con el fin de encontrar
relaciones que nos permitan nuevas disposiciones practicas.

2¢  -6x +5x  +7|x-2
-2x°+ (2:2) X 22X+ (- 6+2:2)x + (5-6-2 +2-:2?) = Cociente
(-6+2-2)x° +5x
(-6+2:2)% + (-6:2 + 2:2°)x
(5 - 62 + 2:22)x +7

S (5-62+22)x + (52 -62% + 2:2)

Resto= 7+52-622+2:2°=9

La prueba de la division permite escribir: 2x* - 6x* + 5x+ 7 = (x -2)(2¥* -2x+ 1) + 9
Disposicion practica:

Observa los coeficientes del cociente y el resto y comprenderas que la siguien-
te disposicion facilita los calculos.

2 -6 +5 +7
2 2:2 -6:2 +2:2° 52-6:2*+22°
2 (-6+22)=-2 (5-62+22°)=1 (7+52-622+22°)=9

Los numeros 2, - 2 y 1 son los coeficientes del polinomio cociente; el ultimo
numero 9 es el resto de la division, a esta disposicién practica se la llama Regla de
Ruffini.

La disposicidon anterior se puede simplificar como sigue:

2 -6 5 7
2 4 -4 2

2 -2 1 19

Cociente y Resto
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A partir de los datos de la disposicién practica simplificada se escriben el cocien-
te y el resto de la divisidn teniendo en cuenta:

e El grado del cociente es una unidad menor que grado del divisor; en nuestro
ejemplo el grado del cociente sera dos y se escribe: 2x? - 2x + 1.

e El grado del resto es cero; por tanto, un numero: 9

Ejemplos

Calcula mediante la Regla de Ruffini el cociente y el resto de la divisiones siguientes:
a)(3x*-6x+8):(x+3); b)(2x-8x+9):(x -3)

Solucion. Al realizar la disposicion practica, se deben poner ceros en los términos que
no figuran en el divisor y se cambia de signo el término independiente del divisor.

a) 3 0 -6 8 b) 2 -8 9
3 -9 27 -63 3 6 -6
3 -9 21 -55 2 -2 3

a) Cociente : 3x* - 9x +21. Resto: - 55
b) Cociente: 2x - 2. Resto: 3

3.1. Teorema del resto

El resto de la division tanto en la disposicion usual como en la regla de Ruffini
viene dado por la expresion (7 +5-2 -6 - 2%+ 2 - 2%) =9, que coincide con el valor
numeérico del polinomio 2x* - 6x* + 5x + 7 para x = 2. La generalizacién de este resul-
tados generalizado se llama Teorema del Resto que dice:

El resto de la divisiéon de un polinomio por x - a es igual al valor
numérico de dicho polinomio para x = a; es decir, p(a)=r.

Con este teorema y los conocimientos anteriores tienes dos formas de calcular
el valor numérico de un polinomio.

e Sustituir x por a en el polinomio y efectuar los calculos.

e Dividir el polinomio por el binomio x - ay el resto sera el valor numérico
para x = a.

Demostracion: Si al polinomio p(x) se le divide por el binomio x - a, se obtiene un
cociente ¢(x) y un resto r (que es un numero). La propiedad de la division permite

escribir: p(x) = ¢(x)(x-a) + r
. 0 B 4P
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El valor numérico del polinomio para x = a, se consigue sustituyendo x por a,
resulta: p(a) =c(a)(a-a) +r

Se opera: > p(a)=c(a)-0+r

El producto por cero es cero. — p(a)=0+r

Se simplifica: > p(@a)=r

Calcula mediante divisiones el valor numérico del polinomio g(x) = x* - 4x* + 6x - 9, para

x = 2. Comprueba que el valor obtenido es correcto.

Solucion. Se divide q(x) entre (x - 2) y el resto sera q(2).

1 0 -4 6 -9
2 2 4 0 12
1 2 0 6 3 = Resto = q(2)

Comprobacion: q(2) = (2)*-4-(2)°+6:2 -9=3
.|

3.2. Teorema del factor

Si al efectuar la division del polinomio p(x) por el binomio (x - a) el resto
resulta 0; la divisidn es exacta, lo que permite escribir: p(x) = (x - a) ¢(x)

Demostracion:
Como la division es exacta se tiene que: p(x) = (x - a) - ¢(x)
Para x = a ; se cumple: p(a) = (a-a)-c(a) =0-c(a) = 0.

A este resultado se le llama teorema del factor.

Ejemplos

1. Comprueba que la division de p(x) = (2x* + 3x* - 4x + 15) entre (x + 3) es exacta.

a) Escribe el dividendo como producto de factores. b) ¢Cual es el valor numérico del
dividendo para x = -37?

Solucién. Se aplica la regla de Ruffini.

2 3 -4 15
-3 -6 9 -15
2 -3 5 0 = Resto

a) 2x*+3x°-4x+15= (x+ 3)(2x° - 3x + 5)
b) Por el teorema del resto el valor numérico del dividendo para x = - 3 es cero; p(-3) = 0
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3.3. La regla de Ruffini con calculadora

La calculadora es un instrumento que facilita los calculos que aparecen al apli-
car la regla de Ruffini; el siguiente ejemplo aporta la idea para aplicar la calculadora.

Calcula el valor numérico del polinomio: p(x) = 4x> + 6x* - 8x + 13 para x = 7

Se aplica la regla de Ruffini para calcular el valor numérico.

4 6 -8 13
7 ' 28 238 1610
l'4 34 230 1623
I y y
a c Resto o valor numérico

Los coeficientes del cociente y del resto se calculan como se indica a continua-
cion: a=4; b=a7+6=34; c=b-7-8=230; Resto=c-7+ 13 =1623.

Se observa que:
e El numero 7 se repite tres veces como factor.

e Cada valor obtenido se utiliza para calcular el siguiente.

Esta observaciones sugieren la secuencia siguiente con calculadora:
7Mn x 4 + 6= x MR — 8 = x MR + 13 =

' ¥ '

4 34 230 1623 = p(7)

Calcula el valor numérico del polinomio p(x) = 4x* + 6x*> - 8x + 13, para x = 3.
Solucion. Se repite la secuencia anterior cambiando 7 por 3.

3Mn x 4 + 6= x MR — 8= x MR +13 =

oo f /

4 18 46 151 = p(3)
El valor numérico del polinomio para x = 3 es, p(3) = 151.

Actividades

3 ‘.
I I
I I
i a)(x*+4x*-6x+9): (x-1); b) (2x®-4x + 6) : (x - 2); E
i c) (4x*-10x + 4) : (x + 3); d) (x*-3x*+5x+7):(x+2). i
I I



16.
17.
18.

19.

20.
21.

. Calcula el valor numérico de los polinomios dividendos de la actividad anterior para:

a)x=1, b) x = 2, c)x=-3 y d)x=-2.

Calcula con calculadora los resultados de la actividad 15.

Halla m para que el polinomio 2x° - 8x* + 9x + m sea divisible: a) por x - 3 ; b) por x + 2.

En el polinomio x* - 7x* + 2x* + 4x + a. Determina a para que al dividirlo por x + 2 se obten-

ga de resto 130.

Calcular a y b para que el polinomio 3x*- 6x* + b x + a sea divisible por x - 2 y de resto

5 al dividirle por x + 3.

En el polinomio p(x) = x* - 3x* + 2x + 9 . Halla p(1); p(2) y p(-2) utilizando la calculadora.

Comprueba que el primer polinomio es factor del segundo.
a)x-2; 5x°- 8x*-x-6. b) x-4; 4x*-13x*-17x+ 20.
c)x-3; X-4x'+6x*-20x-33. d)x+1; 6x-7x*-7x+6.

4. Divisibilidad de polinomios

La divisibilidad de polinomios se estudia de forma analoga a la divisibilidad entre
nuameros enteros que ya conoces, Como veremos a continuacion.

Si la division D(x) : d(x) es exacta, como en el caso de los numero enteros se
dice, que D(x) es un multiplo de d(x) o bien que d(x) es divisor o factor de D(x).

Un polinomio es compuesto si admite polinomios divisores de grado superiores
o iguales a uno; el polinomio x*- 1 = (x + 1)(x - 1) es un polinomio compuesto.

Un polinomio es primo o irreducible si no admite polinomios divisores de grado
uno o superior; los polinomios 2x + 5 y x* + 1 son polinomios irreducibles ; por tanto
los polinomios irreducibles pueden ser de primero o segundo grado.

Los polinomios compuestos se pueden descomponer de
forma unica en producto de polinomios irreducibles.

En los apartados que siguen veremos diversas formas de realizar esta descomposicion.

4.1. Raices de un polinomio

Se dice que un numero a es raiz del polinomio p(x) si p(a) = 0. Las raices

del polinomio son p(x) son las soluciones de la ecuacién p(x) = 0.

Por el teorema del factor si a es raiz del polinomio significa que x - a es un divi-
sor de p(x); esto es: p(x) = (x - a)- c(x)
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Puedes preguntarte, ¢ cuantas raices tiene un polinomio? ;cémo calcularlas? La
respuesta a la primera pregunta se encuentra en el teorema siguiente, que es obje-
to de demostracién en cursos superiores:

En un polinomio de grado n se deben buscar como maximo n raices reales.

Para comprender su significado vemos algunos 120
ejemplos; el polinomio:

p(x) = x* - 4; tiene dos raices x =2 x=-2 el
polinomio: p(x) = x* + 4, no tiene raices reales, y el
resultado no contradice el teorema. K

La repuesta a la segunda pregunta es complica-
da; no obstante, con calculadoras graficas o progra-
mas de ordenador se puede representar graficamen-
te polinomios; el representado en la figura corres-
ponde al polinomio p(x) = 10x* + 13 x - 30 y corta al
eje de abscisas en x =-25y x = 1,2; por tanto
p(-2,5) =0y p(1,2) = 0.

Mediante métodos algebraicos se calculan con facilidad las raices enteras de
polinomios con coeficientes enteros como se indica en el apartado siguiente.

4.2. Raices enteras de un polinomio

Muchos polinomios con los que trabajamos tienen coeficientes enteros; veamos
que para estos polinomios las raices entera son divisores del término independiente.
Realicemos la division exacta (x* - 6x> + 14x - 15) : (x - 3) y comprobaremos que
x = 3 es raiz.

1 -6 14 -15
3 3 -9 3-5
1 -3 5 | 0 = Resto

Los numeros de la ultima columna - 15y 3-5 son opuestos; - 15 es multiplo de 3
y 3 es divisor de -15, por lo que escribimos: x*-6x*+ 14x-15 = (x-3)(x*- 3x+5).

La generalizacion afirma:

Si un polinomio es divisible por x - a, la raiz entera a se
encuentra entre los divisores del término independiente.

Demostracion

La demostracion se realiza para un polinomio de grado dos; pero el razonamien-
to utilizado sirve para polinomios de cualquier grado.

Sea el polinomio p(x) = bx* + cx + d, que tiene por raiz el numero entero a.
Valor numérico para x =a: p(a)= ba*+ca+d=0
Despejar d- =-ba’-ca
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Sacar factor comun a: d=a(-ba-c)=an

n

En el segundo miembro de la igualdad figura a como factor, por lo que a (raiz de
p(x)), es un divisor de d (término independiente de p(x)).

Halla las raices entera del polinomio p(x) = x® - x* - 9x + 9 y descomponer el polinomio en
producto de factores.

Solucién. Las posibles raices se encuentran entre los divisores de 9 = {+1,+ 3}
Se aplica la regla de Ruffini al polinomio y a los sucesivos cocientes:

1 -1 -9 9
3 3 6 -9
1 2 -3 0
-3 -3 3
1 -1 0
1 1
1 0

Las raices del polinomio son x = 3, x =-3 y x = 1; y por la sucesivas divisiones el poli-
nomio se descompone en los productos siguientes:

p(x)=x*-x-9x+9=(x-3)(x +3)(x-1)

Desde esta descomposicion se localizan con facilidad las raices del polinomio.

Actividades

r 1
1 1
22! ¢, Cuantas raices puede tener el polinomio siguiente? p(x) = x* + 2x* - 5x - 6. Calcula las :
: que puedas. .
1

: 23. Dados lo polinomios p(x) = (x - 2)(x +3)(x -4) y q(x) = (x - 3)(x - 3,5)(x - 4,4), ¢ cuales son i
! sus raices? i
E 24. Halla las raices enteras de los polinomios. a) x® - 2x*> + 2x - 1, b) X* + 2x* - 5x + 12. i
E 25. Calcula a 'y b para que el polinomio x* +ax® - 5x + b, tenga por raices x =3y x = -1. i
1 1
e T L T T T YT YT T " "Y"Y "“"“//“/7/“/7Y47W4UmmM'/mmarmrmhTmmMmd4o,o,yyayTyYT'TTYTmYTmTTmOT)TTUTTr'''“"jmaTTryTrrm'mmoyaoaaT ol

5. Factorizacion de polinomios

Se trata de sustituir un polinomio por otro igual pero escrito como producto de
polinomios irreducibles. Para obtener éxito se deben utilizar diversas estrategias,
como se indica en los siguientes ejemplos.
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Ejemplos

1. Descomponer en factores el polinomio p(x) = x°* - 4x* + x + 6.
Solucién 1. Se buscan las posibles raices enteras, que se encuentran entre los diviso-
res de -6; esto son {1, £2, £3, £6}.

Se aplica la regla de Ruffini al polinomio y a los sucesivos cocientes y se obtienen sus
raices que son: x =-1;,x=2y x=-3.

La descomposicién del polinomio en producto de polinomios irreducibles sera:
X®-4x?+ x+6 = (x +1)(x-2)(x-3).
Solucién 2. Se busca una raiz mediante la regla de Ruffini
1 -4 1 -6
-1 -1 5 6
1 5 6 o0

El polinomio divisor se puede escribir: x° - 4x? + x + 6 = (x + 1)(x? - 5x + 6); como el
cociente es un polinomio de segundo grado, sus raices son las de la ecuacién de
segundo grado x2 - 5x +6 = 0.

5+1
L _5#\5%-4.1.6 51 _5+1_| 2 =3
2 2 T2 51,

2

La descomposicién seria: x* - 4x% + x + 6 = (x +1)(x-2)(x-3).

2. Descomponer en factores el polinomio q(x) = 3x° - 6x* + 3x® - 6x2.

Solucién. Se combinan los procedimientos de sacar factor comun y el calculo de raices
enteras.

e Se saca factor comun 3x?: g(x) = 3x° - 6x* + 3x°® - 6x* = 3x*(x® - 2x? + X - 2).

e Las raices enteras del polinomio x®- 2x2 + x-2, se encuentran entre los divisores
del 2 y son{£1,+2}.

1 -2 1 -
2 2 0
| 1 10

El polinomio x® - 2x2 + x-2, se decompone x°®-2x?+ x -2 = (x -2)(x2+1), como x*+ 1
es irreducible, la descomposicion de q(x) sera:

g(x) = 3x° - 6x* + 3x3 - 6x2 = 3x3(x®-2x2+ x-2)=3x?(x-2)(x*+ 1).
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3. Descomponer en productos: a) x*+ 8x + 16, b)4x*-12x+9, ¢)16x*-09.

Solucién. Estos polinomios se descomponen recordando las siguientes igualdades
notables:

Cuadrado de una suma: (@ + by =a’+ b*+ 2ab.

Cuadrado de una diferencia: (a - b)? = a* + b? - 2ab.

Suma por diferencia: (a+ b)a-b)=a*- b’

Teniendo en cuenta estas igualdades resulta:

a) x>+8x+16=(x+4);5 b)4x>-12x+9=(2x-3); c)16x>-9 = (4x + 3)(4x - 3).

.
MCDyMC M de dos polinomios

Como en los numeros enteros se define y calcula el maximo comun divisor y el
minimo comun multiplo de dos polinomios.

El maximo comun divisor d(x) de dos polinomios p(x) y g(x) es el polino-
mio de mayor grado que es divisor de ambos. M C D [p(x), q(x)] = d(x)

Para calcular el maximo comun divisor de dos polinomios se descomponen en
factores primos y se forma el producto de los factores comunes con sus menores
exponentes.

El minimo comun multiplo m(x) de dos polinomios p(x) y q(x) es el polino-
mio de menor grado que es multiplo de ambos. M. C. M. [p(x), q(x)] = m(x)

Para calcular el minimo comun multiplo de dos polinomios se descomponen en
factores primos y se forma el producto de los factores comunes y no comunes con
Sus mayores exponentes.

Ejemplos

1. Calcula el M.C.D. y el M.C.M. de los polinomios p(x) = (x -2)*(x -1)(x*+ 1) y
q(x) = (x -2)(x -1)*(x +5)

Solucion. Para calcular el maximo comun divisor se toman los factores comunes con
menor exponente; por ello: M.C.D [p(x) g(x)] = (x -2)(x -1)

El minimo comun multiplo es el producto de los factores comunes y no comunes con
mayor exponente; por ello M.C.M [p(x) q(x)] = (x - 2)*(x - 1)*(x + 5)(x* + 1)

I ——
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Actividades

26. Descomponer en factores: a) x*+6x2-x-30; b) x*+2x2-5x-6; c¢€) x®+5x2+7x +3,
d) x*-10x2+9.

27. Factorizar: a) x* - 8x + 16; b) x*+ 12x*+36; c¢)x*-25; d)9x?-25.

28. Descomponer en producto de factores irreducibles los polinomios siguientes:

29. Calcula el maximo comun divisor y el minimo comun multiplo de los polinomios:
p(x)=x?-1yq(x)=x2-2x+1.

30. Calcula el M.C.D. y el M.C.M. de los polinomios: p(x) = x* -15x® + 75x2 -125x 'y
g(x) = x° - 4x* - 5x*.

|
I
1
1
1
1
I
1
1
1
1
1
1
a) 2x*+11x2 + 2x -15; b) 3x*-18x2+ 15x; c¢)4x?+12x+9, d) 25x?-4. :
I
1
1
1
1
1
1
1
I
1

6. Fracciones algebraicas

Las fracciones numéricas se pueden considerar como el cociente de dos nume-
ros enteros; de la misma forma llamamos fraccion algebraica al cociente de dos poli-

nomios.
2 f—
Son fracciones algebraicas las siguientes: a) SX” —4x+5 ; b) >
2x+5 3x—-6
Se llama fraccion algebraica al cociente de dos polinomios: %
q(x

Simplificacién de fracciones

Para simplificar fracciones se divide el numerador y el denominador por el mismo

polinomio.
Ejemplos:
a) 6x*+5x _x(6x+5) 6x+5, b) x*+4x+3  (x+3)(x+1) _ x+1
3x° 3xx 3x x> -x-6 (x+3)(x-2) x-2

Fracciones equivalentes

Dos fracciones algebraicas son equivalentes si una se obtiene de la otra
por simplificaciéon; o cuando al simplificarlas, dan lugar a la misma fraccion.

X+2

. 3x . L .
Las fracciones —; son equivalentes; al simplificarlas se obtie-

X2+ x-2 y 3x% -3x

. 1
ne la fraccion —— .
X -1

8 @ 8 8 4P



©@ 6 8@ 4P

6.1. Suma y resta de fracciones

e Para sumar fracciones algebraicas se transforman los sumandos en frac-
ciones equivalentes con el mismo denominador si es que eran diferentes;
se deja el denominador comun y se suman los nhumeradores.

e Para restar dos fracciones se suma al minuendo el opuesto del sustraendo.

Ejemplos

2x+4 5
2 + 2
X°+5 x°+5
Solucién. como las fracciones tienen el mismo denominador se suman los numeradores
2x+4 5 2x+9
2 T =2
X“+5 x*+5 x°+5

1. Calcula:

3x+4 2x+1
+

x> -9 x*-3x
Solucion. Como tienen distinto denominador se calculan fracciones equivalentes con
denominador el minimo comun multiplo de los denominadores.

2. Calcula:

e Se descomponen los denominadores en productos; x2?-9 = (x +3)(x-3) y
x?-3x = x(x -3).

¢ El minimo comun multiplo es: x(x + 3)(x - 3)

3x+4+ 2x+1  (Bx+4)x  (2x+1)(x+3) 3%’ +4x+2x* +6x+x+3 _ 5x*+11x+3
x> -9 x*-3x x(x+3)(x-3) x(x+3)(x-3) X(x+3)(x-3) X(x+3)(x-3)
3. Calcula: _3X__2x-4

X2+2 xX2+2

Solucién. Tienen el mismo denominador; por tanto, se deja y se restan los numeradores.
3x _2x-4 _ 3x-(2x-4) _ x+4

X +2 x*+2 x*+2 x*+2

6.2. Multiplicacion y division de fracciones algebraicas

Para multiplicar dos fracciones se pone por numerador el producto de
los humeradores y por denominador el producto de los denominadores.

Para dividir fracciones se multiplica el dividendo por el inverso del divisor.

» @ B8 8 4P



© 8 ©

POLINOMIOS Y FRACCIONES ALGEBRAICAS

2 2

Xx=3_ x* x+4_  xX*(x+4) _x*+4x
x+3 x+4 x+3 x-3 (x+3)(x-3) x*-9

Dividir :

Ejemplos

X+3 x-2
1. Icula: p—
Caledla: S X+ 1
. X+3 x-2 (x+3)(x-2) x*+3x-2x-6 x*+x-6
Solucién. - = =— -
2x-1 x+1 (2x-1N)(x+1) 2x°-x+2x-1 2x"+x-1
2
2. Calcula: X ;X_3
xX+3 x+4

Solucién. Se multiplica el dividendo por el inverso del divisor.

x> x=3 _ x* x+4  x*(x+4) _x’+4x°

X+3 x+4 x+3 x-3 (x+3)(x-3) x*-9

2

Actividades

r 1
1 1
! 2 3 2 1
I X“+4x+3 X°+4x°+x-6 1
I 31. Simplifica: @) —5———— ;

! implifica: &) = 2 X + 75 +16x +12 E
1 _ — — 1
| 32. Calcula: a) —; x—1 +— xX—2 ; b) 2X 2 __ 32X ; €) — 4 + X2+2 !
i X -5x+6 x"-4x+3 X +x+1 x° -1 X°=2x+1 x"-1 |
: 3 . x-=2 !
: x*+5x+6 x*-x-6 !
1 1
1 1
1 2 2 1
I . P x“—4x+4 x-1 | x°—4x+4 x-1 "

33. Efectua y simplifica: a . ; b :

! v s ) o1 x2 P T a2 :
I I
T e o e e R S e A S R S S A S S S A R S A S S S R S R R R ol
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