Matematica financiera

Los mas usados son los logaritmos neperianos, llamados asi en honor de John Neper
(1560 — 1617), y los decimales.

Las variaciones porcentuales, el interés simple y el compuesto, la TAE y las anualidades de
capitalizacién y de amortizacion aparecen habitualmente en los calculos financieros. Para
calcular estas dos ultimas es necesario conocer las progresiones geomeétricas, que repasamos.

I a necesidad de efectuar numerosos y complicados calculos dio origen a los logaritmos.

La Unidad termina con los numeros indices, complemento y ampliacién de las variaciones
porcentuales, muy empleados en Economia.

Los objetivos que nos proponemos alcanzar con el estudio de esta Unidad son los siguientes:
1. Valorar la importancia histérica de los logaritmos en el célculo.

2. Analizar las propiedades de los logaritmos.

3. Comprender desde distintos punto de vista la importancia de los porcentajes.

4

. Distinguir entre los diversos tipos de porcentajes que se nos presentan en la vida
cotidiana.

5. Comprender la importancia de las progresiones geométricas para el estudio del interés
compuesto.

6. Distinguir los conceptos de anualidades de capitalizacion y de amortizacion para afrontar
las situaciones econémicas que nos presenta la vida cotidiana.

7. Utilizar los conocimiento adquiridos sobre capitalizaciones y amortizaciones para resolver
problemas que se plantean en la vida actual.

8. Comprender que los numeros indices facilitan el estudio de variables sometidas a
cambios temporales.
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1. Logaritmos decimales y neperianos

1.1. Definicion

Se llama logaritmo en base a, positiva y distinta de uno, de un numero x, a
otro numero y, que es el exponente al que hay que elevar la base a para
reproducir el nimero dado x; se escribe:

log.x=y =—— a'=x

La operacion para hallar logaritmos es la logaritmacién, operacién inversa de la
potenciacion, y su objeto es hallar el exponente cuando se conocen la base y el valor
de la potencia.

Por ejemplo, log,;81 = 4; puesto que 3* = 81

Ejemplos

1. Calcula log, 32.

Solucién. Sera un numero y; tal que 2 = 32. Como 32 = 2°, queda 2" = 2°, potencias igua-
les de la misma base tienen exponentes iguales, por lo que y = 5. Luego escribimos:

log, 32 = log, 2° = 5
1
2. Calcula log, — .
alcula 9216

Solucién. Sera un numero y, tal que 2¥ =%. Como % =2";queda 2" =2, por lo

que y = —4. Se escribe: ]
log, — =log,2* =4
16 2

3. Calcula log; 3.

Solucién. Sera un numero y tal que 3" = 3; por tanto y = 1, entonces log, 3 = 1.

Observa que el logaritmo de la base es siempre 1, log.a=1 <> a'=a

4. Calcula log; 1

Solucién. Sera un numero y tal que 3"= 3° =1; por tanto y = 0, entonces log, 1 = 0.

Observa que el logaritmo de 1 en cualquier base es 0,log.1=0 <> a°=1

5. Calcula log, 0

Solucién. Sera un numero y tal que 3 = 0. Como las potencias dan siempre resultados
positivos, podemos afirmar:

El nimero cero no tiene logaritmo.
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MATEMATICA FINANCIERA

6. Calcula log, (-4)

Solucién. Sera un numero y tal que 3 = — 4. Como en el ejemplo anterior, recordamos
que las potencias dan siempre numeros positivos, por tanto:

Los niumero negativos no tienen logaritmos.

1.2. Propiedades de los logaritmos

Los ejemplos anteriores nos han permitido enunciar algunas propiedades de los
logaritmos; a continuacion enunciamos otras propiedades de los logaritmos

1. Ellogaritmo de un producto es igual a la suma de los logaritmos de sus facto-
res, esto es:
log,(m-n)=log, m+log, n
2. Ellogaritmo de un cociente es igual al logaritmo del dividendo menos el loga-

ritmo del divisor, esto es:
m
log, — =log, m—log, n
n

3. Ellogaritmo de una potencia es igual al producto del exponente por el logarit-
mo de la base, esto es:

log, m" = klog, m

4. Ellogaritmo de una raiz es igual al cociente entre el logaritmo del radicando y
el indice de la raiz, esto es:

log, m =IogTam

Ejemplos

1. Calcula log, x- y, sabiendo que log, x=3,23 y log.y = 2,34:
Solucion. Por la propiedad 1, log, x- y = log, x + log, y = 3,23 + 2,34 = 5,57

2. Calcula log, X con los datos del ejemplo 1.
y

Solucion. Por la propiedad 2, log, e log, x—log, y =3,23-2,34=0,89
y
3. Calcula log, x*, con los datos del ejemplo 1.

Solucion. Por la propiedad 3, log, x* =4 log, x=4 - 3,23 =12,92
]
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4. Calculalog, x?-y?, con los datos del ejemplo 1.

Solucion. Por las propiedades 1y 3, log, x?y* = log, x? + log, y®*=2log, x + 3 log, y =
=2-3,23+3-2,34=6,46 +7,02 = 13,48.

5. Calcula log, ¥x , con los datos del ejemplo 1.
I
Solucién. Por la propiedad 4, log, Ux = og; 23 % =1,07

6. Calcula log, §/x*-y* , con los datos del ejemplo 1.

Solucién. Por la propiedades 4, 1y 3.

2,4 2 4
IogaﬂJoga;y =Iogax ;Iogay =2Iogax;4logayz2-3,23-;—4-2,34z15,582z3’16

1.3. Logaritmos decimales y neperianos

En el calculo de logaritmos se utilizan usualmente como bases, el numero 10 y
el numero e =2,718281...

Los logaritmos de base 10 se llaman logaritmos decimales y se escribe sim-
plemente log; por ejemplo el log 1000 = 3 <> 10° = 1000.

Los logaritmos de base e se llaman logaritmos neperianos, y se simbolizan por
InoL.; por efemplolne'=4 =<> e*‘=¢*

Estos logaritmos los llevan incorporados las calculadoras cientificas, los siguien-
tes ejemplos te indicaran cémo utilizar la calculadora para calcular logaritmos.

Ejemplos

1. Calcula log 8.

Solucién. Sera un numero y, tal que 10¥ = 8. Como 8 no puede expresarse como una
potencia entera de base 10, para calcular su logaritmo decimal de forma aproximada,
se recurre a latecla log de la calculadora, mediante la secuencia siguiente:

8 log 0.9030899 Y escribimos: log 8 = 0,9030899
2. CalculaIn 8.

Solucién. Sera un numero y, tal que €’ = 8. Como en el ejemplo anterior, se recurre a
latecla In de la calculadora, mediante la secuencia siguiente se determina de forma
aproximada el logaritmo neperiano de 8:

8 In 2.0794415 Se escribe: In 8 =2,0794415
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MATEMATICA FINANCIERA

3. Calcula x siln x = 2,4849066.

Solucién. Se conoce la base e y el exponente que origina x; como, x = e 2*%%; |g
secuencia siguiente calcula x

2.4849066 INV e 12 Por tanto: x = 12

Actividades

1. Calcula: a) log; 81; b)log; 243 ; c) log,729.
2. Calcula: a)log, 0,5; b) log, 0,25; c) log, 0,125.

3. Calcula: a)log 10; b)log 100; c)log 1000
4. Calcula: a)log 0,1; b)log 0,01; ¢) log 0,001.
5. Se sabe que log a =1,39794, log b = 1,77815, y log ¢ = 2,09691. Calcula: a) log (a-b);

b) log (a-bc); ¢) Iog% ;d) Ioga—: ; e)loga’; f)log (a~ b* c®); @) log¥a‘b®

2. Porcentajes: incrementos y
disminuciones porcentuales.

Recuerda que porcentaje se representa mediante el signo % y significa "de
cada cien"; es decir, centésimas; por este motivo, los porcentajes se pueden expre-
sar como decimales. Por ejemplo: R =12 %, significa de 12 de cada 100; por que se
puede escribir en forma decimal asi:

r=£=0,12
100

Por otra parte, sabemos que:

¢ Si una mercancia cuesta inicialmente C y su valor aumenta un 8 %, su coste
final sera:

C+0,08x C=(1+0,08xC=1,08xC

e Si una mercancia cuesta inicialmente C y su valor disminuye un 8 %, su coste
final sera:

C-0,08x C=(1-0,08)x C=0,92x C
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El coste final de una mercancia que ha aumentado o disminuido un porcentaje
se consigue multiplicando el coste inicial C por un niumero llamado indice de varia-
cion; en los ejemplos anteriores los indices fueron 1,08 y 0,92 respectivamente.

. L R
En los aumentos porcentuales del R %, el indice de variacion es: 1+ 100 =1+r
En las disminuciones porcentuales del R %, el indice de variacion es:

1—i=1—r
100

La cantidad final con aumento o disminucion porcentual se obtiene al multiplicar
la cantidad inicial por el indice de variacion; es decir:

R
Chnar = [1 at W) Ciriis =(1£7)-C, i

Ejemplos

1. Los precios de todos los articulos de unos almacenes se encuentran rebajados el 12%
¢, Qué precio se pagara por un articulo marcado a 500 euros?

Solucion. Se aplica la formula; P, =(1-0,12)-500 = 0,88 - 500 = 440 euros

2. El precio de un televisor sin IVA es de 700 euros. Calcula el precio que pagaremos si
esta gravado con el 16 % de IVA.

Solucion. Se aplica la formula; P.=(1+0,16)-700 =1,16-700 = 812 euros

3. Por una lavadora se han pagado 406 euros. Si la lavadora tiene un impuesto del 16 %
de IVA, ¢cuadl es su precio sin incluir el impuesto?

Solucién. Se aplica la formula y se despeja el precio inicial;

406=(1+0,16)-P; P =%:350 euros

Porcentajes encadenados

A veces es necesario trabajar con varios porcentajes seguidos, como se plantea
en el ejemplo siguiente:

El indice del coste de la vida subi6 un 14% durante 1980 y un 6% durante 1981,
pero bajoé un 5% durante 1982. Halla la subida del indice de coste de la vida de 1980
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MATEMATICA FINANCIERA

Solucion:

Se parte del coste de un producto de 100 euros en enero de 1980.
Coste el 1-1-1981 100 - (1,14) = 114

Coste el 1-1-1982 114 - (1,06) = 120,84
Coste el 1-1-1983 120,84 - (0,95) = 114,798

Y

Y

Y

Por tanto el aumento ha sido de 14,79%.

Observa que si sumas 14 + 6 — 5 obtienes 15; esto es debido a que los tantos
por cientos actian sobre cantidades iniciales distintas.

Ejemplos

1. Un ordenador valia al salir al mercado 924 euros; a lo largo de un ano sufrié las siguien-
tes variaciones, baj6é el 20 %, bajé un 15 %, subié un 12 % y finalmente bajé un 6 %.
¢ Cuanto era su precio al final del aino? ¢ Cual ha sido el indice de variacion total?

Solucion. El ordenador ha cambiado cuatro veces de precio.

Precio al primer cambio — (1 — 0,20) - 924 = (0,80) - 924 = 739,2 euros

Precio al segundo cambio—> (1 — 0,15) - 739,2 = (0,85) - 739,2 = 628,32 euros
Precio al tercer cambio — (1 + 0,12 ) - 628,32 = (1,12) - 628,32 = 703,72 euros
Precio final — > (1-0,06) - 703,72 = (0,94) - 703,72 = 661,49 euros
Partimos de la variacion de 100 euros

Primera variacion —— > (1 -0,20) - 100 = 0,80 - 100 = 80

Segunda variacion ——» (1-0,15)-80=0,85-80 = 68

Tercera variacion ——» (1+0,12)-68=1,12-68 = 76,16

Cuarta variacion —> (1 -0,06) - 76,16 = 0,94 - 76,16 = 71,5904

El indice de variacion total sera 0,7159

Se podia haber calculado directamente: 0,80-0,85-1,12-0,94=0,7159y 0,7159-924 =
= 661,49 euros.

2. Un comerciante compra los lectores de CD por 450 euros y los vende con un recargo
del 30 %; llega un amigo y, sobre el precio de venta, le rebaja el 30 %. ¢ Gano o perdid
con la venta del lector de CD al amigo?

Solucion. El comerciante los vende a: P, =(1+0,30)-450 =1,30-450 =585 euros

EL amigo lleva el lector de CD por: P, =(1-0,30)-585=0,70-585 =409,5 euros; el

comerciante perdié en la venta: 450 — 409,5 = 40,5 euros
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Actividades

r 1
1
i ! 6. En latienda A un articulo esta marcado a 765 euros y tiene una rebaja del 25%. En la tien- i
) da B el mismo articulo esta marcado a 742 euros y presenta un descuento del 20% ;,En
: qué tienda es mas barato el articulo? :
1
i i 7. Un comercio oferta sus productos rebajados el 22%. Calcula el precio al que resultan los :
I marcados con 35 euros, 56 euros y 85 euros, si al tanto por ciento de rebaja se le debe :
i afiadir el 16 % de IVA. !
1 1
i : 8. Sihas pagado 256 euros por un producto que se encontraba rebajado el 15%, ¢,qué pre- :
: cio marcaba el producto? :
1 1
i : 9. Después de rebajarse un articulo en un 25 %, vale 53,20 euros ¢ Cuanto valia antes de I
: la rebaja? !
1 1
b o o o e e S R S S R R A N S R R N N S N S R A N N S R S S S A S ol

3. Interés simple y compuesto. T.A.E.
(tasa anual equivalente)

3.1. Interés simple

Al abrir una libreta de ahorro en una entidad bancaria, en realidad prestamos un
capital C a la caja o banco; préstamo que nos remuneran ofreciéndonos un determina-
do rédito R, que es la cantidad que la entidad nos abonara anualmente, por cada 100
euros depositados. Los beneficios que se obtienen por el capital C depositado se llaman
interés. Si los beneficios se retiran periédicamente estamos ante un interés simple.

Interés simple por afnos

Ejemplo: Supongamos que una persona ingresa 2 000 euros en un banco al 4%
de rédito, el rédito siempre es anual. El interés que recibe al finalizar el ano sera:

i =2000 x 0,04 = 80 euros

Por tanto, si mantiene los 2000 euros en el banco, al finalizar cada aino recibira
80 euros en concepto de intereses. Esto nos permite construir la siguiente tabla:

Capital inicial | El primer ano | El segundo aino | El tercer afio | ...... El afio 15
2000 euros | 2000 +80 | 2000+2-80 |2000+3-80] ... 2000 + 15 - 80

Los capitales finales se obtienen mediante una relacién lineal cuya variable es
el tiempo que estan prestados.

«~ @ 8 8 4P



MATEMATICA FINANCIERA

El capital inicial C, ingresado al R % de rédito anual simple, al cabo de t afios
se convierte en:
C-R C-R-t

C,=C+t-i,donde i=C-r o i=———; esdecir, C,=C+
100 100

En estas formulas C, es el capital final, C es el capital inicial, R es el rédito anual
en porcentaje, r el rédito anual en decimal y t es el numero de anos.

Interés simple por meses

. R . ,
Si tenemos en cuenta que el R % anual es el — % mensual, entonces el interés
12

, , T
mensual en decimal sera E; con lo que:

C'R; es decir; C,:C+C'R't
1200

C,=C+t-i, donde i:C-L o i=
12 1200

En esta formula t esta expresada en meses

Interés simple por dias

R
Si tenemos en cuenta que el R % anual es el 360 % diario, entonces el interés
. . H r . -
diario en decimal es 360 con lo que:
C-R C-R-t

C,=C+t-i, donde i=C-—— o i= . es decir, C,=C+
360 36000

36000

En esta férmula t esta expresada en dias

Ejemplos

1. Hallar el interés de 3 000 euros, al 4 % durante seis meses.
Solucién. Se aplica la férmula y se tiene en cuenta que 6 meses es la mitad de un afo;
i=3000 - 0,04 - 0,5 =60 euros

2. Al mirar la cartilla, un ahorrador observa que le han abonado 36 euros. Si tuvo deposi-
tados 2 700 euros durante 4 meses, ¢a qué rédito le han abonado los intereses?

Solucion. Se aplica la formula, se simplifica y se despeja R.

4

36=— 12_37._.R=0R R=2-4%
100 3 9
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3.2. Interés compuesto

Cuando los intereses no se retiran sino que se acumulan al capital y se mantie-
ne el depdsito, que es lo mas corriente, estamos ante el interés compuesto:

Interés compuesto anual

Ejemplo: Si se depositan en un banco C euros a un 5%, al final del afio tendre-
mos el capital:

C,=C+C-—>=C.(1+0,05)
100

Al final del segundo afo el nuevo capital sera: C,=C, - (1+0,05)=C- (1 +0,05)?
Al final del tercer afio el nuevo capita sera: C,= C, - (1+0,05) = C - (1+0,05)
En general, al final del ano t el capital sera: C,= C - (1+ 0,05)

Por lo tanto, si se depositan C euros al R% de rédito, el capital final al cabo de
t anos depositado a interés compuesto sera: C,=C - (1 +r)

Interés compuesto mensual

. L. . R
Como en el caso de interés simple el rédito R % anual, se trasforma en E%

r
mensual, lo que equivale a 7= decimal, por lo que el capital final al cabo de t meses

12
sera: t
r
C,=C-|1+—
12

Interés compuesto por dias

.y . r . .
% diario, lo que equivale a ——= decimal diario; y

o/ r&di 3
El R % rédito anual sera, 360

360
el capital final al cabo de t dias sera:

Calculo de los intereses

El interés o nuestra ganancia sera la diferencia entre el ultimo capital y el capital
inicial; que en el caso de capitalizar por afios sera:

i=C,-C=C-(1+n-C

Sacando factor comun C obtenemos:
i=C-[(1+n-1]

- @ 8 8 4P
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Ejemplos

1. Hallar el capital acumulado durante 10 afios a partir de 12 000 euros colocados al 4 %
de interés compuesto abonando los intereses anualmente.

Solucién. Se aplica la férmula. C,, =C-(1+r)'° =12000-(1+0,04)"° =12000-1,04"

La siguiente secuencia en la calculadora determina el capital.
12000 x 1.04 X 10 = 17762.932
El capital acumulado sera 17 762,93 euros

2. Repetir el problema anterior pero con pago de intereses cada trimestre.

Solucion. Es necesario interpretar la féormula para generalizar. El capital C = 12 000;
cada afno se cobran cuatro veces intereses; los periodos de cobro o capitalizacién
seran 4:-10 = 40; el rédito sera trimestral es decir 4/4 = 1% trimestral. Con estos razo-
namientos la formula sera:

10-4
Cios = 12000.(1+¥J =12000-(1,01)*

La siguiente secuencia en la calculadora determina C

12000 x 1.01 X' 40 = 17866,36 euros.

El capital acumulado en esta situacién sera: 17 866,36 euros.

Se observa un aumento del capital acumulado, debido a que los intereses se convier-
ten en capital al comenzar cada trimestre, en lugar de anualmente.

3. Calcula el tiempo a que deben estar prestados 1000 euros al 6% de interés compuesto
anual, para que se conviertan en 1504 euros.

Solucién. Se aplica la formula y se obtiene,1504 = 1000 - (1 + 0,06); resolvemos la
ecuacion: 1,504 = 1,06'; en esta ecuacion, llamada exponencial, se toman logaritmos
para despejar t:

_log1,504

log 1,504 = t-log 1 t=
og 1,50 og 1,06 091,06

Con esta secuencia de teclas determinamos t. 1,06 log M,, 1,504log + MR = 7,00
El valor de t es 7 anos.
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3.3. Tasa Anual Equivalente (T.A.E.)

En la prensa diaria aparecen ofertas de depdsitos o créditos en los que el % del
rédito se indica seguido de las siglas T. A. E. " Tasa anual equivalente". El ejemplo
que proponemos corresponde a la oferta de una caja de ahorros, y con él aclaramos
el significado de las mencionadas siglas.

Ejemplo: Si nos confia su dinero en nuestra Cuenta Ahorro le damos el 6%
anual, con pagos mensuales de intereses, lo que equivale al 6,17% T. A. E.

¢ Qué significa el T. A. E. en esta oferta?

6
El 6 % anual equivale al i 0,5% mensual.

Como el ano tiene 12 meses el capital depositado, C, se habra convertido en:
C, =C-(1+0,005)"* =C-(1,005)” =C-1,0616778
Como se puede observar al final de ano el 6 % anual, con capitalizaciones men-

suales se convierten mediante redondeo en el 6,17 %; este porcentaje es precisa-
mente el anunciado T. A. E.

En los préstamos hipotecarios que los bancos conceden la T. A. E. es, por
supuesto, superior al rédito anual anunciado.

i Ejemplos

1. Calcula la T. A. E. que corresponde aun rédito anual del 12% con pagos mensuales de
intereses.

Solucién. Al 12% anual le corresponde el 12/12 = 1% mensual.
Cada mes, el capital se multiplica por 1,01; por tanto, en un afo se multiplicara por

1,01 = 1126825 ~ 1 +0,1268 = 1 + 1126%8 .Luego la T. A. E sera 12,68%

Actividades

10. Calcular el tiempo que deben estar colocados 4 000 euros al 6% anual para dar un inte-
rés de 20 euros.

11. Cierto capital, colocado durante 8 meses al 10% anual, ha dado un interés de 400 euros.
Calcularlo.

12. Hallar el capital que poseeremos al cabo de diez afos si se coloca al 5% de interés com-
puesto un capital inicial de 200000 euros. Los intereses vencen semestralmente.

13. ¢ Qué capital al cabo de 6 afios al 4% de interés compuesto pagadero anualmente se ha
transformado en 100000 euros?

14. Calcular la T. A. E. correspondiente al 9% de rédito anual con pagos mensuales de inte-
reses.
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4. Progresiones geometricas

Si una cuartilla la partimos por la mitad, y a las mitades las partimos por la mitad
y asi sucesivamente, las partes que resultan son: 2, 4, 8, 16, 32, ... Esta sucesién de
numeros es una progresion geométrica, cada término es igual al anterior multipli-
cado por 2.

Las progresiones geométricas son sucesiones en las que un término cualquiera
se obtiene del anterior al multiplicarlo por una cantidad constante r, llamada razon;

esto es:
a, = a,q ' r

Para saber cuando una sucesion de numeros es una progresion geométrica se
comprueba si los cocientes de términos consecutivos dan el mismo resultado; este
resultado es la razén de la progresion.

Ejemplos

1. Comprueba que la siguiente sucesion de numeros es una progresién geométrica; 2, 6,18,
54, 162, ...Calcula la razon.

162 54 18
Solucion. Se divide cada término por el anterior, 51 = 18 = 5

=] § = 3 .
2
La razon es 3.
2. Forma una progresiéon geométrica cuyo primer término sea 40 y la razén 0,5.
Solucién. 40 ; 40-0,5 = 20; 20-0,5=10; 10-:0,5=5; 50,5=2,5 ..

La progresion es 40, 20, 10, 5, 2,5, ...

4.1. Término general de una progresion
geometrica

Una de las propiedades de las progresiones geométricas es que el término
general se puede dar mediante una expresion algebraica como veremos a continua-
cion.

Supongamos que la sucesion: a,, a,, as, a.,... a,... €S una progresion geométrica
de razon r.

El término a, sera: a,=a,' r

El término a, sera: a;=a,-r=a,r-r=a,- r
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El término a, sera: a,=a,-r=a,r*f-r=a," r

Se observa que un término cualquiera es igual al primer término por la razon ele-
vada al subindice del término menos la unidad; por lo tanto, el término general de
dicha sucesion sera: a, =a,-r""

La expresion anterior indica que para conocer el término general de una progre-
sion geométrica basta con conocer el primer término a; y la razén r.

Ejemplos

1. Calcula el término quinto de una progresién geométrica, sabiendo que a, =2y r = 3.
Solucién. Se aplica la formula. a;=2-3*"'=2-3'=2-81 = 162.

2. Halla el primer término de una progresion geométrica cuyo término 4 vale 192 y la razon 4.
Solucién. Se aplica la formula y se despeja a;; a, = a,r®*; 192 = a, 4° = a, 64;

192
*ea -

3

4.2. Suma de los n primeros términos de
una progresion geomeétrica

Dada la progresion geométrica a,, a,, as, ..., a, de n términos y razén r. Se desea
encontrar una expresion para calcular la suma de estos numeros.

S,=a,+a,+a,+..+a,, +a, (1)
Se multiplica por r los dos miembros de la igualdad anterior:
r-S,=a,-r+a,r+a,-r+..+a,,rta,-r=a,+ ata,+ ..+a,ta,-r (2)
Restamos: (2) - (1), yqueda: r-S,-S,= a,'r —a,
Sacamos factorcomuna S,: S, (r-1)=a, r—a,

Y despejamos S,
a - r-a,
r-1

n

La suma de n términos de una progresion geométrica se puede expresar fun-
ciéon de a, y r, para ello basta sustituir a, = a,-r"" en la férmula S, y se obtiene:

S _a-r"-r-a _a- r'-a _a-(r"-1)
5 r-1 r-1 r-1
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Ejemplos

1. Calcula la suma de 12 terminos de una progresion geométrica si el primer término es 5
y la razén 2.

a-(r'>-1_5-(2%-1)
r—1 2-1

Con la secuencia siguiente de teclas encontramos la suma:
2 x12 — 1 = x & = 20475

Solucion. Se aplica la formula. S, =

2. Halla el primer término de una progresion geométrica si la suma de los 5 primeros tér-
minos es 155 vy la razén 0,5.
_ _ _ a,(0,5° -1)
Solucion. Se aplica la formula y se despeja a;: S, = — 051
a (0,5° -1 - _
_a ) _ a,(-0,96875) wego &~ 185C05) g,

155 = -
0.5-1 0.5 -0,96875

Actividades

15. Forma una progresion geomeétrica cuyo primer término es 800 y la razén es 0,25.
16. Encuentra progresiones geométricas entre las siguientes sucesiones:

a)9,7,5,3,1,...b) 1/2, 1/4, 1/8, 1/16, 1/32, ... €) 0,5, 0,05, 0,005, 0,0005, ...,

17. Hallar la suma de los 10 primeros términos de una progresion geométrica en la que
a, =200y r=1/100.

" b |
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
: d) 2, 2/3, 2/9, 2/27, ... :
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
[
: 18. Halla los términos cuarto y octavo de la progresién geométrica : 0,008; 0,04; 0,2; ... i
k wll

5. Anualidades de capitalizacion.
Fondos

En la vida cotidiana es frecuente querer disponer de un capital al cabo de cier-
to tiempo mediante depdsitos iguales realizados todos los anos. Es el caso tipico de
fondos o planes de pensiones tan en boga ultimamente. La cantidad, de nuestros
ahorros, que depositamos todos los afios es una anualidad de capitalizacion.

Supongamos que al principio de cada afio se ingresa una anualidad A, y se
desea calcular el capital que se ha formado al cabo de t afos, al rédito R % anual.

R
Expresamos el rédito R en forma decimal: r = 100
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e La primera anualidad A, que ha estado depositada de t afos, se transforma en:
A-(1+r)
¢ La segunda anualidad A, que ha estado depositada t —1 afios, se transforma en:
A-(1+n)-
¢ La ultima anualidad esta depositada solo un ano, y se transforma en:
A-(1+1)
El capital que se obtiene es:
C=A(1+nN+A1+rP+ A1 +rP+ ..+ A1+ "+ A1 +r)
El capital se obtiene mediante la suma de n términos de una progresion geomé-
trica de razén (1 +r).
CAQ+r) A+t = A-(4r) A1) (1+r) =1]
1+r)-1 r

C

Si se desea conocer la anualidad que se debe pagar anualmente, se despeja A
en la férmula anterior y queda:
C:-r

A=(1+r)- ((1+r) 1)

A veces los pagos se hacen en periodos no anuales; por ejemplo en semestres,
trimestres o meses; en estos casos se aplica la formula siguiente:

Donde n es el numero de pagos que se efectian en un afo; por tanto sus posi-
bles valores son: 2 en pagos semestrales; 4 en pagos trimestrales y 12 en pagos
mensuales.

Ejemplos

1. Una entidad bancaria ofrece un plan de pensiones de modo que durante 15 afios debe-
mos aportar 600 euros al 8% ¢Qué capital tendremos al finalizar el plazo?

Solucioén. Se aplica la férmula
A(+r)[ (1+r) -1] 600(1+0,08) (1+0,08)" ~1] 00,08(1,08" 1)
" r - 0,08 - 0,08

La secuencia siguiente determina C;s

1.08 X156 — 1 = x 1,08 X 600 + 0,08 = 17594.57

El capital acumulado sera: 17 594,57 euros.
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2. Repetir el problema anterior si se realizan los pagos trimestralmente.

Solucion. Es necesario interpretar la férmula para generalizar. La anualidad se va apa-
gar en cuatro palazos 600/4 = 150 euros al trimestre; cada afio se pagan cuatro cuo-
tas con lo que rédito sera: 8/4 = 2% trimestral; el nuUmero de pagos a efectuar sera
15-4 = 60. Con estos razonamientos la formula sera:

150(1+0,02)( (1+0,02)* —1) 150,02 - ( 1,02% —1)
o 0,02 - 0,02

La siguiente secuencia calcula Cs,.
1,02x 60 — 1 = x 1,02 x 150 = 0,02 = 17 449,88
El capital acumulado sera 17 449,88 euros
Enczslte caso el capital acumulado es menor debido a que se entrega menor cantidad
inicial.

3. Podemos ahorrar todos los afnos 500 euros, y un plan de jubilacién nos ofrece un inte-
rés del 6% ¢ Cuanto tiempo debemos pagar para obtener un capital de 12 336 euros?

Solucion. Se aplica la formula y se despeja ¢, tomando logaritmos.
500(1+0,06)( (1+0,06) —1)

12336 = ; 12 336-0,06 = 500-1,06(1,06'-1);
0,06
740 74
= t—1); —=106"-1; —+1=1,06"
740 = 530(1,06' -1) ; 530 53
74
74 log §+1
Se toman logaritmos y queda: ¢ - log 1,06 =log| —+1|; t=
53 log 1,06

La siguiente secuencia calcula t:
1,06log Min74 -+ 53 = +1 = log - RM = 14,9976

El tiempo redondeando sera: t =15 afios

Actividades

19. Una persona ingresa 1.000 euros cada afio a un 7 % de interés anual compuesto. ;Qué
cantidad tendra al cabo de 8 afios?

20. Deseamos multiplicar por 12 un capital que anualmente vamos a entregar a un interés
del 6% anual. Hallar el numero de afios que deberemos esperar.

mar un capital de 1577,75 euros?

22. Una persona desea hacer un plan de pensiones; para ello abona todos los meses durante
15 afios 50 euros. Si el banco le ha abona el 6 % anual, ;,qué cantidad le abonara al cumplir

=
I
1
I
I
I
I
I
I
I
I , - .
: 21. ; Cuantos anos tendremos que ahorrar 450 euros, si nos abonan el 8 % y deseamos for-
I
I
I
I
I
: los 15 afios?

I

k
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6. Anualidades de amortizacion.
Prestamos

De manera similar, pero con mayor frecuencia, se solicita un préstamo que
hemos de devolver en un determinado plazo de tiempo, abonando cantidades igua-
les en ciertos periodos de tiempo. Es el caso tipico de crédito hipotecario, para el
pago de un bien comprado a plazos. Estos pagos reciben el nombre de anualidades
de amortizacion.

Supongamos que al final de cada afo se abona una anualidad A, para pagar una
deuda D en t afios al tanto por ciento anual R.

Se transforma el tanto por ciento R en decimal; r = R/100 y si contraemos una
deuda D, ésta se convierte al cabo de t afos de tiempo en: D(1 + r)!

Por otra parte, como las anualidades se entregan al final de la unidad de tiempo,
la primera anualidad A se convierte, después de t —1 anos, en: A(1 + )"’

La segunda se convertird en: A(1 + )2
Con la ultima anualidad A se cancela la deuda.

La suma de las cantidades anteriores deben coincidir con: D(1 + r)!
DA+nN'=A+..+A(1+n=2+ A1+ "

El segundo miembro de la igualdad es la suma de t términos de una progresion
geomeétrica de razon (1 + r); por lo que:

D%1+”t_A-U+rY4-U+r)—A__A'(m+¢)t_ﬂ
- (A+r)-1 - p

De esta igualdad se puede despejar tanto A (valor de la anualidad) como D
(valor de la deuda).

_D-r-(t+ry o L =)
C (+r) -1 r(1+r)

Como en la anualidades de capitalizacién, los pagos a veces no se hacen en
periodos anuales y como se hizo alli generalizamos las formulas.

r(, rY rY
D—|1+— A(1+n) -1
n n
nt y D = nt
(m) 1 (1)
n n n
Donde n es el numero de pagos que se efectian en un ano; por tanto, sus posi-

bles valores son: 2, en pagos semestrales; 4, en pagos trimestrales y 12, en pagos
mensuales.

A=
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Ejemplos

1. Para pagar un préstamo hipotecario sobre una vivienda de 7 000 euros en un plazo de
14 afos a un interés de 6%, ¢ qué cantidad se debe pagar anualmente?; ;y trimestral-
mente?

7000-0,06(1+0,06)" _ 7000-0,06-1,06™
(1+0,06)" -1 1,06™ —1

Solucién. Se aplica la formula A=

La secuencia siguiente de teclas determina la anualidad:

1,06 ¥ 14 - 1 = M, + 1 = x 0,06 x 7000 . MR = 753,09435
La anualidad que corresponde pagar es de 753,09 euros.
Para responder a la segunda pregunta es necesario generalizar la formula.

Se debe pagar 7 000 euros, mediante pagos trimestrales; por tanto, en 14 anos deben
realizarse 14-4 = 56 pagos; el 6% anual, equivale a 6/4 = 1,5% trimestral; con estos
nuevos datos aplicamos la formula.

4 70000,015(1+0,015)® _ 70000,0151,015%
(1+0,015)% —1 1,015% —1

La secuencia determina el pago trimestral
1,015 x¥¥ 56 — 1 = M, + 1 = x 0,015 x 7000 . MR = 185,64745

El pago trimestral sera 185,66 euros.

2. Mediante el pago de 4 000 euros anuales al 8% de interés compuesto durante 5 anos,

¢qué deuda hemos saldado? .
4000( (1+0,08)° ~1) _ 4000(1,08° - 1)

Solucién. Se aplica la formula: D= - = -
0,08(1+0,08) 0,081,08

La siguiente secuencia calcula la deuda:
1,08 x¥ 56 x008= M, = 008 - 1 = x 4000 . MR = 15970,841

En la practica, la deuda saldada es de 15 970,84 euros.

3. Sipagamos 3 000 euros anuales para amortizar una deuda de 18 629,38 euros al 6%,
¢cuantos anos tendremos que pagar?
18629,38:0,06-1,06°
1,06 -1
ecuacion para transformarla en otra en la que se puedan tomar logaritmos.

Solucién. Se aplica la formula 3000 = ; Se opera sobre esta

3000(1,06' —1)=1117,6281,06', 1,06 —1=0,37261,06';
1
0,6274

(1-0,3726)1,06' =1, 0,62741,06' =1, 1,06 =
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,_—In0,6274
In1,06
La siguiente secuencia calcula t: 1,06 In M 0,6274In + - MR = 800033

Se toman logaritmos: t-In 1,06 = — In 0,6274 ; de donde

El valor de t, redondeando al entero mas préximo, es 8 anos .

Actividades

23. Para comprar una moto solicitamos un préstamo de 12 000 euros al 6%. Nuestra situa-
cion econodmica nos permite dedicar a este pago anualmente 2 500 euros. ¢ Durante
cuantos afios tendremos que pagar?

24. Solicitamos un préstamo de 100 000 euros para devolverlo en diez afos al 8%. ¢Qué
cantidad deberemos pagar cada ano? ;Cuanto pagaremos por el citado préstamo?
¢ Cuantos intereses pagaremos?

euros y el resto es un préstamo a pagar en 15 afos al 6,20%. Si los pagos se realizan al
final de cada ano; se pide: ¢ Cuanto se pagara anualmente? ;Cuanto se habra pagado
por el piso?

r 1
I I
I I
1 I
I I
1 I
1 1
I I
1 I
I I
1 I
I 1
I I
1 I
I I
1 I
i : 25. Una inmobiliaria vende pisos a 120 000 euros. A la entrega de llaves se pagan 20 000 :
1 1
1 I
1 I
I I
I I
I 1
I I
| 26. Compramos un coche por 13 520 euros, mediante un préstamo al 9 %. Para pagarle :
: mediante pagos mensuales durante 2 anos, jcuanto pagaremos mensualmente? :
: ¢ Cuanto pagaremos por el coche? !

I I

1 I

k ol

7. Numeros indices

7.1. Indices simples

Cuando interesa conocer la evolucién en el tiempo de una variable o una magni-
tud medible, se emplean los numeros indices. Los nimeros indices muestran los
cambios de una variable entre dos periodos temporales de los que uno de ellos se
toma como base o referencia.

Por ejemplo, la tabla siguiente nos da el numero de reclusos en las carceles espa-
nolas entre 1997 y 2002.

Ao 1997 1998 18EE 2000 2001 2002
N° presos| 42.756 | 44.370 | 44197 | 45.501 | 47.571 | 51.882
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Si quisiéramos averiguar la variacion de la poblacion reclusa del afio 1998
tomando como base el afio 1997, la obtendriamos del cociente

44370

22756 ~ 1037

Del mismo modo, la variacién de la poblacion reclusa del aino 2002 con respecto
al afo 1997 seria:

51882

22756 ~ 213

¢, Como interpretamos estos cocientes? En el afio 1998 se ha incrementado la
poblacion reclusa, respecto a 1997, en un 3,7%, mientras que en el periodo 1997-
2002, el incremento fue del 21,3%.

Sea X una variable o magnitud cuya evolucién a lo largo del tiempo queremos
estudiar. Supongamos que tenemos una serie de registros temporales que simboli-
zaremos por 0, 1, 2, 3, ..., f; y que los valores de X en cada uno de estos registros
temporales sean x,, X, X,,..., X,. Se llama indice de la variable X en el periodo t
(periodo actual), tomado como base el periodo 0, al cociente x/x,, y se simboliza por

Xy

j, =X
%X,

Para hacer una lectura mas facil del indice se acostumbra a expresarlo multipli-
cado por 100,

X
4= w100

/
En el caso del indice de la poblacion reclusa en los afios 1998 y 2002, tomando
como base 1997, seria

| _ 44370
1998/, ~ 42756

51882
20027007~ 42756

-100=103,7

-100=121,3

Con lo que, sin tantos decimales, es mas facil ver que la poblacion reclusa
aumento un 3,7% entre 1997 y 1998, y un 21,3% entre 1997 y 2002. Al multiplicar
por 100 es como si asignaramos valor 100 al indice de referencia o base; los
demas indices mayores que 100 indican aumentos y los menores que 100 indican
disminucion.
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La tabla siguiente muestra el nimero de alumnos matriculados en Espafia en educacion uni-

versitaria.
Curso 2000/2001]2001/2002[2002/2003 | 2003/2004 | 2004/2005 | 2005/2006
N° alumnos | 1.554.972 [ 1.526.907 | 1.507.147 | 1.488.574 | 1.449.136 | 1.422.561

Calcular los indices tomando como base el nimero de matriculados en el curso 2000/2001

Solucién.
. . . 1554972 1526907
Se efectuan los calculos: 2272 <. = —DeoIu = ,....,etc.
1554972 (R 1554972 (LS

Completamos la tabla asi:

Curso 2000/1 2001/2 2002/3 2003/4 2004/5 2005/6
Alumnos | 1.554.972 | 1.526.907 | 1.507.147 | 1.488.574 | 1.449.136 | 1.422.561
indices 100 98,1 96,9 95,7 93,1 91,4

Interpretamos el resultado diciendo que en el curso 2001/2 ha habido una disminucién de
matriculados de aproximadamente un 1,9%, mientras que en el curso 2005/6 la disminu-
cion del numero de alumnos matriculados fue del 8,6% (100 — 91,4 = 8,6).

Los indices que hemos visto hacen referencia a una Unica variable, numero de
presos, numero de alumnos matriculados; se llaman indices simples.

7.2. Propiedades de los indices simples

Las propiedades de los indices simples son una consecuencia de su definicién
como cociente indicado o razon.

a) Propiedad de inversion. Si

L N §
. ==t = =
%X, X I%
Xt
entonces
=1
=
/}
%y

Es decir, si cambiamos el periodo base con el periodo actual, el nuevo indice

es inverso del inicial.
© d D
O — L__*)
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b) Propiedad circular. Si tenemos tres periodos temporales, 0, t, t’, siendo t inter-

medio entre 0 y t', se cumple que:

[, -1, -1, =1

B U Y%
Esto es consecuencia de

Xt Xt' XO _1

XO Xt Xt -

Esta ultima propiedad se emplea para hacer un cambio de base del indice. Si
se conocen dos indices en los periodos temporales t y t' respecto a la base 0,
entonces podemos calcular el indice del periodo t° tomando como base el
periodo temporal t. Despejando I,,/t en I% : I% . I% =1, resulta

iy

I, 1
N h
I,

1 1 1

'Io - i
% ’%/

I, =
t I% Iy

I

=N

o simplemente

“oXx, )%0 l

El indice del periodo t* tomando como nueva base el periodo t se calcula
dividiendo If/ entre l,/. El cambio de base se realiza cuando el periodo base
0 0

pierde representatividad, al ir alejandose el periodo actual del periodo base, en
cuyo caso se toma como base un periodo mas cercano al actual.

La tabla siguiente refleja la produccién anual de aceitunas en miles de toneladas.

2001 2002 2003 2004 2005
6.9825 | 44149 | 7.553,6 | 5.200,0 | 4.021,7

Calcula los indices tomando como base la produccién en 2001, en 2005 y 2003.

Completamos la tabla teniendo en cuenta que Iy

— 1%001 _ Iy2001 .

/ =
¢
2005 | Yooos 1
2008001 2003 001
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Afio 2001 2002 2003 2004 2005
Produccién | 6.982,5 4.414,9 7.553,6 5.200,0 4.021,7
-~ 100 63,2 108,1 74,4 57,5
s 173,6 109,7 187,8 129,2 100
s 92,4 58,4 100 68,8 53,2

7.3. Indices compuestos

Se emplean los indices compuestos cuando queremos estudiar una variable o
una magnitud X que tiene muchos componentes. Por ejemplo, si queremos estudiar
la evolucién de los precios en un pais, no sélo tendriamos que analizar el precio de
un producto sino los precios de un conjunto de productos, los que consumen los
habitantes de ese pais, y cuyas magnitudes simbolizamos por X, X ,, ... , X,

Hay varios modos de calcular el indice de esta variable compleja X. Uno consiste
en hallar la media aritmética de los indices It/O(X1), ..... ,It/O(Xk) entre los periodos tempo-
rales 0 y £, para cada magnitud.

I(X)+..41,,(X,)
_ y 1 y k
/%(X)— 0 k 0

Pero ocurre que no todos los productos que consumimos, y por tanto sus magni-
tudes, tiene la misma importancia, por lo que es preciso asignarles una medida de
su importancia mediante lo que se llama una ponderacién o peso. Simbolizaremos
estos pesos por w,, w,, ..., W, , con lo que el indice compuesto ponderado de la mag-
nitud X, se define asi:

LX) w,+...+1 (X, )-w
. y 1 1 y k k
I%(X)— 0 k 0

Los indices mas conocidos son indices compuestos ponderados. El indice de
precios de Consumo, que calcula mensualmente el Instituto Nacional de Estadistica,
mide la evolucion de los precios de un conjunto de bienes y servicios que consume
la poblacion espanola. El calculo actual se hace tomando como periodo base enero
de 2001. Otros indices relevantes son: indice de produccién industrial, indices de
precios industriales, miden la evolucion de los precios de los bienes de equipo,
indices de comercio exterior, miden la evolucion de la balanza comercial. Unos
indices muy populares son los indices de cotizacion de valores en la Bolsa. El mas
conocido, el Ibex-35, es un indice compuesto ponderado que refleja la evolucién de
las cotizaciones de las 35 principales empresas de la Bolsa espafiola. Ademas del
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indices Ibex -35, diariamente se publican el precio de las acciones, en euros, de las
empresas que cotizan en Bolsa y la tasa de variacion con respecto a la cotizacion del

cierre del mercado del dia anterior.

Si leemos que el valor de una accién de Telefonica es 21,1 € y a su lado aparece +6% , esto
quiere decir que la tasa de variacion, del precio de una accion de Telefonica, tomando como
base el precio de cierre del dia anterior, fue del 6% de aumento

27.

28.

29.

El paro registrado en Espaia, en los ultimos afos, segun el INE, viene dado por la tabla:
anos 2001 2002 2003 2004 2005 2006
Parados (en miles)| 1930,1 | 2049,6 2096,9 2113,7 | 2069,9 2039,4
Calcula los indices tomando como base el paro registrado en 2001, y calcula los indices
tomando como base el paro registrado en 2004.
De un determinado producto alimentario se conocen los siguientes indices de precios
12004/ y 12007/ =90
2001 2004
a) Calcular fy,
2001
b) Sabiendo que el precio medio durante 2004 fue 5,8 € / kg, ¢,qué precio medio tenia
en 2001 y en 20077
El precio del barril de petréleo, que ahora esta por las nubes, no era tan alto hace unos
pocos afnos. La tabla refleja el precio medio de un barril de petréleo en dolares.
ano 1986 1990 1995 1999 2000 2001 2002 2003
precio 14,4 23,8 17,8 18,2 29 247 25 28,8
a) Calcula /2004/ y /2007/
2001 2004
=

Solucion.

La tasa de variacion, si el precio de la accion de Telefonica el dia anterior terminé en 19,9

€, se calcula asi:

211-19,9 1,2
19,9 19,9

Tasa de variacion = =0,0601

Que, expresado en porcentaje, resulta 0,0601:-100 = 6,01 = 6% de aumento del precio de
la accion.

Actividades




b) Si sabemos que 12000/ = 78,8. Tomando como base el precio en 1980, calcula I1995/
1980 1980
y Izooz/
1980

30. Calcula la tasa de variacion del Ibex -35 si empezo6 la semana en 13.290 y terminé el vier-
nes en 12.980.

1
1
1
1
1
1
: c) Calcula el precio medio del petréleo en 1980.
1
1
1
1
1
1
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