DETERMINANTES

REFLEXIONA Y RESUELVE

Determinantes de orden 2

B Resuelve los siguientes sistemas y calcula el determinante de cada matriz de

coeficientes:

2x+3y=29 5x-3y= 8
a){.’)x— y=5 b){—10x+6y=—16

dx+ y=17 Ix—-6y= 7
C d

5x +2y=19 —6x +4y=11

18x + 24_)1 =6 3x + 11y = 128
e) )

15x + 20y = 5 8x— Ty= 46
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Determinantes de orden 3

B Queremos calcular todos los posibles productos (de tres factores) en los que in-
tervengan un elemento de cada fila y uno de cada columna de esta matriz:

693
258
4 71
a) Averigua cuantos productos hay y calcilalos.
b) Hazlo de nuevo para una matriz 3 X 3 cualquiera.
41 412 Y43
A Gy 93
a3 3y A3

Determinantes de orden 4

B En una matriz 4 X 4, scuantos productos de 4 factores hay en los que interven-
gan un elemento de cada fila y uno de cada columna?

Determinantes de orden n

B ;Sabrias decir, en general, en una matriz cuadrada n X n, cuantos productos
de n factores, uno de cada fila y uno de cada columna, pueden darse?
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UNIDAD H

1. Calcula el valor de los siguientes determinantes y di por qué son cero algunos
de ellos:

13 6 13 6 10
D4 2‘ b)’4 _2‘ 11 0‘

7 2 3 11 140 7
d)‘7 —2‘ 9 77‘ f)‘ 60 —3‘

2. Calcula el valor de los siguientes determinantes teniendo en cuenta estos da-
tos:

-|! "') 4] =13
n p
n p l 4m 1
a) ! m b)[64] <) n 4p d a7
Unidad 3. Determinantes 3




1. Calcula los siguientes determinantes:

5 1 4 9 0 3
a)|0 3 6 b)l-1 1 0
9 6 8 0 2 1
2. Halla el valor de estos determinantes:
0 4 -1 10 47 59
a1 2 1 b) |0 10 91
3 0 1 0 0 10

3. Justifica, sin desarrollar, estas igualdades:

317 4 1 7
a0 0 0/=0 b)I2 9 1 |=0
1 11 4 -8 2 14
7 4 1 45 11 10
A2 9 7|=0 D4 1 1|=0
27 94 71 5 10

Unidad 3. Determinantes
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UNIDAD H

4. Teniendo en cuenta el resultado del determinante que se da, calcula el resto
sin desarrollar:

x y z 3x 3y 3z 5x 5y 5z x y z
5 0 3|=1 al5 0 3 b)|1 0 3/5 o) 2x+5 2y 2z+3
1 1 1 1 1 1 1 1 1 x+1 y+1 =z+1

1. Justifica que los siguientes determinantes valen:

a)0

b) 0

c) 96 6 96

d16-1

43 1 27 1 0 1 0
)1149 by | 2 4 0 3
V2 4 1 36 612 704 410 103
0 6 2 54 6 7 4 1
4.0 00 1.0 00

0 0 80 4-100
o 0 01 Di. 310
0-300 31 41

Unidad 3. Determinantes




1. Halla dos menores de orden dos y otros dos menores de orden tres de la ma-

triz M.
2 315
4 6 2 7
M=|5 -1 2 6
4 1 1 5
0 0 3 4

2. Halla el menor complementario y el adjunto de los elementos «,,, as;; Y g
de la matriz:

0 2 46
12135
A'1123

4 6 5 7

6 Unidad 3. Determinantes
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UNIDAD H

1. Calcula el siguiente determinante aplicando la regla de Sarrus y desarrollan-
dolo por cada una de sus filas y cada una de sus columnas:

3 7 -1
-5 2 6
9 8 4

Comprueba que se obtiene el mismo resultado en los siete casos.

Unidad 3. Determinantes




3 7 -1
2. Dada la matriz|-5 2 6 |:
9 8 4

a) Halla la suma de los productos de cada elemento de la 1.2 fila por el corres-
pondiente adjunto de la 3.2 fila.

b)Halla la suma de los productos de cada elemento de la 3.2 columna por el ad-
junto de los correspondientes elementos de la 2.2 columna.

c) Justifica por qué los dos resultados anteriores son cero.

3. Calcula los siguientes determinantes:

7 0 -3 4 31 -13 00 3 4 3 -1 4 0
4 0 4 7 1 4 -1 4 1110 5 6 20
D3 7 69 b)log 3 2 5 2035 Dio 130
10 1 9 20 0 2 0201 8 6 71

Unidad 3. Determinantes



UNIDAD H

1. Calcula los siguientes determinantes:

Unidad 3. Determinantes



1. Calcula el rango de las siguientes matrices:

|

N \O
- O

-
S N

41

12 30-14
7 0 32 18

el

|

|

10 01-1
1-1210
0 0 001
11000

|

Unidad 3. Determinantes
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PARA PRACTICAR

7 3
a) 5 _2‘

0 31
d|-2 0 2

3 40

a)‘1+x 1-x

=12
1-x 1+x

X

X

b)‘x—Z 1—2x‘ -6

b) 15 8

0 4
el 2
3 0

Resuelve estas ecuaciones:

EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS

Determinantes de orden 2y 3

Calcula el valor de estos determinantes:

9]

)

=N |
|

21
1 -1

Y - O

(=3

Unidad 3. Determinantes
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Resuelve las siguientes ecuaciones:
3 4 -5 a-1 1 -1
a|l -1 1|=0 b)] 0 a+6 3
1 -1 a a-1 2 0
211 a+l 11
o)l0 2 2(=0 dDf 1 2 a|=0
2 3 a® 1 a2
Propiedades de los determinantes
si |4 Z‘ = 7, razona cual es el valor de los siguientes determinantes:
c
a c b a 3a b a b+2a 2a 2b
b d
a)b d )‘d c ) 3¢ d‘ ) c d+2c ©) 2¢ Zd‘

Unidad 3. Determinantes
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s5

s6

De las siguientes operaciones con determinantes de orden 2 x 2, sefiala las
que son correctas y, en su caso, enuncia las propiedades que se utilizan:

a a 2 2 11 2 2 11
a =0 b =4 C =
dr e-h3l  okd-2h)
a) a-1 a|_|-1 a e)2a a—>b -2p | a—>b
b+2 b 2 b 2b b 1 1
si | ™| =—5, ;cual es el valor de cada uno de los siguientes determinantes?

Justifica las respuestas:

a) m+ 3n p+3q‘ b)pm o 3n —m‘
n q qn 3q —p
a P 2m o 1 n/m £)|™m 5m
q 2n mp mq p 5p

Unidad 3. Determinantes



UNIDAD | 3
7 |Sustituye los puntos suspensivos por los nimeros adecuados para que se
verifiquen las siguientes igualdades:
a)37=27+...7 b)_43=6_1+ ......
5 _3 3 3| [... 3 2 0 2 0 2 0
111
s8 |Sabiendo que |a b c| =5, calcula el valor de los siguientes determinantes:
Xy z
1 1 1 ab c 0 0 1
ala+7 b+7 c+7 b)lx y =z olc—a b-c c
x/2 y/2 =z/2 111 zZ—-x y—-z =z
1-x 1-y 1-z X y z
d)ja+2x b+2y c+2z e)|lx—a y—-b =z-c
2x 2y 2z 3 3 3
Unidad 3. Determinantes 15
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Determinantes de orden cualquiera

Halla el valor de los siguientes determinantes de orden 4:

1 0 2 O 2 1 3 1
03 0 0 311 0
Dlg o 0 5 L
0 6 0 1 5 2 21

Unidad 3. Determinantes



UNIDAD H

— TJeewxq
o= o -
[ IS I N s
&
T oGP
“-aNea Taor~
~ ~
= ]
& G =P
~ F =N
I NN
NN =N
~
< )

Rango de una matriz

17

s10 | Calcula el valor de los siguientes determinantes:

s11 |Halla el rango de las siguientes matrices:

Unidad 3. Determinantes
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s12 |Estudia el rango de las siguientes matrices segun el valor del parametro que
aparece en ellas:

21 0 a 1 0
aA=|1 1 2 b)B=(-1 2a -2
31 a 1 -1 2
2 -1 a 1 1 1
coC=|la 3 4 dD=|1 -a 1
3 -1 2 1 1 a

Unidad 3. Determinantes
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s13

Estudia el rango de estas matrices segun el valor del parametro a:

11 1 2

1 2 3 a
a)A=12_38 b)B=(2 4 6 8
a -1 -1 1 36 912
1 -1 1 2
oc=? -1 1 D= a-2 1-2a -1
1 —a 2a-1 a a 2a

Unidad 3. Determinantes



UNIDAD | 3

PARA RESOLVER

s14 | Justifica, sin desarrollar, que los siguientes determinantes son nulos:

-8 25 40 5 5 5
a)(2/5 3 2 b)| a b c
0 27 O b+c a+c a+b

Unidad 3. Determinantes
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s15 |Resuelve las ecuaciones siguientes:

Unidad 3. Determinantes
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16 |Estudia el rango de las siguientes matrices segin los valores del parametro
que contienen:

% 0 (2) 1 3 3 1 m m—1 m(m—-1)
aA)A= b)B=|k k 3 -1 co)C=|m 1 m
5 k00 13 3 0 m 1 m-1
1 0 2 1

Unidad 3. Determinantes
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17

Estudia, segiin los valores del parametro, el rango de cada matriz:

k1 =20 t 2 2
aAA=(-1-1 k 1 b)B=|2 t 0

1 1 1 & 1 t t

1 1 -1 0 1 0 —a -1
ac=(2 1 -1 0 dDD=|1 a+3 4—a 0

-t 6 3—t 9-1 1 a+3 a?+2 a+2

Unidad 3. Determinantes
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Calcula el rango de estas matrices en funcion del parametro #:

t 1 1 2
aA=(2 t t2 1
21 1 2

t t 0

b)B=| 2 t+1 -1
20+1 0 —1-3

3—t 3 2t

2 0 -
AC=| 1 3 24y

t+2 0 ¢t

Unidad 3. Determinantes



s19 |Halla, en funcion de a, el valor de los determinantes siguientes:

at+l a a a
A_aa+1a a
17| g a a+1l a

a a a a+1l

aa a a
A_Zuau
2 132 aa

43 2 a

Unidad 3. Determinantes
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s21

28

Prueba, sin desarrollarlos, que el valor de los siguientes determinantes es 0:

x x+1 x+2
aA|lx x+3 x+4
X x+5 x+6

a b c

b)

yz Xz Xy
1 1 1
1/x 1/y 1/z

Considera la matriz A= 2a —b 3c , donde a, b y ¢ son no nulos.

3a 0 4c

a) Determina el nimero de columnas de A que son linealmente indepen-

dientes.

b) Calcula el rango de A.

Unidad 3. Determinantes



s22 |Estudia el rango de la siguiente matriz para los distintos valores de a, b y c:

5 5 5
M=| a b c
b+c a+c a+b

523 |Estudia el rango de la matriz:

cos o —sen o 0
A=|seno coso O
0 0 1

Unidad 3. Determinantes
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24

25

26

27

CUESTIONES TEORICAS

¢Cual es el valor del determinante de la matriz unidad de orden n? ;Y el de
una matriz triangular de orden n?

Justifica tus respuestas.

Prueba que el determinante de una matriz de orden 3 es igual al de su tras-
puesta.

¢Sabrias decir cual de estos dos productos puede formar parte del desarro-
llo de un determinante de orden 4?:

Aa,-ay-az - a, b)a, - ay - ay; - as,

Comprueba que: det(A - B) = det(A) - det(B) siendo A y B dos matrices
diagonales de orden 3.

Unidad 3. Determinantes
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s30

UNIDAD | 3

1
det(4)’

Justifica que det(4™) =

& Ten en cuenta que: A-A7 =1

Si A es una matriz cuadrada de orden 4, ;puedes saber el valor de:
Ay Ay + Ay Ay + ay Ayz + ay Ay

sin conocer los elementos de la matriz?

Las matrices A y B tienen 3 filas y 12 columnas, pero, en el proceso de edi-
cion, algunas de estas se han borrado.

1 1 —1 - ceeenn 2 1 3 e
A=|3 -1 0 -+ v - B=(3 0 1 .. ...
7 5 2 5 4 Q oo oen e

¢Puedes averiguar algo sobre los posibles valores de su rango?

Si llamamos C a la matriz cuyas columnas son las 24 que forman las dos
matrices A y B, ¢cudl sera el rangode C?

Unidad 3. Determinantes
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a b c

P tiene rango 2, ;qué rango tendra la matriz B?
m n

31 Sila matriz 4 = (

a b c
B= m n p
m—-a n-b p-c

s32 Dadas la matrices A y B deorden4 x4 con |4| =3 y |B| =2, calcula |47,
|B*A| y |(AB™V)!|. Justifica las respuestas.

s33 De una matriz cuadrada A se sabe que su determinante vale —1, y que el de-
terminante de 24 vale —8. ;Cual es el orden de la matriz A? Razona la res-
puesta.

s34 Sillamamos € € €3 A los vectores columna de una matriz A4, el deter-
minante puede designarse asi:

det(4) = det(cl, C,, CS)
Si det(A) =5, scual sera el valor de estos determinantes?
a) det(c, —3c,, ¢, ¢3)
b) det(c,, c,, 203)

c) det(c,, c, — c,, (:3)

Unidad 3. Determinantes



35 |a) Define a qué se llama rango de una matriz.

b) Indica, razonando la respuesta, cuales de las siguientes afirmaciones son
ciertas:

D ran(A) = ran(-A) (—A es la matriz opuesta de A).
n) ran(A) = ran(4') (4! es la matriz traspuesta de A).
m) ran(4A + B) = ran(A) + ran(B)

v) ran(42) = [ran (A]?

v) ran(A) = ran(4™) si A tiene inversa (4! es la matriz inversa de A).

Unidad 3. Determinantes
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s36 |Sea A una matriz cuadrada tal que A% = A. Demuestra que det(4) =0 o
det(4) = 1.

s37 |Escribe dos matrices A y Be M
a) det(A + B) # det(A) + det(B)
b) det(A + B) = det(A) + det(B)

2% 2 tales que:

PARA PROFUNDIZAR

s38 | Demuestra, sin desarrollar el determinante, que:

a? ab b?
2a a+b 2b| =(a-0b)}
1 1 1

@ Haz c;—c; y ¢, —c; Asipodrds sacar factor comin (a —b)?. Después, haz
¢; —2c,.

34 Unidad 3. Determinantes
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s41

UNIDAD | 3

Demuestra, sin desarrollar, que:

2 2

1 a? a3 |bc a a
1 b% b3|=|ac b b?
1 2 3| |ab ¢ 2

@ En el segundo miembro, multiplica y divide la primera fila por a; la segunda, por
b, y la tercera, por c.

1 1 1
Pruebaque: (a b c|=(b-a)(c—a)(c-b)
a? b% 2

@ Este determinante se llama de Vandermonde. Haz ¢, —c, y c¢;—c;. Extrae el
Sfactor (b —a) dela2.% columnay (c—-a) dela 3.% columna.

Determina las matrices cuadradas de orden 2 cuyos elementos sean nime-
ros enteros, con determinante igual a —1, y tal que su inversa coincida con
su traspuesta.

@ Haz A-A'=1 y |A|=-1.

Hay 4 soluciones.

Unidad 3. Determinantes
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s42

43

Escribe una matriz con 3 filas y 3 columnas, que tenga 3 elementos nulos y
tal que ninguno de sus menores de orden 2 sea nulo.

Calcula el valor de estos determinantes:

Ju—y
p—

0

a)

==
- ©
- O

0

- O

e e

-0 O
- o O

Unidad 3. Determinantes
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UNIDAD H

44 |Demostracion de que |4 - B| = |A| - |B| para determinantes de orden 2:

|AB| = 4 Gz| b by _ (911011 * 412051441 D15+ a5 05|
a,, a,| \by by Ay by + a0y 05,00, + ay by,
_ #1111 911012 + [f1n by 41,05, +
ay by, ay by, ay by, ay by,
(€)) (@)
+ |42 by, a4, by, + |%2 by, a;; by,
ay by, ay by, Ay, by, a3, by,
3) (4)

a) Comprueba que los determinantes (1) y (4) son ambos cero.

b) En (2) y en (3) saca factor comiin los elementos b,;. Llegaris a |A| - |B,
como se queria demostrar.

45 | Considera la siguiente matriz:

2 -1 0
A=|3 0 4
2 1 1

a) Halla la matriz (4 I.j) formada por los adjuntos de los elementos de A.

4 o0 o
b) Prueba que A4 - (Al.j)’ =l 0 |4 o[
0 0 |4

©) ;Qué relacion hay entre (4] y |(Al.j)|?

Unidad 3. Determinantes
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46

Sea A una matriz cuadrada de orden 3 con |A4| # 0. Busca la relacién que
existe entre |4| v |(4 y)l

Para ello, ten en cuenta el apartado b) del problema anterior y que:

|4 - B| =4 - |B|

Unidad 3. Determinantes
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UNIDAD H

47 |Si A es una matriz cuadrada de orden n, da el valor de |(Aij)| en funciéon

de |A].

AUTOEVALUACION

1. Calcula el valor de este determinante dando el resultado factorizado:

3 x x x
X 3 x x
X x 3 x
x x x 3

Unidad 3. Determinantes
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2. Calcula el rango de la matriz siguiente:

11 1 2
12 -3 8
M=1, 12 1
1 -1 1 =2

segun los valores del parametro a.

3. Considera la siguiente matriz:

Estudia su rango segiin los valores del parametro a.

40

Unidad 3. Determinantes



4. Prueba, sin desarrollarlo, que:

1 2 3 4
l+ta 2+a 3+a 4+a_0

a a a a

5 6 7 8

5. Sean ¢, c,, ¢; las columnas primera, segunda y tercera de una matriz cua-
drada A de orden 3, cuyo determinante vale 6.

Calcula, indicando las propiedades que utilizas:
a) |43 b)|a~| ©) |24]

d) El determinante de una matriz cuadrada cuyas columnas primera, segunda
Y tercera son, respectivamente, 3¢, — c3 2(:3 Yy ¢,

Unidad 3. Determinantes
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6.Si A y B son dos matrices cuadradas del mismo orden, ¢se verifica que
|A-B|=|B-A|?

Justifica tu respuesta y pon un ejemplo.

42 Unidad 3. Determinantes
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