11.1. Modelo 2010 - Opcién A

Problema 11.1.1 (3 puntos) Se considera el sistema lineal de ecuaciones,
dependiente del parametro real k:

x4+ ky+ 2= 1
20+ kz= 2
z+ y+ z= 1

a) Discttase el sistema para los distintos valores de k.
b) Resuelvase el sistema para el caso en que tenga infinitas soluciones.

c¢) Restielvase el sistema para k = 3.

Solucion:

2)

1k 1|1
A=10 2 k|2 | =4|=k-k=0=£k=0, k=1
1 1 1|1

Sik#0yk#1= |A| # 0 =Rango(A) =Rango(A4) = 3 =n° de

incognitas, luego en este caso el sistema serd compatible determinado.

Sik=0
1 0 1|1 011
A=10 2 0|2 | =12 0 2|=2%#0= Rango(A) =3
1 1 1|1 1 11
01 .
Como | 5 0 ‘ = —2 # 0 = Rango(A) = 2. Luego el sistema es In-
compatible.
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Sik=1

11 171
A=|[0 2 1]2
11 171
: . 11
La primera fila y la tercera son iguales y como 0 2| 240 =

el Rango(A) =Rango(A4) = 2 < n° de incdgnitas y el sistema es com-
patible indeterminado.

b) Si k =1 el sistema es compatible indeterminado:

1
xT=—=A
2

2+ z= 2 3/:1—5/\

z=A\

c) Si k =3 el sistema es compatible determinado:

x4+ 3y+ z= 1 x=1/3
204 3z2= 2 = ¢ y=0
x4+ y+ z= 1 z=2/3

Problema 11.1.2 (3 puntos) Se considera la curva de ecuacién cartesiana:
y=u

a) Calculense las coordenadas del punto en el que la recta tangente a la
curva propuesta es paralela a la bisectriz del primer cuadrante.

b) Calciilese el area del recinto plano acotado limitado por las gréficas de
la curva propuesta, la recta tangente a dicha curva en el punto P(1,1)
y el eje OX.

Solucidn:
a) y=r=— m=1:
1
y:x2:y':2az:1:> 20=1—= a:§
11
El punto es el (a, f(a)) = 31
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b) Calculamos la recta tangente a la curva en el punto (a,b) = (1,1):
m=f(1)=2=y—-1=2x-1)= 2r—y—1=0

Como se puede apreciar en la figura el drea buscada consta de dos
partes, por un lado sera el drea entre la funcién y el eje de abcisas en
el intervalo (0,1/2) y por otra parte el drea encerrada por las funciones
f(x) =2%y g(x) = 2z — 1 en el intervalo (1/2,1)

1/2 A1
== 5] =
1 333 1 1
Sl—/ (> =2z +1)de=|% —2*+z = — u?
1/2 3 12 24
S = [S1] + 18] = — u?
= = — U
1 2 B
\ X Ve
\\ V4
/
. Sy
\ /
\\\
" /

(0.0 /(1/2,0)
/

Problema 11.1.3 (2 puntos) Segun un cierto estudio, el 40 % de los hoga-

res europeos tienen contratado acceso a internet, el 33 % tiene contratada
television por cable, y el 20 % disponen de ambos servicios. Se seleciona un
hogar europeo al azar.

a) ¢ Cudl es la probabilidad de que sélo tenga contratada la televisién por
cable?

b) ;Cudl es la probabilidad de que no tenga contratado ninguno de los
dos servicios?

Solucion:
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Lamamos A = {Tiene contratado internet} y B = {Tiene contratado TV
por cable}

P(A)=0,4, P(B)=0,33, P(ANB)=0,2
P(ANB)=P(B)—P(ANB)=0,33—0,2=0,13

P(Ninguno) = 1 — P(Alguno) =1— P(AUB) =
1 - [P(A) + P(B) — P(ANB)] =1 — 0,53 = 0,47

Problema 11.1.4 (2 puntos) Se supone que la duracién de una bombi-
lla fabricada por una cierta empresa se puede aproximar por una variable
aleatoria con distribucién normal de media 900 horas y desviacién tipica 80
horas. La empresa vende 1000 lotes de 100 bombillas cada uno. ;En cuantos
lotes puede esperarse que la duracién media de las bombillas que componen
el lote sobrepase 910 horas?

Solucion:

La distribucién de la media en un lote:

N(900,80), n=100=> N(900,80/+/100) = N(200,8)

- 910 — 900
P(X >910) =P (Z > )

8
1—-P(Z <1,25) =1-0,8943502263 = 0, 1056497736

La probabilidad calculada es la de que la media de un lote sobrepase las 910
horas y, como tenemos 1000 lotes, el niimero de lotes en los que esperamos
que se sobrepasen las 910 horas serd de 1000 - 0, 1056497736 ~ 105 lotes

11.2. Modelo 2010 - Opcién B

Problema 11.2.1 (3 puntos) Una empresa de instalaciones dispone de 195
kg de cobre, 20 kg de titanio y 14 de aluminio. Para fabricar 100 metros
de cable de tipo A se necesitan 10 kg de cobre, 2 kg de titanio y 1 kg de
aluminio. Para fabricar 100 metros de cable de tipo B se necesitan 15 kg de
cobre, 1 kg de titanio y 1 kg de aluminio. El beneficio que obtiene la empresa
por cada 100 metros de cable de tipo A fabricados es igual a 1500 euros,
y por cada 100 metros de cable de tipo B es igual a 1000 euros. Calctlese
los metros de cable de cada tipo que han de fabricarse para maximizar el
beneficio y determinese dicho beneficio maximo.
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Solucion:

Sea x cantidad de cable tipo A.

Sea y cantidad de cable tipo B.

Cobre | Titdnio | Aluminio | Beneficio
A 10 2 1 1500
B 15 1 1 1000
Total 195 20 14
La funcién objetivo: z(x,y) = 1500z + 1000y
Las restricciones seran:
10z + 15y < 195 2z + 3y < 39
2x 4+ 1y <20 2 +y <20
r+y<l14 r+y <14

Luego para obtener el maximo beneficio se deberan fabricar 600 metros del
tipo A y 800 metros del tipo B, con un beneficio de 17000 euros.

Problema 11.2.2 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real

definida por:

N W W W

0,1
3,1
6
1

3) =
)

bl

,8
0,

=i
I

) =
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13000
15500
17000
15000

f(z) =az®+bz*+¢, a,bcER




a) ;Qué valores deben tomar a, b y ¢ para que la gréfica de f pase por el
punto (0,0) y ademds tenga un maximo relativo en el punto (1,2)?

b) Para a =1, b = —2 y ¢ = 0, determinense los puntos de corte de f
con los ejes de coordenadas.

c) Paraa=1,b= -2y c=0, calcilese el drea del recinto plano acotado
limitado por la grafica de la funcién f y el eje OX.

Solucion:

a) Tenemos:

» Pasa por el punto (0,0) = f(0) =c=0
» Tiene un mdaximo relativo en el punto (1,2) = f/(1) = 0y

F1) =2
f'(z) = 3ax® + 2bx = 3a+2b=0, y a+b+c=2

a+b+c=2 a=—4
3a+20=0 =1{ b=6 = f(r)=—42>+ 622
c=0 c=0

b) Tenemos que f(z) = x3 — 222

Coneleje OX : f(z2) =0 = 22 - 222 =0 = 2 =0, 7 = 2 =
(0,0), (2,0).
Con el eje OY : 2 =0= f(0) =0, (0,0)

c) Luego los limites de integracién serian los intervalos [0, 2]:
2 3

F($):/(x3—2x2)d:vzz—2%

194



P(A) = Z P(B) = % P(ANE) = 2710
Calcular:
P(AUB), P(AnB), P(A|B), P(B|A)
Solucién:
o 1 19
» P(ANB)=1-PAUB)=1- 5= P(AUB) =
» P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB) = P(ANB) = er%—% = %
_ . _P({ANB) PB)-PANB) 1/2-3/10 2
" PAIB) = —pE = P(B) T 12 5
. P(BIA) = P(BNA) _P(A)-P(ANB) _3/4-3/10 _3

P(4) P(A) 3/4 5

Problema 11.2.4 (2 puntos) La temperatura corporal de cierta especie de
aves se puede aproximar mediante una variable aleatoria con distribucion
normal de media 40,5°C y desviacion tipica 4,9°C. Se elige una muestra
aleatoria simple de 100 aves de esa especie. Sea X la media muestral de las
temperaturas observadas.

a) ¢Cudles son la media y la varianza de X

b) ;Cuadl es la probabilidad de que la temperatura media de dicha muestra
esté comprendida entre 39,9°C y 41,1°C?

Solucion:

a) N(40,5;4,9), n = 100 entonces X se distribuye segiin una normal
N(40,5,4,9/4/100) = N (40,5;0,49) de media 40,5°C y desviacién tipi-
ca 0,49°C, luego la varianza serd de 0,492 = 0, 2401 °C.

b)

_ 30,9-40,5 —  41,1—40,5
P(39,9<X<41,1):P<” ”):

0,49 ST 049
P(=1,22 < Z < 1,22) = P(Z < 1,22) — P(Z < —1,22) =
9P(Z < 1,22) — 1 = 0, 7775351250
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