12.5. Septiembre 2011 - Opcién A

Problema 12.5.1 ( 3 puntos). Se considera la regién S acotada plana de-
finida por las cinco condiciones siguientes:

r+2y<4; v—2y<4; 2x—3y>—6; 20 4+3y > —6; x <2

a) Dibtjese S y calcilense las coordenadas de sus vértices.

b) Calcilense los valores méximo y minimo de la funcién f(z,y) = 2z +y
en la regién S y especifiquense los puntos de S en los cuales se alcanzan
dichos valores méaximo y minimo.

Solucion:

a) La regién S serfa:
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b) f(z,y) =2z +y:

f(=3,0) =—6
£(0,2) =2
f(0,-2) = =2
f(2,1)=5
f(27_1) =

El valor minimo se encuentra en el punto (—3,0) vale —6. El valor
maximo se encuentra en el punto (2,1) y vale 5.

Problema 12.5.2 (& puntos). Se considera la funcién real de variable real

1 2
definida por: f(z) = (:E;;_i
x

a) Determinense las asintotas de f. Calcilense los extremos relativos de

f
b) Represéntese graficamente la funcién f.

c¢) Calctlese el drea del recinto plano acotado limitado por la grafica de
f, la recta horizontal y = 1, la recta vertical x = 1.

Solucion:

a) f(z) =

s Asintotas verticales no hay ya que el denominador no se anula

(x+1)2_
2241

nunca. Horizontales:

Oblicuas no hay al haber horizontales.

x? —
C )= e Y

—n =0= x=+£1:
(@2 1)2 v

(—o0,—1) | (—1,1) (1,00)
f'() - + -
f(x) | decrece N\ | crece /| decrece \

La funcién presenta un minimo en el punto (—1,0) y un maximo
en el punto (1,2).

b) La funcién tiene un punto de corte con los ejes en (0, 1):
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c)

1 1)2 1 9 1
S:/ M_l da’;:/ i dm:ln|x2+1|} =In2 u?
0 241 0o x2+1 0

Miximo(1,2

Asintota: y=1 (0,1)

Minimo(-1,0)

Problema 12.5.3 ( 2 puntos). Se supone que la probabilidad de que nazca
una nina es 0,49 y la probabilidad de que nazca un nino es 0,51. Una familia
tiene dos hijos.

a) ¢ Cudl es la probabilidad de que ambos sean ninos, condicionada porque
el segundo sea nino?

b) ;Cuaél es la probabilidad de que ambos sean nifos, condicionada porque
al menos uno sea nino?

Solucién:
a) Vi: el primer hijo es nifio, V5: el segundo hijo es nifio. Mj: el primer
hijo es nina, Ms: el segundo hijo es nina.

P(VinVanVe) 0,51-0,51

P = = E 1

b) Si el suceso A es al menos un nino y el B es dos nifos tendremos que
ANB=By

P(A)=1-P(M; N M) =1-0,49% = 0,7599

_P(AnB) P(B) 0,51
P(Bl4) = P(A)  P(A)  0,7599 0,342

Problema 12.5.4 ( 2 puntos). Se supone que la presién diastélica en una
determinada poblacién se puede aproximar por una variable aleatoria con
distribucién normal de media 98 mm y desviacién tipica 15 mm. Se toma
una muestra aleatoria simple de tamaifio 9.
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a) Calculese la probabilidad de que la media muestral sea mayor que 100
mm.

b) Si se sabe que la media muestral es mayor que 100 mm, jcudl es la
probabilidad de que sea también menor que 104 mm?

Solucion:

N(98;15) n=9 = X = N(98;5)

a) P(X >100) = P (55% > 100-98) — p (7> 2) = 1- P(Z <0,4)
1— 0,6554 = 0,3416

b) Sea A = {X <104} y sea B = {X > 100}:

P(AIB) = P(ANB) P(100 <X <104) P(0,40 < Z <1,2)
~ P(B)  P(X>100)  P(Z>0,40)

P(Z <1,2)— P(Z <0,40)  0,8849 —0,6554  0,2295
1— P(Z <0,40)  1-0,6554  0,3446

= 0,6659

12.6. Septiembre 2011 - Opciéon B

Problema 12.6.1 (3 puntos). Se consideran las matrices:

() o= (1) - (3 1) - (30

a) Calcilense a, b para que se verifique la igualdad AB = BA.
b) Calctilense ¢, d para que se verifique la igualdad A? 4 cA + dI = O.

c¢) Calculense todas las soluciones del sistema lineal:

a0 (3)=(5)

Solucion:

a)



b) A2+ cA+dl = O.
0 0 0 0 0 0 10 00
(1 1)'(1 1>+C<1 1>+d<0 1)‘(0 0)
d 0 (00 _ [e=-1
c+1 c+d+1) - \o 0 d=0

() (1)) (2)-(2)= {3

Problema 12.6.2 (3 puntos). Se considera un rectangulo R de lados z, y.

c)

a) Si el perfmetro de R es igual a 12 m, calcilense x, y para que el area
de R sea maxima y calcilese el valor de dicha drea méaxima.

b) Si el drea de R es igual a 36 m? | calctilense x, y para que el perfmetro
de R sea minimo y calcilese el valor de dicho perimetro minimo.

Solucion:

a) El perfmetro 2z +2y = 12 — 2z +y =6 — y = 6 — z. Hay que
optimizar la funcién S(z,y) =z -y = S(z) = (6 — z) = —2? + 62

S'(z)=-22+6=0= =3

(—00,3) (3,00)

f'() + -
f(x) | creciente | decreciente \

Luego la funcién presenta un maximo en x = 3m, luego y = 3m lo
que corresponde a un area de 9m?.

b) Ahora sabemos que R = z-y = 36 = y = 36/x y queremos optimizar
el perimetro P(z,y) = 2z + 2y = P(z) = 2x + 72/x:

2z% 4 72 202 — 72
Pla)= 222 P’(@:%:Oz z = £6
x x
(—OO, _6) (_676) (6700)
f'(@) + - +
f(z) | creciente /| decreciente “\, | creciente

Luego la funcién presenta un minimo en x = 6 m y, por tanto, y = 6 m.
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Problema 12.6.3 ( 2 puntos). Se dispone de tres urnas, A, By C. La urna
A contiene 1 bola blanca y 2 bolas negras, la urna B contiene 2 bolas blancas
y 1 bola negra y la urna C contiene 3 bolas blancas y 3 bolas negras. Se
lanza un dado equilibrado y si sale 1, 2 o 3 se escoge la urna A, si sale el

4 se escoge la urna B y si sale 5 0 6 se elige la urna C. A continuacion, se
extrae una bola de la urna elegida.

a) ;Cudl es la probabilidad de que la bola extraida sea blanca?

b) Si se sabe que la bola extraida ha sido blanca, jcuél es la probabilidad
de que la bola haya sido extraida de la urna C?

Solucion:
B
AH*EB"“"‘HH
b
R
wm b
\m\n
a)
31 1 2 21 4
Pbh)==---4+—--=-4+--—=-=0,444
() 63+6 3+63 9 0,
b)

P(BC)P(C) _1/2-1/3

PCb) = P(b) 0,444

=0,375

Problema 12.6.4 (2 puntos). Para determinar el coeficiente de inteligen-
cia # de una persona se le hace contestar un conjunto de tests y se obtiene
la media de sus puntuaciones. Se supone que la calificaciéon de cada test

se puede aproximar por una variable aleatoria con distribuciéon normal de
media 6 y desviacion tipica 10.

a) Para una muestra aleatoria simple de 9 tests, se ha obtenido una media
muestral igual a 110. Determinese un intervalo de confianza para 6 al

95 %.

b) {Cudl es el nimero minimo de tests que deberfa realizar la persona
para que el valor absoluto del error en la estimacién de su coeficiente de
inteligencia sea menor o igual que 5, con el mismo nivel de confianza?
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Solucién:
a) N(6,10), n =9, X = 110 minutos y z,/5 = 1, 96:

10— (){——za/Q\;ﬁ,)(4—Za/2;21> = (103, 467; 116, 534)

b) 242 = 1,96:

o g 2
E= Za/gﬁ — n = <Za/2E> = 15, 3664

Como n tiene que ser un nimero natural n = 16

12.7. Septiembre 2011 (Reserva)- Opcién A

Problema 12.7.1 (3 puntos). Se considera el siguiente sistema lineal de
ecuaciones, dependiente del parametro real a:

dr+3y+52=5
T+y+32=1
27+ ay + (a®> —2)z = 3

a) Escribase el sistema en forma matricial.
b) Discitase el sistema segtin los diferentes valores de a.

c) Resuélvase el sistema en el caso en que tenga infinitas soluciones.

Solucion:

a)

5 T
1 1 3 y | =11
a a®—2 z
b)
4 3 5
11 3 —a>—Ta+6=0=a=1, a=6
2 a a®—2

» Sia#1ya# 6= Rango(A) =3 =Rango(A) = n° de incégni-
tas = SCD. Sistema compatible determinado.
s Sia=1:

F3=F, —2F, — SCI

N =
L — o

3 5
1 3
1 -1
El sistema es compatible indeterminado.
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s Sia=6:

4 3 5|5 4 3 5
1 1 3|1 y |1 1 1|=5#0= SI
2 6 343 2 6 3
El sistema es incompatible.
c)
dr + 3y +52 =15 N xfiif);)\
T+y+3z2=1 'Z:A

Problema 12.7.2 ( 3 puntos). Se considera la funcién real de variable real
definida por: f(x) = 2(z — 1)%(x + 3)

a) Determinense sus intervalos de crecimiento y decrecimiento. Calcilen-
se sus extremos relativos.

b) Calcilense los puntos de corte de la grafica de f con el eje OX . Esbdéce-
se la grafica de f.

c¢) Calcilese el valor del area del recinto plano acotado limitado por la
grafica de f y el eje OX.

Solucion:

a)
f(@)=2x—-1)Bz+5)=0= z=1, 2=-5/3
(=00, =5/3) | (=5/3,1) | (1,00)
f'(z) + — -
f(x) | creciente | decreciente | creciente

La funcién es creciente en el intervalo (—oo, —5/3) U (1, 00) y es decre-
ciente en (—5/3,1).

La funcién presenta un maximo en el punto (—5/3,512/27) y un mini-
mo en (1,0).

b) Para z = 0= (0,6) y para f(z) =0= (1,0), (-3,0)
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1 1
/ 2z —1)%(z + 3) dx:/ (223 + 22° — 102 + 6) dz =
-3

4 3 1
2 128
-3
¥
Mivimat-33,312127

Miimo (L0

Problema 12.7.3 ( 2 puntos). La probabilidad de que el jugador A de ba-
loncesto consiga una canasta de tres puntos es igual a 7/9, y la probabilidad
de que otro jugador B consiga una canasta de tres puntos es 5/7. Cada uno
de estos jugadores realiza un lanzamiento de tres puntos.

a) Calculese la probabilidad de que solamente uno de los dos jugadores
consiga un triple.

b) Calcilese la probabilidad de que al menos uno de los dos jugadores
consiga un triple.

Solucion:
_ 2 o 2
PA) =L, PA) =2, P(B)=2, PB) ="
9 9 7
a)
, — — 7 2 25
b)
7T 5 7 5 59
P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB)=—-+—-——.— _ 27
(AUB) = P(A)+ P(B) = PANB) = { +2 — 03 = o2 = 0,997
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Problema 12.7.4 ( 2 puntos). Se supone que la altura (en cm) que alcanza
la espuma de un cierto detergente para lavadoras durante un lavado estandar
se puede aproximar por una variable aleatoria con distribucién normal de
media p y desviacion tipica igual a 1,5 cm. Una muestra aleatoria simple de
10 lavados de ese tipo ha dado las siguientes alturas de espuma:

704, 4, 5 7, 6; 2,08 6; 1
a) Determinese un intervalo de confianza del 90 % para p.
b) {Qué tamano minimo debe tener la muestra para que el valor absoluto

del error maximo en la estimacién sea de 0,5 ¢m con el mismo nivel
de confianza?

Solucion:

N(p;1,5), n=10 X =5
a) zq/2 = 1,645:

IC = <X—za/2 g X+za/20> = (4,22:5,78)
n

Vi Vi

1,645-1,5

2
=24.354 = n =25
0,5 > ’ "

E:za/g(j:n:<

Jn
12.8. Septiembre 2011 (Reserva)- Opcién B

Problema 12.8.1 (3 puntos). Se consideran las matrices:

2 20 -3 4 -6
A=]10 2 0 |; B= -2 1 =2
2 0 4 -11 3 -8

a) Calcilese A~1AT.- Nota.- La notacién AT representa a la matriz
transpuesta de A.

1
b) Resuélvase la ecuacién matricial: ZAZ — AX = B.

Solucion:

a)

/2 —-1/2 0

A7l = 0 1/2 0

—1/4  1/4 1/4
/2 —-1/2 0 2 0 2 0 -1 1
ATIAT = 0 1/2 0 2 20]|=|1 1 0
—1/4 1/4 1/4 00 4 0 1/2 1/2
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1
A2—AX=B:>X:A—1(4A2—B)
) (220 2 20 -3 4 —6 4
ZAQ_:ZOQO 020 ]|-] -21 -=21]=| 2
2 0 4 2 0 4 —-11 3 -8 14
. 1/2 -1/2 0 4 -2 6
X=4"1 (4A2—B): 0 1/2 0 2 0 2 |=

—1/4  1/4 1/4 14 -2 12

Problema 12.8.2 (3 puntos). Se considera la funcién real de variable real
definida por:

ar? si x<1/2
f<£)_{b:13—|—c sioz>1/2

Calculense los valores de a, b, ¢ para que f satisfaga todas las condiciones
siguientes:

= a>0

» La funcién f es continua y derivable en z = 1/2.

= Kl valor del drea del recinto plano acotado limitado por la gréafica de
f, el eje de abscisas y las rectas verticales x = —2, © = 0, es igual a
32/3.

Solucion:

» Por la continuidad en x = 1/2:

If = K 2_2
, tm Je)= et =

lim f(z)= lim (bx+c)= b +c
s (1/2)+ e (1/2)+ 2

a b
—=—4c= a—2b—4c=
5 c a—2b—4c=0

» Por la derivabilidad en =z = 1/2:

— a=0

() :{ 2ar si x<1/2 :>{ F((1/2)7)

boosiox>1/2 F((1/2)* b

~—
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s Por el area:

0 319 84 32
/ axzdx:% :—a:—zazél
_9 3 L 3

Luegoa=4,b=4yc=—1.

Problema 12.8.3 ( 2 puntos). Los datos de la tabla siguiente se han ex-
traido de las estadisticas oficiales de la prueba de acceso a estudios univer-
sitarios (fase general) de la convocatoria del curso 2009/2010, en el Distrito
tnico de Madrid:

Chico | Chica
Apto | 12109 | 9863
NoApto | 1717 | 1223

Se elige un alumno al azar de entre los que se presentaron a dicha prueba.

a) (Cudl es la probabilidad de que el alumno elegido sea chica o haya
resultado apto?

b) Si el alumno elegido es chico, ;Cudl es la probabilidad de que haya
resultado no apto?

Solucion:
Chico | Chica | Total Chico | Chica | Total
Apto | 12109 | 9863 | 21972 . Apto 0,486 | 0,396 | 0,882
NoApto | 1717 | 1223 | 2940 NoApto | 0,069 | 0,049 | 0,118
Total | 13826 | 11086 | 24912 Total | 0,555 | 0,445 1

Sean los sucesos V: Chico, M: Chica, A: Apto y A: No Apto.
a) P(MUA)=P(M)+P(A)—P(MnA) =0,445+0,882—-0,396 = 0,931

b)
P(ANV) 0,069

PA|V) = P(V) 0,555

=0,124

Problema 12.8.4 ( 2 puntos). Se supone que la estatura de los individuos
de una cierta poblacién se puede aproximar por una variable aleatoria X
con distribuciéon normal de media 170 ¢m y desviacién tipica 4 cm.

a) Se extrae de dicha poblacién una muestra aleatoria simple de 16 indi-
viduos. Calctlese P(X < 167).

b) Se extrae de dicha poblacién una muestra aleatoria simple y resulta
que P(X > 172) = 0,0062. Determinese el tamano de la muestra
extraida.
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Solucion:

a) N(X;o/y/n) = N(170;1):

— 167 —1
P(Y <170)= P2 < 1112

1
P(Z <-3)=1-P(Z<3)=1-0,9987 = 0,0013

b) N(X:o/y/i) = N(170:4/y/):

P(X>172)_P(Z>W))_I—P(2<W)>_

172 — 170

1— 2=
0,0062 = 0,9988 — ——~

=25= Vn=5= n=25
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