10.3. Junio 2009 - Opcién A

Problema 10.3.1 (3 puntos) Se considera el siguiente sistema lineal de
ecuaciones, dependiente del parametro real k:

z+ y+ kz= 4
20— y+ 2z= 5
—z+ 3dy— 2= 0

a) Discutase el sistema para los distintos valores del pardmetro k.

b) Resuelvase el sistema para el caso en que tenga infinitas soluciones.
¢) Restielvase el sistema para k = 0.
Solucién:

a)

1 1 K
A= 2 -1 2 = |A|=bk—-5=0=k=1
-1 3 -1

O Ot

Sik #1 = |A| # 0 =Rango(A) =Rango(A) = 3 =n° de incégni-
tas, luego en este caso el sistema serd compatible determinado.

Sik=1

114
2|5 | = Rango(4) =2
110

Como ; _i = —3 # 0 = Rango(A4) = 2. Luego el sistema es

Compatible Indeterminado.

b) Sik=1
r=3—A
{ zt y+ 2= 4 y=1
20— y+ 2z2= 5 Y
c) Sik=0
T+  y+ = 4 r=3
20— y+ 2z2= 5 — y=1
-+ 3y— 2= 0 z2=0

Problema 10.3.2 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real
definida por:

flz) = (a® = 1)
a) Determinense los extremos relativos de f.

b) Héllese la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f en el punto
de abcisa x = 3.

c¢) Calctlese el area del recinto plano acotado limitado por las gréficas de
fyvelejeOX.

Solucion:
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a) fl(z) =4x(2?>-1)=0= 2=0, v =+1

(—o0,—1) | (—1,0) (0,1) (1,00)
f'(z) - + - +
f(z) | Decreciente | Creciente | Decreciente | Creciente

Minimo(-1,0) Minimo(1,0)

La funcién es creciente en el intervalo (—1,0) U (1, 00) y es decreciente
en el intervalo (—oo,—1) U (0,1).

La funcién presenta un maximo en el punto (0,1) y dos minimos en
los puntos (1,0) y (—1,0).

b) a =3 = f(3) =64, m = f'(3) = 96. La ecuacién de la recta tangente

pedida es:
y—64=96(x —3) = 96x —y—224=0
L 9 > a3 ' 16
S :/ —2x2 4 ) de = | = — 28 _ 0
1 _1(33 x“+1)dx 3 3+ B
) 16
52’51’:1—5u2

Problema 10.3.3 (2 puntos) Se consideran tres sucesos A, B y C' de un
experimento aleatorio tales que:

2 1
P(AUBUC) = 25 P(ANBNC)=0; P(AIB) = P(C|4) = 5
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a) Calcilese P(C' N B).

b) Calctilese P(AU B U C). La notacién A representa al suceso comple-
mentario de A.

Solucion:

a)
P(AUBUC) = P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—P(ANC)—P(BNC)+P(ANBNC)

P(AnB)=P(A|B)P(B) =

N = o=
I
== o

N = Wl

P(C'AA) = P(C|A)P(A) =
f:f+%+1—6—%—P(BmC)+0:> P(BNC) =0

b) PAUBUC)=P(ANBNC)=1-P(ANBNC)=1

Problema 10.3.4 (2 puntos) Se supone que el gasto mensual dedicado al
ocio por una determinada familia de un determinado pais se puede aproximar
por una variable aleatoria con distribucién normal de desviacion tipica igual
a b euros. Se ha elegido una muestra aleatoria de 81 familias, obteniéndose

un gasto medio de 320 euros.

a) {Se puede asegurar que el valor absoluto del error de la estimacién del
gasto medio por familia mediante la media de la muestra es menor que
10 euros con un grado de confianza del 95 %?

b) ;Cudl es el tamanio muestral minimo que debe tomarse para poder

asegurarlo?

Solucion:

a)
N(p,55), n=281, z4 =196

P(|x -2 <10) > 095 = P (|X -2 < 10) :P<’Z’§ 55/1\0/zﬁ> B

P (]Z] <1,64) =0,9495 < 0,95
No podemos asegurar esa hipdtesis.

b)
E=zy0—=— n=116,2084 — n = 117

n
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10.4. Junio 2009 - Opcién B

Problema 10.4.1 (3 puntos) Una refineria utiliza dos tipos de petréleo, A
y B, que compra a un precio de 350 euros y 400 euros por tonelada, respec-
tivamente. Por cada tonelada de tipo A que refina, obtiene 0,10 toneladas
de gasolina y 0,35 toneladas de fuel-oil. Por cada tonelada de tipo B que
refina, obtiene 0,05 toneladas de gasolina y 0,55 toneladas de fuel-oil. Para
cubrir sus necesidades necesita obtener al menos 10 toneladas de gasolina
y al menos 50 toneladas de fuel-oil. Por cuestiones de capacidad, no puede
comprar mas de 100 toneladas de cada tipo de petrdleo. ; Cuantas toneladas
de petréleo de cada tipo debe comprar la refineria para cubrir sus necesida-
des a minimo coste? Determinar dicho coste minimo.

Solucién:
Sea z cantidad de petrdleo tipo A.

Sea y cantidad de petréleo tipo B.

Gasolina, | Fuel — oil | Coste
A 0,1 0,35 350
B 0,05 0,55 400
Total 10 50

La funcién objetivo: z(x,y) = 350x 4+ 400y

Las restricciones seran:

0,1z + 0,05y > 10 2z +y > 200
0,35z + 0,55y > 50 Tx + 11y > 1000
x <100 — x <100
y < 100 y < 100
z,y >0 z,y >0
2(80,40) = 44000
2(50,100) = 57500
2(100,300/11) = 45909, 09
2(100, 100) = 75000

Luego para obtener el minimo coste se deberan comprar 80 toneladas del
petrodleo tipo A y 40 toneladas del tipo B, con un coste de 44000 euros.
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Problema 10.4.2 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real

definida por:
20 — 1
f(.%') - 3

e —T —a

a) Determinense las asintotas de f, especificando los valores del pardme-
tro real a para los cuales f tiene una asintota vertical, dos asintotas
verticales, o bien no tiene asintotas verticales.

b) Para a = —1, calcilense los valores reales de b para los cuales se verifica

que /Ob f(z)dx =0

Solucion:

a) Para que f tenga asintotas verticales z? —z —a = 0 =

1++v1+4a
r= "
2

1
» Sia = —1/4 la dnica asintota vertical que hay es z = 3

» Sia< —1/4= 1+ 4a < 0= no hay asintotas verticales.
» Sia>—1/4= 1+ 4a > 0= hay dos asintotas verticales:

1++v1+4a 1—+1+4a
r=—————, _

i
2 2
b op—1 ) , )
/o Popride=p"—e+1g =l -b+1)=0=

b=
2 _
b —b+1—1:>{b:1

179



Problema 10.4.3 (2 puntos) Para la construccién de un luminoso de feria
se dispone de un contenedor con 200 bombillas blancas, 120 bombillas azules
y 80 bombillas rojas. La probabilidad de que una bombilla del contenedor
no funcione es igual a 0,01 si la bombilla es es blanca, es igual a 0,02 si la
bombilla es azul y 0,03 si la bombilla es roja. Se elige al azar una bombilla
del contenedor.

a) Calcilese la probabilidad de que la bombilla elegida no funcione.

b) Sabiendo que la bombilla elegida no funciona, calciilese la probabilidad
de que dicha bombilla sea de color azul

Solucion:

6,99 F
001  NF
098 _F
002 F
zF
003 F
) 1 3 1
P(NF) = 5 -O,Ol—i—E'O,OQ—i—g-0,0320,017

P(NF|A)-P(A) _0,02-3/10
P(NF) - 0,017

P(A|NF) = =0,35294
Problema 10.4.4 (2 puntos) Se supone que la cantidad de agua (en litros)
recogida cada dia en una estacién metereoldgica se puede aproximar por una
variable aleatoria con distribucién normal de desviacién tipica 2 litros. Se
elige una muestra aleatoria simple y se obtiene las siguientes cantidades de
agua recogidas cada dia (en litros):

9,1; 4,9; 7,3; 2,8; 5,5; 6,0; 3,7; 8,6; 4,5; 7,6
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a) Determinese un intervalo de confianza para la cantidad media de agua
recogida cada dia en dicha estacién, con un grado de confianza del
95 %.

Calculese el tamano muestral minimo necesario para que al estimar la
media del agua recogida cada dia en la estacion meterelégica mediante
dicha muestra, la diferencia en valor absoluto entre ambos valores sea
inferior a 1 litro, con un grado de confianza del 98 %.

Soluciéon:
a) N(p,2),n =10, X =6y z4/5 = 1,96:

IC = <(X— Za/Qi

— o
X ) = (4,76039: 7,23961
v S ENSCYEY )

f
b) E=1y 245 = 2,325:

g
E= Zoc/Q%

Como n tiene que ser un ntmero natural n = 22.

— n = 21,6225

10.5. Septiembre 2009 - Opciéon A

Problema 10.5.1 (3 puntos) Una carpinteria vende paneles de contracha-
pado de dos tipos A y B. Cada m? de panel del tipo A requiere 0,3 horas de
trabajo para su fabricacién y 0,2 horas para su barnizado, proporcionando
un beneficio de 4 euros. Cada m? de panel del tipo B requiere 0,2 horas de
trabajo para su fabricacién y 0,2 horas para su barnizado, proporcionando
su venta un beneficio de 3 euros. Sabiendo que en una semana se trabaja
un maximo de 240 horas de taller de fabricacién y 200 horas en el taller
de barnizado, calcular los m? de cada tipo de panel que debe vender sema-
nalmente la carpinteria para obtener el maximo beneficio. Calcular dicho
beneficio maximo.

Solucion:
Sea x m? de tipo A.

Sea iy m? de tipo B.

Fabricacion | Barnizado | Beneficio
A 0,3 0,2 4
B 0,2 0,2 3
Total 240 200
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La funcién objetivo: z(x,y) = 4z + 3y

Las restricciones serdn:

0,3z + 0,2y < 240 3z + 2y < 2400
0,22 4+ 0,2y <200 = x4y < 1000
z,y >0 z,y >0

.
@000

s
x9=1000
k=
\\
2(0,1000) = 3000
2(400,600) = 3400
2(800,0) = 3200

Luego para obtener el maximo beneficio se deberan vender 400 m? del tipo
Ay 600 del tipo B. El benficio de esta venta es de 3400 euros.

Problema 10.5.2 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real
definida por:

2¢ + 24 si r < -3
2249 si —3<x<2
—x+ 15 si > 2

a) Represéntese graficamente la funcién f.

b) Héllese la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f en el punto
de abcisa x = 1.

c¢) Calcilese el drea del recinto plano acotado limitado por la grafica de
fyeleje OX.

Solucidn:

a) La representacién gréfica es:
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\
\ 213
\ P

(12,0) (0,0) (15,0)

b) Enz = 1lafuncién es f(z) = 2249 = f'(x) = 22 tenemos f(1) = 10
ym=f(1)=2=—= y—-10=2(zx—-1) = y=22+38

c¢) Célculo del drea:

73

1 2 1
S = 7-9'8+/ (2°+9) dart 51313 = 814 | - + 0z
-3

169 1333 ,
B = u

2 6

-3

Problema 10.5.3 (2 puntos) En un cierto banco el 30 % de los créditos
concedidos son para vivienda, el 50 % se destinan a las empresas y el 20 %
son para consumo. Se sabe ademads que de los créditos concedidos a vivienda,
el 10 % resultan impagados, de los créditos concedidos a empresas son impa-
gados el 20 % y de los créditos concedidos para consumo resultan impagados
el 10 %.

a) Calculese la probabilidad de que un crédito elegido al azar sea pagado.

b) ;Cudl es la probabilidad de que un crédito elegido al azar se haya
destinado a consumo, sabiendo que se ha pagado?

Solucién:
V': crédito para vivienda, E: crédito para empresay C': crédito para consumo.
Pa: pagados y N P: no pagados.

a) P(Pa) = P(V) - P(Pa|V) + P(E) - P(Pa|E) + P(C) - P(Pa|C) =
0,3-0,9+0,5-0,8+0,2-0,9=0,85

b)
PalC)-P(C) 0,9-0,2
P(Pa) 0,85

P(C|Pa) = ll —0,21176
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Pa

0,9
4 NP
0,3 0,1 s
0,
0.5 E
0,2 0,2 NP
Pa
0,9
e
0,1 NP

Problema 10.5.4 (2 puntos) Se supone que el tiempo de una conversacién
en un teléfono mévil se puede aproximar por una variable aleatoria con dis-
tribucién normal de desviacion tipica igual a 1,32 minutos. Se desea estimar
la media del tiempo de las conversaciones mantenidas con un error inferior o
igual en valor absoluto a 0,5 minutos y con un grado de confianza del 95 %.

a) Calctlese el tamano minimo de la muestra que es necesario observar
para llevar a cabo dicha estimacién mediante la media muestral.

b) Si se supone que la media del tiempo de las conversaciones es de 4,36
minutos y se elige una muestra aleatoria simple de 16 usuarios, jcual
es la probabilidad de que el tiempo medio de las conversaciones de la
muestra esté comprendido entre 4 y 5 minutos?

Solucion:
Tenemos N(3,25,0,8), n = 64
a) o =1,32y Zoy2 = 1,96

E:zaﬂ% — /n=5,175

El tamano minimo de la muestra tiene que ser n = 27.
b) N(4,36;1,32) = X ~ N(4,36;0,33)

- 44,36 5— 4,36
< < = — < < —— | =
P X <5) P( 033 =7= 033 )

P(=1,09< Z <1,94) = P(Z < 1,94) — P(Z < —1,09) = 0,8359
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10.6. Septiembre 2009 - Opciéon B

Problema 10.6.1 (3 puntos) Se considera el siguiente sistema lineal de
ecuaciones, dependientes del parametro real k:

z+ y+ z= 3
x4+ ky+ z= 3
kx— 3z= 6

a) Discitase el sistema segun los diferentes valores de k.
b) Resuélvase el sistema en el caso en que tenga infinitas soluciones.
c) Resuélvase el sistema para k = 3.

Solucion:

a)

1
A=1|1 = A= —k*-2k+3=0= k=1, k=-3
k

S I =
\
w
S W W

Sik#1yk#—-3= |A| # 0 = Rango(A4) = 3 =Rango(A4) = n°
de incégnitas = Sistema compatible determinado.

Sik=1:
11 1|3
A= 11 113
1 0 -3|6
Dos filas son iguales y, por tanto, el sistema es compatible indetermi-
nado.
Sik=-3:
1 1 1(3 1 1 3
A= 1 -3 1|3 [, 1 =3 3|=-60#0
-3 0 =316 -3 0 6

en este caso Rango(A) = 2 y como hay un menor de orden 3 distinto
de cero el RangoA = 3 y el sistema, en este caso, es incompatible.

b) k=1:
ot oyt 2= g | TTO+3A
y=—3—4A
r— 3z 6
z2=A\
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z+ y+ z= 3 r="5/2
r+ 3y+ z= y=20
3x— 32= 6 z=1/2

w

Problema 10.6.2 (3 puntos) El beneficio semanal ( en miles de euros) que
obtiene una central lechera por la produccién de leche desnatada esta deter-
minado por la funcion:

B(z) = —2? + 72 — 10

en la que x representa los hectolitros de leche desnatada producidos en una
semana.

a) Represéntese graficamente la funcién B(x) con z > 0.

b) Calctlense los hectolitros de leche desnatada que debe producir cada
semana la central lechera para maximizar su beneficio. Calcilese dicho
beneficio maximo.

c¢) Calcilense las cantidades minima y méxima de hectolitros de leche
desnatada que debe producir la central lechera cada semana para no
incurrir en pédidas (es decir, beneficio negativo).

Solucion:

a) para ello calculamos:

= Puntos de corte:

Con el eje de abcisas hacemos x = 0 = B(0) = —10 =
(0, —10)

Con el eje de ordenadas hacemos B(z) =0 = z =2y x =
5= (2,0)y (5,0)

» Méaximos y minimos:
7 79
B'(z) = -2 = == ==
(x) r+7T=0= 2z 2:>(2,4>

B"(z) = -2 = B"(7/2) = —2 < 0 = M4ximo

b) El beneficio méximo es B(7/2) = 9/4 = 2250 euros con una produc-
cién de 7/2 hectolitros.
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(7/2,94)

c¢) La produccién debe de estar comprendida entre 2 y 5 hectolitros se-
manales.

Problema 10.6.3 (2 puntos) La probabilidad de que un habitante de cierto
pueblo de la Comunidad de Madrid le guste la musica moderna es igual a
0,55; la probabilidad de que le guste la musica clasica es igual a 0,40 y la
probabilidad de que no le guste ninguna de las dos es igual a 0,25. Se elige
al azar un habitante de dicho pueblo. Calctlese la probabilidad de que le
guste:

a) al menos uno de los dos tipos de musica.

b

la musica clasica y también la moderna.

d

c¢) sélo la musica clésica.
) sélo la musica moderna.

Solucion:

LLamamos M al suceso le gusta la musica moderna y C al suceso le
gusta la musica clasica. Los datos del problema: P(M) = 0,55, P(C) = 0,4
y P(IMUC)=0,25

a) P(MUC)=1-P(MUC)=1-0,25=0,75

b) P(MNC)=P(M)+P(C)—P(MUC) =0,55+0,40 — 0,75 = 0,20
¢) P(CNDM) = P(C)— P(MNC)=0,40 — 0,20 = 0,20

d) P(MNC)=P(M)—P(MNC)=0,55-0,20 = 0,35

Problema 10.6.4 (2 puntos) Se supone que la estancia (en dias) de un
cierto hospital se puede aproximar por una variable aleatoria con distribu-
cién normal de desviacién tipica igual a 9 dias. De una muestra aleatoria
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simple formada por 20 pacientes, se ha obtenido una media muestral igual
a 8 dias.

a) Determinese un intervalo de confianza del 95 % para la estancia media
de un paciente en dicho hospital.

b) ;Cual debe ser el tamano muestral minimo que ha de observarse para
que dicho intervalo de confianza tenga una longitud total inferior o
igual a 4 dias?

Solucion:

a)
N(u,9) n=20, X =8, Zo2 = 1,96
o

J— — g
IC = (X ~ /27 X+ za/2ﬁ> = (4,0556; 11,9444)
b) E =2

ag

E = ZQ/QE — n = 77,79

El tamano minimo de la muestra tiene que ser n = 78.
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Capitulo 11

Ano 2010

11.1. Modelo 2010 - Opcién A

Problema 11.1.1 (3 puntos) Se considera el sistema lineal de ecuaciones,
dependiente del parametro real k:

x4+ ky+ 2= 1
20+ kz= 2
z+ y+ z= 1

a) Disctitase el sistema para los distintos valores de k.
b) Resuelvase el sistema para el caso en que tenga infinitas soluciones.

c¢) Restielvase el sistema para k = 3.

Solucion:
a)
1 kK 1|1
A=[0 2 k|2 | =4 =k -k=0=—=Ek=0, k=1
1 1 1|1

Sik#0yk#1= |A| # 0 =Rango(A) =Rango(A4) = 3 =n° de
incognitas, luego en este caso el sistema serd compatible determinado.

Sik=0
1 0 1|1 011
A=10 2 0|2 | =12 0 2|=2%#0= Rango(A) =3
1 1 1|1 1 11
01 .
Como | 5 0 ‘ = —2 # 0 = Rango(A) = 2. Luego el sistema es In-
compatible.
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Sik=1

11 171
A=|[0 2 1]2
11 171
: . 11
La primera fila y la tercera son iguales y como 0 2| 240 =

el Rango(A) =Rango(A4) = 2 < n° de incdgnitas y el sistema es com-
patible indeterminado.

b) Si k =1 el sistema es compatible indeterminado:

1
xT=—=A
2

2+ z= 2 3/:1—5/\

z=A\

c) Si k =3 el sistema es compatible determinado:

x4+ 3y+ z= 1 x=1/3
204 3z2= 2 = ¢ y=0
x4+ y+ z= 1 z=2/3

Problema 11.1.2 (3 puntos) Se considera la curva de ecuacién cartesiana:
y=u

a) Calculense las coordenadas del punto en el que la recta tangente a la
curva propuesta es paralela a la bisectriz del primer cuadrante.

b) Calciilese el area del recinto plano acotado limitado por las gréficas de
la curva propuesta, la recta tangente a dicha curva en el punto P(1,1)
y el eje OX.

Solucidn:
a) y=r=— m=1:
1
y:x2:y':2az:1:> 20=1—= a:§
11
El punto es el (a, f(a)) = 31
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b) Calculamos la recta tangente a la curva en el punto (a,b) = (1,1):
m=f(1)=2=y—-1=2x-1)= 2r—y—1=0

Como se puede apreciar en la figura el drea buscada consta de dos
partes, por un lado sera el drea entre la funcién y el eje de abcisas en
el intervalo (0,1/2) y por otra parte el drea encerrada por las funciones
f(x) =2%y g(x) = 2z — 1 en el intervalo (1/2,1)

1/2 A1
== 5] =
1 333 1 1
Sl—/ (> =2z +1)de=|% —2*+z = — u?
1/2 3 12 24
S = [S1] + 18] = — u?
= = — U
1 2 B
\ X Ve
\\ V4
/
. Sy
\ /
\\\
" /

(0.0 /(1/2,0)
/

Problema 11.1.3 (2 puntos) Segun un cierto estudio, el 40 % de los hoga-

res europeos tienen contratado acceso a internet, el 33 % tiene contratada
television por cable, y el 20 % disponen de ambos servicios. Se seleciona un
hogar europeo al azar.

a) ¢ Cudl es la probabilidad de que sélo tenga contratada la televisién por
cable?

b) ;Cudl es la probabilidad de que no tenga contratado ninguno de los
dos servicios?

Solucion:
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Lamamos A = {Tiene contratado internet} y B = {Tiene contratado TV
por cable}

P(A)=0,4, P(B)=0,33, P(ANB)=0,2
P(ANB)=P(B)—P(ANB)=0,33—0,2=0,13

P(Ninguno) = 1 — P(Alguno) =1— P(AUB) =
1 - [P(A) + P(B) — P(ANB)] =1 — 0,53 = 0,47

Problema 11.1.4 (2 puntos) Se supone que la duracién de una bombi-
lla fabricada por una cierta empresa se puede aproximar por una variable
aleatoria con distribucién normal de media 900 horas y desviacién tipica 80
horas. La empresa vende 1000 lotes de 100 bombillas cada uno. ;En cuantos
lotes puede esperarse que la duracién media de las bombillas que componen
el lote sobrepase 910 horas?

Solucion:

La distribucién de la media en un lote:

N(900,80), n=100=> N(900,80/+/100) = N(200,8)

- 910 — 900
P(X >910) =P (Z > )

8
1—-P(Z <1,25) =1-0,8943502263 = 0, 1056497736

La probabilidad calculada es la de que la media de un lote sobrepase las 910
horas y, como tenemos 1000 lotes, el niimero de lotes en los que esperamos
que se sobrepasen las 910 horas serd de 1000 - 0, 1056497736 ~ 105 lotes

11.2. Modelo 2010 - Opcién B

Problema 11.2.1 (3 puntos) Una empresa de instalaciones dispone de 195
kg de cobre, 20 kg de titanio y 14 de aluminio. Para fabricar 100 metros
de cable de tipo A se necesitan 10 kg de cobre, 2 kg de titanio y 1 kg de
aluminio. Para fabricar 100 metros de cable de tipo B se necesitan 15 kg de
cobre, 1 kg de titanio y 1 kg de aluminio. El beneficio que obtiene la empresa
por cada 100 metros de cable de tipo A fabricados es igual a 1500 euros,
y por cada 100 metros de cable de tipo B es igual a 1000 euros. Calctlese
los metros de cable de cada tipo que han de fabricarse para maximizar el
beneficio y determinese dicho beneficio maximo.
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Solucion:

Sea x cantidad de cable tipo A.

Sea y cantidad de cable tipo B.

Cobre | Titdnio | Aluminio | Beneficio
A 10 2 1 1500
B 15 1 1 1000
Total 195 20 14
La funcién objetivo: z(x,y) = 1500z + 1000y
Las restricciones seran:
10z + 15y < 195 2z + 3y < 39
2x 4+ 1y <20 2 +y <20
r+y<l14 r+y <14

Luego para obtener el maximo beneficio se deberan fabricar 600 metros del
tipo A y 800 metros del tipo B, con un beneficio de 17000 euros.

Problema 11.2.2 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real

definida por:

N W W W

0,1
3,1
6
1

3) =
)

bl

,8
0,

=i
I

) =
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a) ;Qué valores deben tomar a, b y ¢ para que la gréfica de f pase por el
punto (0,0) y ademds tenga un maximo relativo en el punto (1,2)?

b) Para a =1, b = —2 y ¢ = 0, determinense los puntos de corte de f
con los ejes de coordenadas.

c) Paraa=1,b= -2y c=0, calcilese el drea del recinto plano acotado
limitado por la grafica de la funcién f y el eje OX.

Solucion:

a) Tenemos:

» Pasa por el punto (0,0) = f(0) =c=0
» Tiene un mdaximo relativo en el punto (1,2) = f/(1) = 0y

F1) =2
f'(z) = 3ax® + 2bx = 3a+2b=0, y a+b+c=2

a+b+c=2 a=—4
3a+20=0 =1{ b=6 = f(r)=—42>+ 622
c=0 c=0

b) Tenemos que f(z) = x3 — 222

Coneleje OX : f(z2) =0 = 22 - 222 =0 = 2 =0, 7 = 2 =
(0,0), (2,0).
Con el eje OY : 2 =0= f(0) =0, (0,0)

c) Luego los limites de integracién serian los intervalos [0, 2]:
2 3

F($):/(x3—2x2)d:vzz—2%
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P(A) = Z P(B) = % P(ANE) = 2710
Calcular:
P(AUB), P(AnB), P(A|B), P(B|A)
Solucién:
o 1 19
» P(ANB)=1-PAUB)=1- 5= P(AUB) =
» P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB) = P(ANB) = er%—% = %
_ . _P({ANB) PB)-PANB) 1/2-3/10 2
" PAIB) = —pE = P(B) T 12 5
. P(BIA) = P(BNA) _P(A)-P(ANB) _3/4-3/10 _3

P(4) P(A) 3/4 5

Problema 11.2.4 (2 puntos) La temperatura corporal de cierta especie de
aves se puede aproximar mediante una variable aleatoria con distribucion
normal de media 40,5°C y desviacion tipica 4,9°C. Se elige una muestra
aleatoria simple de 100 aves de esa especie. Sea X la media muestral de las
temperaturas observadas.

a) ¢Cudles son la media y la varianza de X

b) ;Cuadl es la probabilidad de que la temperatura media de dicha muestra
esté comprendida entre 39,9°C y 41,1°C?

Solucion:

a) N(40,5;4,9), n = 100 entonces X se distribuye segiin una normal
N(40,5,4,9/4/100) = N (40,5;0,49) de media 40,5°C y desviacién tipi-
ca 0,49°C, luego la varianza serd de 0,492 = 0, 2401 °C.

b)

_ 30,9-40,5 —  41,1—40,5
P(39,9<X<41,1):P<” ”):

0,49 ST 049
P(=1,22 < Z < 1,22) = P(Z < 1,22) — P(Z < —1,22) =
9P(Z < 1,22) — 1 = 0, 7775351250
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11.3. Junio 2010 - Opcién A

Problema 11.3.1 (3 puntos) Un club de futbol dispone de un méaximo de
2 millones de euros para fichajes de futbolistas espanoles y extranjeros. Se
estima que el importe total de las camisetas vendidas por el club con el nom-
bre de futbolistas espanoles es igual al 10 % de la cantidad total invertida
por el club en fichajes espanoles, mientras que el importe total de las cami-
setas vendidas con el nombre de futbolistas extranjeros es igual al 15 % de la
cantidad total invertida por el club en fichajes extranjeros. Los estatutos del
club limitan a un méximo de 800000 euros la inversién total en jugadores
extranjeros y exigen que la cantidad total invertida en fichajes de espanoles
ha de ser como minimo de 500000 euros. Ademas, la cantidad total invertida
en fichajes de espanoles ha de ser mayor o igual que la invertida en fichajes
extranjeros. ;Qué cantidad debe invertir el club en cada tipo de fichajes
para que el importe de las camisetas vendidas sea maximo? Calcilese dicho
importe maximo. Justifiquese.

Solucién:
Sea x cantidad invertida en espafoles.

Sea y cantidad invertida en extranjeros.

La funcién objetivo: z(x,y) = 0, 1z + 0, 15y

Las restricciones seran:

z +y < 2000000

y < 800000
x > 500000
x>y
y=0
2(800000,800000) = 200000
z(1200000, 800000) = 270000
2(500000,500000) = 125000
2(500000, 0) = 50000
2(2000000, 0) = 200000

Luego para obtener el maximo beneficio se deberan invertir 1.200.000 euros
en fichajes espanoles y 800.000 euros en fichajes extranjeros. El beneficio de
esta operacion seria de 270.000 euros.
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y \\ A
\{?,,2_ 000. 00€ {: ”
X=500.000 %

800.000,800.000) (1.200.000,800.000)  y=800.000

D (2.000.000,0)

Problema 11.3.2 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real

definida por: f(z) = xx_ 1

a) Determinense su asintotas.

b) Calcilense sus maximos y minimos locales. Esbécese la gréfica de f.

c) Calculese el drea del recinto plano acotado limitado por las rectas
verticales x = 2, x = 3, la grédfica de f y la recta de ecuaciéon y = x+1.

Solucion:
a) Asintotas:

= Verticales: La tinica posible es z = 1

z—1-x — 1 0~
x? 1
1tz —1 0% oo
= Horizontales: No hay
i 5~ o

r—roo p — 1 -
= Oblicuas: y = mz +n

2
T T
m = lim m: lim 5 =1
r— o0 T—00 4 — o

T—> 00 Tr—> 00

2
n= lim (f(z)—mz)= lim ( —x)zl
La asintota oblicua es y = + 1
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! L (:E — 2)
—0=2=0, =2
) \ Decreciente
Creciente
y=x+l
X
Minimo(2,4)
y...':‘m.. 0,0
\
Creciente
Decfeciente|
=1
=2 =3
%
\
(_OO’O) (07 2) (2700)
f'(z) + - +
f(x) | Creciente | Decreciente | Creciente

La funcién es creciente en el intervalo (—oo,0) U (2, 00), y decreciente
en el intervalo (0,1) U (1,2).

La funcién tiene un Méximo en el punto (0,0) y un Minimo en el
punto (2,4).

3 2 3 2
S:/2 x_l—:p—l d:v:/2 x_ldx:1n|x—1|]g:ln2u2
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Problema 11.3.3 (2 puntos) Sean A y B dos sucesos de un experimento
aleatorio tales que P(A) = 0,5; P(B) = 0,4; P(AN B) = 0, 1. Calctlense
las siguientes probabilidades:

a)P(AUB); b)P(AUB); c¢)P(A|B); d)P(AnN B)
Solucion:
a)P(AUB)=P(A)+ P(B)—P(ANnB)=0,8

DP(AUB)=PANB)=1-P(ANB)=0,9

P(ANB)
P(B)

d)P(ANB)=P(B)— P(ANB) =0,3

¢)P(A|B) = =0,25

Problema 11.3.4 (2 puntos) Se supone que el tiempo de vida 1til en miles
de horas (Mh) de un cierto modelo de televisor, se puede aproximar por una
variable aleatoria con distribucién normal de desviacién tipica 0,5 Mh. Para
una muestra aleatoria simple de 4 televisores de dicho modelo, se obtiene
una media muestral de 19,84 Mh de vida 1util.

a) Hallese un intervalo de confianza al 95 % para el tiempo de vida util
medio de los televisores de dicho modelo.

b) Calcilese el tamano muestral minimo necesario para que el valor ab-
soluto del error de la estimacion de la media poblacional mediante la
media muestral sea inferior a 0,2 Mh con probabilidad mayor o igual
que 0,95.

Solucion:

a)
o — o
IC: (X_Za/2\/ﬁ7X+za/2\/ﬁ) =

0,5 0,5
19,84 — 1,96—=:19,84 — 1,96—= ) = (19, 35; 20, 33
( ﬂ) ( )

V4

Zoj2 O\ 2 1,96 -0,5)\2
E:Zaﬂjﬁ:n:(a/; ) :(’02’> — 24,01

El tamano minimo muestral debe ser de n = 25 televisores.
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11.4. Junio 2010 - Opcién B

Problema 11.4.1 (3 puntos) Se considera el siguiente sistema lineal de
ecuaciones, dependiente del parametro real k:

kx— 2y+ T7z= 8
z— y+ kz= 2
-+ Y+ z= 2

a) Discutase el sistema para los distintos valores de k.
b) Resuelvase el sistema para el caso en que tenga infinitas soluciones.
c¢) Restielvase el sistema para k = 0.

Solucion:

a)

E -2 78
A= 1 -1 k|2 | = A= —k+k2=0=—=k=-1, k=2
-1 1 1|2

Sik#—-1yk#2=|A| # 0 =Rango(A) =Rango(A) = 3 =n° de
incognitas, luego en este caso el sistema serd compatible determinado.

Sik=-1
-1 -2 7 |8 -1 -2 8
A= 1 -1 1|2 |=] 1 -1 2|=12#0= Rango(4)=3
-1 1 1|2 -1 1 2
-1 -2 .
Como 1 1|7 3 # 0 = Rango(A) = 2. Luego el sistema es
Incompatible.
Sik=2
2 =2 7|8
A= 1 -1 2|2
-1 1 1]2

Tenemos que : [C1C5C3] = |C1C3Cy| = |C1C2Cy| = |CoC3Cy| =0

-2 7
-1 2
tas y el sistema es compatible indeterminado.

= 3 # 0 = el Rango(A4) =Rango(A) = 2 < n° de incégni-
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b) Si k = 2 el sistema es compatible indeterminado:

=—=—=A
T3
2r— 2y+ Tz= 38 _

{ r— y+ 2z= 2 = v=A

4

z==

3

c¢) Si k=0 el sistema es compatible determinado:

— 2y+ Tz= 8 =12
—z+ y+ 2= 2 z =10

Problema 11.4.2 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real
definida por:

3
bx

fz) =

—22—z+a si xz<1
si x>1
a) Calculense los valores de a, b, para que f sea continua y derivable en
todos los puntos.

b) Para a = 6, b = 3/4, determinense los puntos de corte de la gréfica f
con los ejes de coordenadas.

c) Para a = 6, b = 3/4, calcilese el area del recinto plano acotado li-
mitado por la grafica de la funcién f, el eje OX y la recta vertical
T =2.

Solucion:

3 si > 1
- iz
bx?

—2z—1 si z<1
f(a) =

a) Tenemos:

s Continua en z = 1:

3
1, :—2 1’ = - =
lim_ f(2) ta, lim f(z)=7
3
“24a=>— ~2+ab=3
= Derivable en z = 1:
!(1— 171+ 3 3
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= Continua y derivable en x = 1:

—2b+ab=3 . a=3

b) Sia=6,b=3/4:

22 —r+6 si z<1
f(z) = 4

— si x>1
T

= Corte con el eje OY: hacemos = = 0, que estaria en la primera
rama y tendriamos el punto (0, 6).

» Corte con el eje OX: hacemos f(x) = 0 y tendriamos en la pri-
mera rama —12 —x+6 =0 = x = —3 y x = 2 pero esta tltima
solucion no es véalida al no estar en la primera rama. Tendriamos
el punto (—3,0)

4
Para dibujar la gréfica observamos que cuando x — +oo: lim — =

T— 00
0 = y = 0 es una asintota horizontal. Si, por el contrario, cuando
r — —oo: lim (—z? — 2 4 6) = oo no habrfa asintotas. Para

Tr—r — 00
calcular los extremos, observamos que la derivada de la segunda rama
no puede ser nula y, por el contrario, la derivada de la primera rama

se anularfa en el punto x = —1/2 donde presentaria un méximo.
c)
1 24 3 2 56
S:/ (—x2—az+6)daz+/ Cdr=-2 % L6 +4lnx]§:—+4ln2 u?
-3 1 T 3 2 _3 3

Problema 11.4.3 (2 puntos) Se dispone de un dado equilibrado de seis
caras, que se lanza seis veces con independencia. Calciilese la probabilidad
de cada uno de los sucesos siguientes:
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a) Obtener al menos un seis en el total de los lanzamientos.

b) Obtener un seis en el primer y tltimo lanzamientos y en los restantes
lanzamientos un ntimero distinto de seis.

Solucion:

6
P(algin seis) = 1 — P(ningun seis) =1 — (2) = 0,6651020233

- 1 2 5 4
P(6,6,6,6,6,6) = (6> . <6) = 0,01339591906

Problema 11.4.4 (2 puntos) Se supone que el tiempo de espera de una
llamada a una linea de atencién al cliente de una cierta empresa se pue-
de aproximar mediante una variable aleatoria con distribucién normal de
desviacion tipica 0,5 minutos. Se toma una muestra aleatoria simple de 100
llamadas y se obtiene un tiempo medio de espera igual a 6 minutos.

a) Determinese un intervalo de confianza al 95% para el tiempo medio
de espera de una llamada a dicha linea de atencion al cliente.

b) ;Cudl debe ser el tamano muestral minimo que debe observarse pa-
ra que dicho intervalo de confianza tenga una longitud total igual o
inferior a 1 minuto?

Solucion:

a)
o — o
IC: (X—Za/z\/ﬁ,X—i-Za/g\/ﬁ) =

0,5 0,5
6—1,96——:6—1,96—— | = (5,902; 6,098
( V100 \/100> ( )

Za/2 0\ 2 1,96-0,5\2
E:ZQ/Q\;;:M%:<(1/2 ) :<’05’) — 3,84

El tamano minimo muestral debe ser de n = 4 llamadas.
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11.5. Septiembre 2010 - Opcién A

Problema 11.5.1 (3 puntos) Se considera el siguiente sistema lineal de
ecuaciones dependiente de un parametro real a:

1 1 -1 1
2 |z+| -3 2 ( i ) —| 22
1 -4 a Ta

a) Discutase el sistema para los diferentes valores del pardmetro a.

b) Resuélvase el sistema para el valor de a para el cual el sistema tiene
infinitas soluciones.

c) Resuélvase el sistema para a = 0.

Solucion:

1 1 -1 1 z+ y— z= 1
2 lz+| -3 2 <y>_ 22 | = ¢ 22— 3y+ 2z= 22
1 —4 z Ta rx— 4dy+ az= Ta
a)

1 1 —-1] 1

A=|2 -3 2|22 |, |[Al=15-5a=0= a=3
1 —4 al|7a

» Sia# 3= |A] = 0= Rango(A) = 3 = Rango(A) = n° de
incégnitas y el sistema es compatible determinado.

= Sia=3:
1 1 -1 1 1 1
A=[2 -3 2|2 |, 4=0y |, _3’:—57é0:>
1 4 31|21

Rango(A) = 2

Claramente se observa que F3 = Fy — FY, por tanto, el sistema es
compatible indeterminado.

z =54+ (1/5)\

>+ y— z= 1 _
{%_ A Rt
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Problema 11.5.2 (8 puntos) El coste de un marco para una ventana rec-
tangular es de 50 euros por cada metro de lado vertical y de 25 euros por
cada metro de lado horizontal. Se desea construir una ventana de superficie
igual a 2 m?. Calctilense las dimensiones (largo y alto) para que el marco
sea lo mds barato posible. Calcilese el precio minimo del marco de dicha
ventana.

Solucion:

LLamamos = a la longitud del lado horizontal e y a la longitud del lado
vertical.

2
roy=2= y=- p(z,y) =22+ 2y

C(z,y) = 50(x + 2y) = C(z) = 50 (x N i) 50(2% +4)

x
50(z? — 4
o P ) B S
x
(—OO, _2) (_232) (2,00)
C'(x) + - +
C(x) | creciente | decreciente | creciente

El minimo estaria en el punto x = 2, es decir, el coste minimo seria de 200
euros y corresponderia a unas dimensiones de 2 metros de lado horizontal y
1 metro de lado vertical.

Problema 11.5.3 (2 puntos) Sean tres sucesos A, By C' de un experimento
aleatorio tales que:

P(A|C) = P(B|C), P(A|C) = P(B|C)
Razonese cudl de las siguientes desigualdades es cierta:
a) P(4) < P(B): b) P(A) > P(B)

Nota.- C representa el suceso complementario de C.

Solucion:
P(AIC) > P(B|C) — L (1;4(2)0) > T (lf(g)C) — P(ANC) > P(BNC)
P(A[C) > P(B[C) — P(If(g)c) > P(f(g)c) — P(ANT) > P(BNT)

P(ANC)+ P(ANC) = P(A)
P(BNC)+ P(BNC) = P(B) -
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Luego es falso que P(A) < P(B), se cumple que:
P(A) = P(B)

Problema 11.5.4 (2 puntos) Se considera una variable aleatoria con dis-
tribucién normal de desviacién tipica igual a 320. Se toma una muestra
aleatoria simple de 36 elementos.

a) Calculese la probabilidad de que el valor absoluto de la diferencia entre
la media muestral y la media de la distribucién normal sea mayor o
igual que 50.

b) Determinese el intervalo de confianza del 95% para la media de la
distribucién normal, si la media muestral es igual a 4820.

Solucion:
N(u,320), n=36

a)
o Evi 300
E = Za/2ﬁ — 204/2 = T = % = 0,9375
P(Z<za/2):1—%:>

P(Z<O,9375)zlf%:> 0,8289:1—%:> a = 0,3422

P(|lp — X| > 50) = a = 0, 3422 nivel de significacién

X = 4820, 2,5 = 1,96

10— (X _ Za/zﬁ,YJr za/2\;ﬁ> = (4715, 47; 4924, 53)

11.6. Septiembre 2010 - Opciéon B

Problema 11.6.1 (3 puntos) Un pintor necesita pintura para pintar como
minimo una superficie de 480 m?. Puede comprar la pintura a dos provee-
dores, A y B. El proveedor A le ofrece una pintura con un rendimiento de
6m? por kg y un precio de 1 euro por kg. La pintura del proveedor B tiene
un precio de 1,2 euros por kg y un rendimiento de 8 m? por kg. Ningtin
proveedor le puede proporcionar mas de 75 kg y el presupuesto maximo del
pintor es de 120 euros. Calctlese la cantidad de pintura que el pintor tiene
que comprar a cada proveedor para obtener el minimo coste. Calcilese dicho
coste minimo.

Solucion:
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LLamamos z al nimero de kg de pintura comprados al proveedor A y, lla-
mamos y al nimero de kg de pintura comprados al proveedor B.

Proveedor | Rendimiento | Precio
A 6 1
B 8 1,2

Funcién Objetivo: Min z(z,y) =z + 1,2y

Sujeto a:
6x + 8y > 480 3z + 4y > 240
x4+ 1,2y <120 5z + 6y < 600
T <75 = <75
y <75 y <75
z,y >0 z,y >0
Tenemos:

IxHdy=240

Sx+6y=600

2(0,75) =

2(0,60) =
2(30,75) = 120
2(75,75/2) = 120

2(75,15/4) = 79,5

El minimo coste, de 72 euros, corresponde a la compra de 0 kg del proveedor
Ay 60 kg del proveedor B.

Problema 11.6.2 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real
definida por:
222 —a  si r<-—1
fl)=1¢ =322+b si —-1l<az<l1
logz +a si z>1

a) Calculese a, b, para que f sea continua en todos los puntos.
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b) Para a =0, b = 3, represéntese graficamente la funcién f.
1
c) Para a =0, b = 3, calcilese la integral definida / f(x) dx.
-1

Nota.- La notacion log representa logaritmo neperiano.

Solucién:
a) Enz=—1:
Im (222 —a)=2-a, lim (-32°4+b)=-3+b=—= a+b=5
r— —1— r— —17F
Enz=1:
lim (—3z? +b)=-3+b, lim (logz+a)=a=— a—b=—3
z— 1~ z— 17+
a+b=>5 N a=1
a—b=-3 b=14
b) Tenemos:
222 si r< -1
fl@)=4{ =32243 si —-l<z<1

log si x>1

1 1 1
/ f(q:)dx:/ (=322 +3)dr = —23 + 32 1:4
-1 -1 -

Problema 11.6.3 (2 puntos) Se consideran los siguientes sucesos:

s Suceso A=La economia de un cierto pais estd en recesion.
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= Suceso B=Un indicador econémico muestra que la economia de dicho
pais estd en recesién.

Se sabe que:
P(A)=0,005, P(B|A)=0,95, P(B|A)=0,96

a) Calculese la probabilidad de que el indicador econémico muestre que
la economia del pais no estd en recesién y ademas la economia del pais
esté en recesion.

b) Calcilese la probabilidad de que el indicador econémico muestre que
la economia del pais estd en recesion.

Nota.- La notacién A representa el suceso complementario de A.

Solucion:
B
0,95
A
a,k 7
B
0,64
0,96 E

P(BN A) = 0,005 - 0,05 = 0,00025

b)
P(B) =0,005-0,954 0,995 - 0,04 = 0,04455

Problema 11.6.4 (2 puntos) Para estimar la media de una poblacién con
distribucién normal de desviacién tipica igual a 5, se ha extraido una muestra
aleatoria simple de tamano 100, con la que se ha obtenido el intervalo de
confianza (173,42;175,56) para dicha media poblacional.

a) Calculese la media de la muestra seleccionada.

b) Calcilese el nivel de confianza del intervalo obtenido.
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Solucion:
N(u,5), n =100, (173,42;175,56)

_ 5
X - Zajoqy = 173,42 X = 174,49
—
_ 5 _
X+ zapp15 = 175,56 Zaf2 = 2,14
a) X = 174,49

b) zas2 = 2,14 = P(Z<2,14):1—%:> 0,9838:1—%:> o —
0,0324 = NC=1—a=1-0,0324 = 0,9676.

Nivel de Confianza = 96,76 %
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Capitulo 12

Ano 2011

12.1. Modelo 2011 - Opcién A

Problema 12.1.1 (3 puntos) Un estudiante ha gastado un total de 48 eu-
ros en la compra de una mochila, un boligrafo y un libro. Si el precio de la
mochila se redujera a la sexta parte, el del boligrafo a la tercera parte y el
del libro a la septima parte de sus respectivos precios iniciales, el estudiante
pagaria un total de 8 euros por ellos. Calcular el precio de la mochila, del
boligrafo y del libro, sabiendo que la mochila cuesta lo mismo que el total
del boligrafo y el libro.

Solucion:

Sea x : precio de la mochila, y : precio del boligrafo y z : precio del li-
bro.

1x+2{+z1=48 T4y+z=48 z =24
x4+ -y+-2=8 = Tr+14y+62=336 = y=3
6 x3:y+7z r-y—z=0 e=2

Problema 12.1.2 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real
definida por:

f(x) =22 + ax® + bxr — 6

a) Calcilense a y b para que la funcién f tenga un mdximo relativo en
x =1y un minimo relativo en x = 2

b) Para a = b = 0, calcilese el drea del recinto plano acotado limitado
por la grafica de f y la recta de ecuacién y = 8x — 6.

Solucion:
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a) f'(z) = 62+ 2az +b.
f tenga un méximo relativoen x =1 = f/(1)=0= 2a+b=—6

f tenga un minimo relativo en x =2 = f/(2) = 0= 4a+b= —24

2a+b:_6 a = — B 3_ 9 B
{4a+b:—24 :>{ = f(z) =22° —92° + 122 — 6

b) a=b=0= f(r)=22%-6yg(z) =8 —6:
flz)=g(z) = 22°-6=8r—6=—= 228 =0=—= 2 =0, =42

Limites de integracién: [—2,0], [0, 2]

F(x):/(2x3—8m)dx:——4x2

2

S, = /02 (227 — 82) dz = F(0) — F(—2) = 8

Sy = /02 (223 — 8x) dx = F(2) — F(0) = —8

S = |Sy| + |S2| = 16 u?

/

Problema 12.1.3 (2 puntos) Sean A y B dos sucesos de un experimento
aleatorio tales que la probabilidad de que ambos ocurran simultdneamente

es igual a 5 y la probabilidad de que no ocurra ninguno de los dos es igual

1
a % Se sabe ademas que P(A|B) = 3

a) Calcilese la probabilidad de que ocurra A 6 B.
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b) Calculese la probabilidad de que ocurra A.

Solucién:
P(ANB) = _, P(AUB)—%, P(A|B) = =
a) P(AUB):1—P(AUB):1—%:%
b)
Pap = 40D — g = PO D 8
P(AUB) =P(A)+ P(B) — P(AN B) =
P(A)=P<AUB)+P(AmB)—p(B):%+é_%:i

Problema 12.1.4 (2 puntos) Se supone que el nivel de glucosa en sangre
de los individuos de la poblacién (medido em miligramos por decilitro) se
puede aproximar por una variable aleatoria con distribucién normal de me-
dia p desconocida y desviacion tipica 35 mg/dl. ;Cudl es el tamano muestral
minimo que permite garantizar que el valor absoluto de la diferencia entre
la media muestral y p es menor que 20 mg/dl con una probabilidad mayor
o igual a 0,987

Solucion:

La distribucién de la media es: N(u,35) y 24/2 = 2,325

o o 2
E = Za/2% —— n = (Za/2E> = 16,55

Como n tiene que ser un nimero natural n = 17

12.2. Modelo 2011 - Opcién B

Problema 12.2.1 (3 puntos) Se consideran las matrices

a 1 1 -2
A= -1 a 0 |; B= 1
0 -6 —1 -1

a) Calculense los valores de a para los cuales la matriz A no tiene inversa.
b) Para a = 2, calctilese la matriz inversa A~

c) Para a = 2, calciilese, si existe, la matriz X que satisface AX = B.
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Solucion:
a) |[A|=5—-a?=0= a=+V5:
Sia==+vb=— |A] = 0 = A no tiene inversa.

Sia#4+v5= |A| # 0= A si tiene inversa.

b) Para a = 2:
2 1 1 -2 -5 -2
A= -1 2 0 |=A't=| -1 -2 -1
0 —6 —1 6 12 5

c) AX=B= X=A"'B:

-2 -5 -2 -2 1
X=|-1 -2 -1 1 =] 1
6 12 5 -1 -5

Problema 12.2.2 (3 puntos) Una empresa produce cable de fibra 6ptica,
que vende a un precio de x euros por metro. Se estima que la venta diaria
de cable (en miles de metros) se expresa en términos del precio mediante la

funcion:

6
D)=

a) Obténgase la funcién I(x) que determina los ingresos diarios de la
empresa en funcion del precio x.

b) Calctlese el precio x que ha de fijarse para que el ingreso diario sea
maximo y calctlese dicho ingreso maximo.

c¢) Detérminense las asintotas de I(z) y esbécese la grifica de la funcién

I(z).

Solucién:
a)
6000z
I(z) = 2%
(@) 22+ 1
b)
6000(1 — 22)
I'z)= ——5——7 = ==+1
(x) @2+ 1) 0= =z
(*Oovfl) (ilal) (1’00)
@ - > -
I(x) | decreciente | creciente | decreciente
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La funcién presenta un méximo en el punto de abcisa x = 1 lo que
supone un ingreso maximo: /(1) = 3000 euros.

c) Asintotas:

= Verticales: No hay, el denominador no se anula nunca.

s Horizontales:

6000z _ 0
mgloola—kl_ = ¥ =

= Oblicuas: No hay al haber horizontales.

Maximo (1,3000)
—

Problema 12.2.3 (2 puntos) En una cierta poblacién, la probabilidad de
que un habitante elegido al azar siga una dieta de adelgazamiento es igual a
0,2. Entre los habitantes que siguen una dieta de adelgazamiento, la proba-
bilidad de que uno de ellos elegido al azar practique deporte regularmente
es igual a 0,6. Entre los habitantes que no siguen dieta de adelgazamien-
to, la probabilidad de que uno de ellos elegido al azar practique deporte
regularmente es igual a 0,3. Se elige al azar un habitante de la poblacién.

a) Calculese la probabilidad de que practique deporte regularmente.

b) Si se sabe que dicho habitante practica deporte regularmente, ;cudl es
la probabilidad de que esté siguiendo una dieta de adelgazamiento?

Solucion:

a) P(D)=0,2-0,6+0,8-0,3=0,36

b)
P(D|A)P(A)  0,6-0,2

P(AID) = P(D) 0,36

= 0,333
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Problema 12.2.4 (2 puntos) Se considera una variable aleatoria con dis-
tribucién normal de desviacion tipica o = 2. Se toma una muestra aleatoria
simple de tamano 25 y se obtiene una media muestral igual a 12.

a) Determinese un intervalo de confianza al 90 % para estimar la media
de la variable aleatoria.

b) Determinese el tamano minimo que ha de tener la muestra para que
el valor absoluto de la diferencia entre la media de la poblacién y la
media muestral sea menor o igual que 0,1 con un nivel de confianza de
al menos el 95 %.

Solucién:
a) N(u,2),n=25X=12y Zo/2 = 1,645:

10 = (X g X e ) = (11,342:12,658)

b) Za/Q = 1,645

o o 2
FE = Za/zﬁ — n = <Za/2E> = 1536,64

Como n tiene que ser un nimero natural n = 1537

12.3. Junio 2011 - Opcién A

Problema 12.3.1 (3 puntos) Se considera el sistema lineal de ecuaciones
dependiente del parametro real a:

ar+ Y+ z= a
ay+ 2= 1
ar+ Y+ az= a

a) Discttase el sistema segin los diferentes valores de a.

b) Resuelvase el sistema en el caso de que tenga infinitas soluciones.
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c) Restelvase el sistema para a = 3

Solucion:

a)

11
A= a 1 — Al =d*(a—1)=0= a=0, a=1
1 a

Q@ O R
2 = Q

Sia#0ya#1= |A|l # 0= Rango(A) = 3 =Rango(A) = n° de
incognitas, luego en estos casos el sitema es compatible determinado.

Si a=1:
11 11
A=]01 1 1
1111
La matriz tiene dos filas iguales, claramente el sistema es compatible
indeterminado.
Si a=0:
01 10 110
A=]1001 1]y |01 1|=1+#0
01 01 1 01

El Rango(A) = 2 #Rango(A) por lo que el sistema es incompatible
b) Cuando a = 1:

o+ oyt z= 1 r=0
{ y—i— z _ T YA I=A
Y a z2=A
¢) Cuando a = 3:
3z+ y+ z= 3 x=8/9
3y+ z= 1 =< y=1/3
3z+  y+ 3z= 3 z=0
Problema 12.3.2 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real
3z
definid : =
efinida por: f(x) R

a) Especifiquese su dominio de definicién y los puntos de corte de la
grafica con los ejes coordenados. Determinense las asintotas de f.

b) Determinese la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f en el
punto de abcisa x = 1.
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3
c¢) Calciilese la integral definida / f(z)dx
2
Soluciodn:
a) Dom(f) = R — {£+/2}y el tinico punto de corte es (0, 0).

Asintotas:

» Verticales: z =2y = —/2

lim 3z = -_3\/5- = —00
x_)f\/ﬁ—mz—2__0+__

i 3z [ —3v2] N

1m = = OO
m_>_\/§+x2—2 I 0- ]

i 3x 3v/2

im = = —00
$_>\/§*x2—2 0~

3z 3v/2

l, pr— pr—

s 5] e

= Horizontales: y =0

, 3x
A g =0
= Oblicuas: No hay por haber horizontales.

3(z% +2)

b) f(1) = =3 f'(z) = R — f'(1) = -9

y+3=-9x—1)= 92+y—6=0

3 3z 3 53,7
dr= -Infz* —2|| =>Iln- =1,879
A;ﬁ—2m pnfe” =2 =gy =1,

Problema 12.3.3 (2 puntos) En un edificio inteligente dotado de sistemas
de energia solar y edlica, se sabe que la energia suministrada cada dia pro-
viene de placas solares con probabilidad 0,4, de molinos edlicos con probabi-
lidad 0,26 y de ambos tipos de instalaciones con probabilidad 0,12. Elegido

un dia al azar, calctilese la probabilidad de que la energia sea suministrada
al edificio:

a) por alguna de las dos instalaciones,
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b) solamente por una de las dos.

Solucion:

Sean los sucesos A: energia solar y B: energia edlica
P(A)=0,4, P(B)=0,26
a) PLAUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB) =0,54.
b)
P(s6lo uno) = P(ANB)+P(ANB) = P(A)—P(ANB)+P(B)—P(ANB) = 0,42

Problema 12.3.4 (2 puntos) Se supone que el tiempo medio diario de-
dicado a ver TV en una cierta zona se puede aproximar por una variable
aleatoria con distribucién normal de media p y desviacién tipica 5 minutos.
Se ha tomado una muestra aleatoria simple de 400 espectadores de TV en

dicha zona, obteniéndose que el tiempo medio diario dedicado a ver TV es
de 3 horas.

a) Determinese un intervalo de confianza para p con un nivel de confianza

del 95 %.

b) ;Cudl ha de ser el tamano minimo de la muestra para que el error en
la estimacién de p sea menor o igual que 3 minutos, con un nivel de
confianza del 90 %?

Solucién:
a) N(u,15), n =400, X = 180 minutos y Zo/2 = 1,96:

IC = <X— Za/2;ﬁ7X+za/2;ﬁ) = (178,53;181,47)

b) 242 = 1,645:

2
g ag
E:Za/2ﬁ:> n = (Za/2E> :7,51

Como n tiene que ser un nimero natural n = 8

12.4. Junio 2011 - Opcién B

Problema 12.4.1 (3 puntos) Se consideran las matrices

-1 0 1 31
A= 3 k0]|; B=|o0 3
k1 4 2 0
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a) Calculense los valores de k para los cuales la matriz A no es invertible.
b) Para k = 0, calctilese la matriz inversa A~

c) Para k = 0, resuélvase la ecuacién matricial AX = B.

Solucion:

a)

I W =
— O

1
0| =k?>—4k+3=0= k=1, k=3
4

Sik=10k=3= |A| =0= No existe A~L.

Sik#1yk#3= |A]#0= Siexiste A~

b) Si k= 0:
-1 0 1 0 1/3 0
A= 300]|=41=| -4 —4/31
0 1 4 1 1/3 0
c)
0 1/3 0 31 0 1
X=A"'B=| -4 -4/3 1 03 |=[-10 -8
1 1/3 0 2 0 302

Problema 12.4.2 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real
definida por:

a
— si x<-—1
x
2
x©—b
si x>-—1
4
a) Calculese a, b para que f sea continua y derivable en z = —1

b) Para a = 1, b = 3, represéntese gréficamente la funcién f.

3
c¢) Calculese el valor b para que / f(z)dx = 6.
0
Solucién:
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- siox< -1 —— si z< -1
X x2
2 =
v =0 siox>—1 5 sioz>-1
4
Por la continuidad en z = —1:
lim  f(z)= lim ©=
x—1>Hfllf r _J:—I>Hfllfx_ “
, i 2 —-b 1—b
a:—h>H—11+ f($)—$£>1T_11+ 4 4
1-b
—a=——= 4a—-b=-1
4
Por la derivabilidad en z = —1:
. a1 1
1) =a, f(-1")=—) = a=_
Luegob=3ya=1/2.
b) Paraa=1,b=3:
1
— si < -1 _i si < —1
T 22 =
—
2
x4_3 siox>—1 g sioz>-—1
yl
1.5
1 +
0.5
5 -4 -2 2 4 6
!\\\_—0.5
4
-1.5
c)
3a2—b 1 (a8 °
/x = (L b =c(9-30)=6= b=—5
0 4 4\ 3 0



Problema 12.4.3 (2 puntos) En un cierto punto de una autopista esté si-
tuado un radar que controla la velocidad de los vehiculos que pasan por
dicho punto. La probabilidad de que el vehiculo que pase por el radar sea
un coche es 0,5, de que sea un camion es 0,3 y de que sea una motocicleta es
0,2. La probabilidad de que cada uno de los tres tipos de vehiculos supere
al pasar por el radar la velocidad maxima permitida es 0,06 para un coche,
0,02 para un camién y 0,12 para una motocicleta. En un momento dado, un
vehiculo pasa por el radar.

a) Calcilese la probabilidad de que este vehiculo supere la velocidad
maxima permitida.

b) Si el vehiculo en cuestiéon ha superado la velocidad maxima permiti-
da,jcudl es la probabilidad de que se trate de una motocicleta?

Solucion:

088 NS

a) P(S)=0,5-0,06+0,3-0,02+0,2-0,12 = 0,06

b
) P(S|IM)P(M) 0,2-0,12
P(S) 0,06

P(M|S) = = 0,46

Problema 12.4.4 (2 puntos) Se supone que el precio (en euros) de un
refresco se puede aproximar mediante una variable aleatoria con distribucién
normal de media p y desviacion tipica igual a 0,09. Se toma una muestra
aleatoria simple del precio del refresco en 10 establecimientos y resulta:

1,50; 1,60; 1,10; 0,90; 1,00; 1,60; 1,40; 0,90; 1,30; 1,20
a) Determinese un intervalo de confianza al 95 % para p.

b) Calctlese el tamafio minimo que ha de tener la muestra elegida para
que el valor absoluto de la diferencia entre la media de la muestral y
la © sea menor o igual que 0,10 euros con probabilidad mayor o igual
que 0,99.
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Solucion:

a) N(1;0,09), n =10, X = 1,25y 2,/ = 1,96:

Ic = (X - za/Q%,Y n za/Q\;ﬁ> = (1,194; 1,306)

b) 2472 = 2,575:

2
E— zaﬂ% — = (zw;) — 537

Como n tiene que ser un ntimero natural n = 6

12.5. Septiembre 2011 - Opcién A

Problema 12.5.1 (3 puntos). Se considera la regién S acotada plana de-
finida por las cinco condiciones siguientes:

r+2y<4; v—2y<4; 2x—3y>—6; 20+3y > —6; x <2

a) Dibtjese S y calcilense las coordenadas de sus vértices.

b) Calciilense los valores méximo y minimo de la funcién f(z,y) = 2z +y
en la regién S y especifiquense los puntos de S en los cuales se alcanzan
dichos valores méaximo y minimo.

Solucion:

a) La regién S serfa:
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b) f(z,y) =2z +y:

f(=3,0) =—6
£(0,2) =2
f(0,-2) = =2
f(2,1)=5
f(27_1) =

El valor minimo se encuentra en el punto (—3,0) vale —6. El valor
maximo se encuentra en el punto (2,1) y vale 5.

Problema 12.5.2 (& puntos). Se considera la funcién real de variable real

1 2
definida por: f(z) = (:E;;_i
x

a) Determinense las asintotas de f. Calcilense los extremos relativos de

f
b) Represéntese graficamente la funcién f.

c¢) Calctlese el drea del recinto plano acotado limitado por la grafica de
f, la recta horizontal y = 1, la recta vertical x = 1.

Solucion:

a) f(z) =

s Asintotas verticales no hay ya que el denominador no se anula

(x+1)2_
2241

nunca. Horizontales:

Oblicuas no hay al haber horizontales.

x? —
C )= e Y

—n =0= x=+£1:
(@2 1)2 v

(—o0,—1) | (—1,1) (1,00)
f'() - + -
f(x) | decrece N\ | crece /| decrece \

La funcién presenta un minimo en el punto (—1,0) y un maximo
en el punto (1,2).

b) La funcién tiene un punto de corte con los ejes en (0, 1):
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c)

1 1)2 1 9 1
S:/ M_l da’;:/ i dm:ln|x2+1|} =In2 u?
0 241 0o x2+1 0

Miximo(1,2

Asintota: y=1 (0,1)

Minimo(-1,0)

Problema 12.5.3 ( 2 puntos). Se supone que la probabilidad de que nazca
una nina es 0,49 y la probabilidad de que nazca un nino es 0,51. Una familia
tiene dos hijos.

a) ¢ Cudl es la probabilidad de que ambos sean ninos, condicionada porque
el segundo sea nino?

b) ;Cuaél es la probabilidad de que ambos sean nifos, condicionada porque
al menos uno sea nino?

Solucién:
a) Vi: el primer hijo es nifio, V5: el segundo hijo es nifio. Mj: el primer
hijo es nina, Ms: el segundo hijo es nina.

P(VinVanVe) 0,51-0,51

P = = E 1

b) Si el suceso A es al menos un nino y el B es dos nifos tendremos que
ANB=By

P(A)=1-P(M; N M) =1-0,49% = 0,7599

_P(AnB) P(B) 0,51
P(Bl4) = P(A)  P(A)  0,7599 0,342

Problema 12.5.4 ( 2 puntos). Se supone que la presién diastélica en una
determinada poblacién se puede aproximar por una variable aleatoria con
distribucién normal de media 98 mm y desviacién tipica 15 mm. Se toma
una muestra aleatoria simple de tamaifio 9.
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a) Calculese la probabilidad de que la media muestral sea mayor que 100
mm.

b) Si se sabe que la media muestral es mayor que 100 mm, jcudl es la
probabilidad de que sea también menor que 104 mm?

Solucion:

N(98;15) n=9 = X = N(98;5)

a) P(X >100) = P (55% > 100-98) — p (7> 2) = 1- P(Z <0,4)
1— 0,6554 = 0,3416

b) Sea A = {X <104} y sea B = {X > 100}:

P(AIB) = P(ANB) P(100 <X <104) P(0,40 < Z <1,2)
~ P(B)  P(X>100)  P(Z>0,40)

P(Z <1,2)— P(Z <0,40)  0,8849 —0,6554  0,2295
1— P(Z <0,40)  1-0,6554  0,3446

= 0,6659

12.6. Septiembre 2011 - Opciéon B

Problema 12.6.1 (3 puntos). Se consideran las matrices:

() o= (1) - (3 1) - (30

a) Calcilense a, b para que se verifique la igualdad AB = BA.
b) Calctilense ¢, d para que se verifique la igualdad A? 4 cA + dI = O.

c¢) Calculense todas las soluciones del sistema lineal:

a0 (3)=(5)

Solucion:

a)



b) A2+ cA+dl = O.
0 0 0 0 0 0 10 00
(1 1)'(1 1>+C<1 1>+d<0 1)‘(0 0)
d 0 (00 _ [e=-1
c+1 c+d+1) - \o 0 d=0

() (1)) (2)-(2)= {3

Problema 12.6.2 (3 puntos). Se considera un rectangulo R de lados z, y.

c)

a) Si el perfmetro de R es igual a 12 m, calcilense x, y para que el area
de R sea maxima y calcilese el valor de dicha drea méaxima.

b) Si el drea de R es igual a 36 m? | calctilense x, y para que el perfmetro
de R sea minimo y calcilese el valor de dicho perimetro minimo.

Solucion:

a) El perfmetro 2z +2y = 12 — 2z +y =6 — y = 6 — z. Hay que
optimizar la funcién S(z,y) =z -y = S(z) = (6 — z) = —2? + 62

S'(z)=-22+6=0= =3

(—00,3) (3,00)

f'() + -
f(x) | creciente | decreciente \

Luego la funcién presenta un maximo en x = 3m, luego y = 3m lo
que corresponde a un area de 9m?.

b) Ahora sabemos que R = z-y = 36 = y = 36/x y queremos optimizar
el perimetro P(z,y) = 2z + 2y = P(z) = 2x + 72/x:

2z% 4 72 202 — 72
Pla)= 222 P’(@:%:Oz z = £6
x x
(—OO, _6) (_676) (6700)
f'(@) + - +
f(z) | creciente /| decreciente “\, | creciente

Luego la funcién presenta un minimo en x = 6 m y, por tanto, y = 6 m.
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Problema 12.6.3 ( 2 puntos). Se dispone de tres urnas, A, By C. La urna
A contiene 1 bola blanca y 2 bolas negras, la urna B contiene 2 bolas blancas
y 1 bola negra y la urna C contiene 3 bolas blancas y 3 bolas negras. Se
lanza un dado equilibrado y si sale 1, 2 o 3 se escoge la urna A, si sale el

4 se escoge la urna B y si sale 5 0 6 se elige la urna C. A continuacion, se
extrae una bola de la urna elegida.

a) ;Cudl es la probabilidad de que la bola extraida sea blanca?

b) Si se sabe que la bola extraida ha sido blanca, jcuél es la probabilidad
de que la bola haya sido extraida de la urna C?

Solucion:
B
AH*EB"“"‘HH
b
R
wm b
\m\n
a)
31 1 2 21 4
Pbh)==---4+—--=-4+--—=-=0,444
() 63+6 3+63 9 0,
b)

P(BC)P(C) _1/2-1/3

PCb) = P(b) 0,444

=0,375

Problema 12.6.4 (2 puntos). Para determinar el coeficiente de inteligen-
cia # de una persona se le hace contestar un conjunto de tests y se obtiene
la media de sus puntuaciones. Se supone que la calificaciéon de cada test

se puede aproximar por una variable aleatoria con distribuciéon normal de
media 6 y desviacion tipica 10.

a) Para una muestra aleatoria simple de 9 tests, se ha obtenido una media
muestral igual a 110. Determinese un intervalo de confianza para 6 al

95 %.

b) {Cudl es el nimero minimo de tests que deberfa realizar la persona
para que el valor absoluto del error en la estimacién de su coeficiente de
inteligencia sea menor o igual que 5, con el mismo nivel de confianza?
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Solucién:
a) N(6,10), n =9, X = 110 minutos y z,/5 = 1, 96:

10— (){——za/Q\;ﬁ,)(4—Za/2;21> = (103, 467; 116, 534)

b) 242 = 1,96:

o g 2
E= Za/gﬁ — n = <Za/2E> = 15, 3664

Como n tiene que ser un nimero natural n = 16

12.7. Septiembre 2011 (Reserva)- Opcién A

Problema 12.7.1 (3 puntos). Se considera el siguiente sistema lineal de
ecuaciones, dependiente del parametro real a:

dr+3y+52=5
T+y+32=1
27+ ay + (a®> —2)z = 3

a) Escribase el sistema en forma matricial.
b) Discitase el sistema segtin los diferentes valores de a.

c) Resuélvase el sistema en el caso en que tenga infinitas soluciones.

Solucion:

a)

5 T
1 1 3 y | =11
a a®—2 z
b)
4 3 5
11 3 —a>—Ta+6=0=a=1, a=6
2 a a®—2

» Sia#1ya# 6= Rango(A) =3 =Rango(A) = n° de incégni-
tas = SCD. Sistema compatible determinado.
s Sia=1:

F3=F, —2F, — SCI

N =
L — o

3 5
1 3
1 -1
El sistema es compatible indeterminado.
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s Sia=6:

4 3 5|5 4 3 5
1 1 3|1 y |1 1 1|=5#0= SI
2 6 343 2 6 3
El sistema es incompatible.
c)
dr + 3y +52 =15 N xfiif);)\
T+y+3z2=1 'Z:A

Problema 12.7.2 ( 3 puntos). Se considera la funcién real de variable real
definida por: f(x) = 2(z — 1)%(x + 3)

a) Determinense sus intervalos de crecimiento y decrecimiento. Calcilen-
se sus extremos relativos.

b) Calcilense los puntos de corte de la grafica de f con el eje OX . Esbdéce-
se la grafica de f.

c¢) Calcilese el valor del area del recinto plano acotado limitado por la
grafica de f y el eje OX.

Solucion:

a)
f(@)=2x—-1)Bz+5)=0= z=1, 2=-5/3
(=00, =5/3) | (=5/3,1) | (1,00)
f'(z) + — -
f(x) | creciente | decreciente | creciente

La funcién es creciente en el intervalo (—oo, —5/3) U (1, 00) y es decre-
ciente en (—5/3,1).

La funcién presenta un maximo en el punto (—5/3,512/27) y un mini-
mo en (1,0).

b) Para z = 0= (0,6) y para f(z) =0= (1,0), (-3,0)
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1 1
/ 2z —1)%(z + 3) dx:/ (223 + 22° — 102 + 6) dz =
-3

4 3 1
2 128
-3
¥
Mivimat-33,312127

Miimo (L0

Problema 12.7.3 ( 2 puntos). La probabilidad de que el jugador A de ba-
loncesto consiga una canasta de tres puntos es igual a 7/9, y la probabilidad
de que otro jugador B consiga una canasta de tres puntos es 5/7. Cada uno
de estos jugadores realiza un lanzamiento de tres puntos.

a) Calculese la probabilidad de que solamente uno de los dos jugadores
consiga un triple.

b) Calcilese la probabilidad de que al menos uno de los dos jugadores
consiga un triple.

Solucion:
_ 2 o 2
PA) =L, PA) =2, P(B)=2, PB) ="
9 9 7
a)
, — — 7 2 25
b)
7T 5 7 5 59
P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB)=—-+—-——.— _ 27
(AUB) = P(A)+ P(B) = PANB) = { +2 — 03 = o2 = 0,997
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Problema 12.7.4 ( 2 puntos). Se supone que la altura (en cm) que alcanza
la espuma de un cierto detergente para lavadoras durante un lavado estandar
se puede aproximar por una variable aleatoria con distribucién normal de
media p y desviacion tipica igual a 1,5 cm. Una muestra aleatoria simple de
10 lavados de ese tipo ha dado las siguientes alturas de espuma:

704, 4, 5 7, 6; 2,08 6; 1
a) Determinese un intervalo de confianza del 90 % para p.
b) {Qué tamano minimo debe tener la muestra para que el valor absoluto

del error maximo en la estimacién sea de 0,5 ¢m con el mismo nivel
de confianza?

Solucion:

N(p;1,5), n=10 X =5
a) zq/2 = 1,645:

IC = <X—za/2 g X+za/20> = (4,22:5,78)
n

Vi Vi

1,645-1,5

2
=24.354 = n =25
0,5 > ’ "

E:za/g(j:n:<

Jn
12.8. Septiembre 2011 (Reserva)- Opcién B

Problema 12.8.1 (3 puntos). Se consideran las matrices:

2 20 -3 4 -6
A=]10 2 0 |; B= -2 1 =2
2 0 4 -11 3 -8

a) Calcilese A~1AT.- Nota.- La notacién AT representa a la matriz
transpuesta de A.

1
b) Resuélvase la ecuacién matricial: ZAZ — AX = B.

Solucion:

a)

/2 —-1/2 0

A7l = 0 1/2 0

—1/4  1/4 1/4
/2 —-1/2 0 2 0 2 0 -1 1
ATIAT = 0 1/2 0 2 20]|=|1 1 0
—1/4 1/4 1/4 00 4 0 1/2 1/2

232



1
A2—AX=B:>X:A—1(4A2—B)
) (220 2 20 -3 4 —6 4
ZAQ_:ZOQO 020 ]|-] -21 -=21]=| 2
2 0 4 2 0 4 —-11 3 -8 14
. 1/2 -1/2 0 4 -2 6
X=4"1 (4A2—B): 0 1/2 0 2 0 2 |=

—1/4  1/4 1/4 14 -2 12

Problema 12.8.2 (3 puntos). Se considera la funcién real de variable real
definida por:

ar? si x<1/2
f<£)_{b:13—|—c sioz>1/2

Calculense los valores de a, b, ¢ para que f satisfaga todas las condiciones
siguientes:

= a>0

» La funcién f es continua y derivable en z = 1/2.

= Kl valor del drea del recinto plano acotado limitado por la gréafica de
f, el eje de abscisas y las rectas verticales x = —2, © = 0, es igual a
32/3.

Solucion:

» Por la continuidad en x = 1/2:

If = K 2_2
, tm Je)= et =

lim f(z)= lim (bx+c)= b +c
s (1/2)+ e (1/2)+ 2

a b
—=—4c= a—2b—4c=
5 c a—2b—4c=0

» Por la derivabilidad en =z = 1/2:

— a=0

() :{ 2ar si x<1/2 :>{ F((1/2)7)

boosiox>1/2 F((1/2)* b

~—
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s Por el area:

0 319 84 32
/ axzdx:% :—a:—zazél
_9 3 L 3

Luegoa=4,b=4yc=—1.

Problema 12.8.3 ( 2 puntos). Los datos de la tabla siguiente se han ex-
traido de las estadisticas oficiales de la prueba de acceso a estudios univer-
sitarios (fase general) de la convocatoria del curso 2009/2010, en el Distrito
tnico de Madrid:

Chico | Chica
Apto | 12109 | 9863
NoApto | 1717 | 1223

Se elige un alumno al azar de entre los que se presentaron a dicha prueba.

a) (Cudl es la probabilidad de que el alumno elegido sea chica o haya
resultado apto?

b) Si el alumno elegido es chico, ;Cudl es la probabilidad de que haya
resultado no apto?

Solucion:
Chico | Chica | Total Chico | Chica | Total
Apto | 12109 | 9863 | 21972 . Apto 0,486 | 0,396 | 0,882
NoApto | 1717 | 1223 | 2940 NoApto | 0,069 | 0,049 | 0,118
Total | 13826 | 11086 | 24912 Total | 0,555 | 0,445 1

Sean los sucesos V: Chico, M: Chica, A: Apto y A: No Apto.
a) P(MUA)=P(M)+P(A)—P(MnA) =0,445+0,882—-0,396 = 0,931

b)
P(ANV) 0,069

PA|V) = P(V) 0,555

=0,124

Problema 12.8.4 ( 2 puntos). Se supone que la estatura de los individuos
de una cierta poblacién se puede aproximar por una variable aleatoria X
con distribuciéon normal de media 170 ¢m y desviacién tipica 4 cm.

a) Se extrae de dicha poblacién una muestra aleatoria simple de 16 indi-
viduos. Calctlese P(X < 167).

b) Se extrae de dicha poblacién una muestra aleatoria simple y resulta
que P(X > 172) = 0,0062. Determinese el tamano de la muestra
extraida.
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Solucion:

a) N(X;o/y/n) = N(170;1):

— 167 —1
P(Y <170)= P2 < 1112

1
P(Z <-3)=1-P(Z<3)=1-0,9987 = 0,0013

b) N(X:o/y/i) = N(170:4/y/):

P(X>172)_P(Z>W))_I—P(2<W)>_

172 — 170

1— 2=
0,0062 = 0,9988 — ——~

=25= Vn=5= n=25
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Capitulo 13

Ano 2012

13.1. Modelo 2012 - Opcién A

Problema 13.1.1 (3 puntos) Se considera el siguiente sistema lineal de
ecuaciones dependiente del parametro real k

r+ky+kz=k
r+y+z=k
ky+2z=k

a) Disctitase el sistema segin los diferentes valores de k.
b) Resuélvase el sistema en el caso en que tenga infinitas soluciones.
c) Resuélvase el sistema para k = 4.

Solucion:
a)

A=k —3k4+2=0= k=1, k=2

T =
[NCRNE=
I [

1
1
0

» Sik#1yk#2= |A| # 0 = Rango(A4) = 3 =Rango(4) =
n° de incégnitas = Sistema compatible determinado (solucién

Unica).

» Sik=2
1 2 2|2 1 9
1112 | lAl=0y || ||=-1#0= Rango(4)=2
0 2 2|2

= —2# (0= Rango(A) =3

O =
N = DN
N DN DN
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Como los rangos son distintos el sistema es incompatible (No tiene

solucién)
» Sik=1:
1 1 1)1 11
1 1 1)1 s Ffi=Fy 0 1 :1750:>
01 2|1

Rango(A) = 2 =Rango(A) < n° de incégnitas = sistema com-
patible indeterminado (Infinitas soluciones)

b)
_ x=A
{“j_’;z__l —{ y=1-2\
yroz= z2=A
c)
r+4dy+4z=14 z=4
rT+yt+z=4 = y=2
dy+2z=4 z=—2

Problema 13.1.2 (3 puntos) Una empresa de productos de limpieza fa-
brica cajas de carton con tapa, para comercializar un determinado tipo de
detergente. Las cajas son prismas rectos de 9000 cm? de volumen y base rec-
tangular de largo igual al doble de su anchura. Calctlense las dimensiones
en centimetros (largo, anchura, altura) que ha de tener cada caja para que
la superficie de cartén empleada en su fabricacién sea minima.

Solucion:

2x
‘}!
X
4500
V = 2z%y = 9000 = y = —

27000  4z3 4 27000
S(x,y) = 42% + 62y = S(z) = 42° + =T

T T
8a% - 27000

72

S'(x) 0= z=15
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Comprobamos que es un minimo por la segunda derivada

8(z% + 6750)
333

S"(z) = = §7(15) =24 >0
Luego se trata de un minimo en x = 15. Las cajas tendran de dimensiones:
15 ¢m de ancho, 30 cm de largo y 20 cm de alto.

Problema 13.1.3 (2 puntos) Una bolsa contiene dos monedas equilibra-
das. Una de las monedas tiene cara y cruz y la otra tiene dos caras. Se
elige al azar una moneda de la bolsa y se lanza dos veces consecutivas con
independencia, observandose dos caras. ;Cudl es la probabilidad de que la
moneda elegida sea la moneda de dos caras?

Solucion:

M2— 1  cC
1 1 1 5
P(CCIM2)P(M2) 4
puzicc) = IL(C)C)( ):5

Problema 13.1.4 (2 puntos) Se supone que la concentracién de CO3 en el
aire de una determinada regién, medida en partes por millén (ppm), se puede
aproximar por una variable aleatoria con distribucién normal de desviacion
tipica igual a 20 ppm.

a) Calcilese el nimero minimo de observaciones necesarias para que el
valor absoluto de la diferencia entre la media de la poblacion y la media
muestral sea menor o igual que 2 ppm con un nivel de confianza mayor
o igual que el 95 %.

b) Determinese un intervalo de confianza del 95 % para la concentracién
media de COs en el aire de la region si la muestra elegida contiene 121
observaciones y la concentracion media muestral es igual a 350 ppm.
COs

Solucion:
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a) Tenemos F'=2,0 =20y 2,/ = 1,96

E=z40—=—> n=384,16

N4D
Luego n = 385.

b) Tenemos T = 350, 0 = 20, n =121 y 2,/ = 1,96

ICc = (m _— /Q%,f + 2, /2\;’5> — (346,436, 353,564)

13.2. Modelo 2012 - Opcién B
Problema 13.2.1 (3 puntos) Se considera la matriz A = ( g Cll )

a) Calcilense los valores de a para los cuales no existe la matriz inversa
AL
b) Para a = 2, calctlese la matriz B = (A1 AT)2,

c) Para a = 2, calcilese la matriz X que satisface la ecuacién matricial:

AX — A2 = AT

Nota.- AT representa a la matriz traspuesta de A.

Solucion:

a)
—a?—-3=0=— a=+V3

a 1
‘A|_ 3 a

Si a = +v/3 = no existe A7L.
Sia#+y3= JA L

b) Sia=2:



c) Cona=2:

AX — A2 = AT — X = A1 (AT + A%

2
2 -1 2 3 2 1 5) 5)
X‘(—s 2)[(1 2>+<3 2)]‘(—1 —3)
Problema 13.2.2 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real
definida por:

2r 4+ 2 si z <0
f(x)=4 az’+br+c si 0<x<3
3—z si >3

a) Calcilense a, b y ¢, para que la funcién f sea continua en todos los
puntos y derivable en z = 0.

b) Para a = 0, calctilense b, ¢, para que la funcién f sea continua en todos
los puntos y calcilese el area del recinto plano acotado limitado por
la grafica de f y el eje OX.

¢) Paraa=0b=1, ¢c =2, calciilese la integral definida [*, f(z)dz.
Solucién:
a) f continua en z = 0:

lim f(z)=2, lim f(z)=c= c=2

x— 0~ z—> 0t

f continua en z = 3:

lim f(z)=9a+3b+c, lim f(z)=0= 9a+3b+c=0

r— 3~ z—> 37+

f derivable en z = 0:

2 sl <0
fl(z)=1¢ 2az+b si 0<x<3
—1 =i >3

fl07)=2, f[(0Y)=b=b=2

C:2 CL:_8/9
9a+3b+c=0 — b=2
b=2 c=2
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b) Sia=0:

2r + 2 si x <0
flx)=4 br+c si 0<x<3
3—x si x> 3

f continua en x = 0:

lim f(z)=2, lim f(x)=c= c=2
z—> 0~ z— 0t

f continua en x = 3:

lim f(z)=3b+¢, lim f(z)=0= 3b+c¢=0
z—> 3t

r— 3~

Luego b= —-2/3yc=2:

20+ 2 si z <0
flx)=¢9 —2/3x4+2 si 0<x<3
3—x si r >3

0 0
Slz/ (2ac+2)d:v=x2—|—2x} 1=1
—1 -

3 9 2 3
52:/(——x+2)dx:—x—+2x -3
0 3 3 0

S = |Sy| +|Sa| = 4 u?

c) Sia=b=1,c=2:

20+ 2 si z <0
f@)y={ 22+2+2 si 0<z<3
3—x si >3

/3 f(w)dJC:/O (2x+2)dm+/03(x2+x+2)dx:

-1 -1
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3
o ad  a? 39 41
2
x+x}_l+3+2+x0 +5 =3
Problema 13.2.3 (2 puntos) Una escuela de natacién ofrece cursos de ini-
ciacién y perfeccionamiento en las categorias pre-benjamin (7-8 anos), ben-
jamin (9-10 anos) y alevin (11-12 afios). La siguiente tabla contiene la in-

formaciéon con el nimero de nadadores matriculados en cada curso:

Pre — benjamin | Benjamin | Alevin | Total

Iniciaciéon 120 70 10 200
Perfeccionamiento 40 90 150 | 280
Total 160 160 160 | 480

Se elige al azar un nadador de la escuela.
a) ¢{Cudl es la probabilidad de que esté en el curso de iniciacién?

b) ;Cudl es la probabilidad de que esté en el curso de perfeccionamiento
o bien sea alevin?

c) Si el nadador elegido es un benjamin, jcudl es la probabilidad de que
esté en el curso de perfeccionamiento?

d) Si el nadador elegido esta en el curso de iniciacién, jcudl es la proba-
bilidad de que sea benjamin?

Solucion:

a)
200 )
Pliniciacion) — _ 5
(iniciacién) 180 — 12
b)
280 160 150 29

P(perfeccionamiento U alevfn) = 180 + 950 180~ I

‘ 9
P(perfeccionamiento|benjamin) = 6

d)
’ 7
P(benjamin|iniciacién) = —

20

Problema 13.2.4 (2 puntos) Se supone que la tensién de un tipo de linea
eléctrica se puede aproximar por una variable aleatoria con distribucién nor-
mal de media p = 100V y desviacion tipica ¢ = 10V. ; Cudl es la distribucién
de la tensién media de cuatro lineas eléctricas de ese tipo, tomadas al azar
y con independencia?
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Solucion:

X~N (X, ;7) =N (100, ;%) = N(100,5)

13.3. Junio 2012 - Opcién A

Problema 13.3.1 (3 puntos) Se considera el sistema lineal de ecuaciones,
dependiente del parametro real a :

T+ ay— T7z= 4a—1
z+ (1+a)y— (a+6)z= 3a-+1
ay— 6z2= 3a—2

a) Discttase el sistema segin los diferentes valores de a.
b) Resuélvase el sistema en el caso en el que tiene infinitas soluciones.

c) Resuélvase el sistema en el caso a = -3.

Solucion:
a)
1 a -7 4a — 1
1 14a —(a+6)|3a+1 |; |[A|=d®>~a—6=0=—=a=3, a=—2
0 a —6 3a—2

» Sia#3ya#—-2= |A| # 0= Rango(A) = 3 =Rango(A) =
n° de incégnitas = Sistema compatible determinado (solucién

Unica).
» Sia=3:
1 3 —-7]11 1 3
1 4 -9/10 |; |[A|=0y 1 4 =1%# 0= Rango(4) =2
03 —6| 7
1 3 11
1 4 10 | =10 # 0 = Rango(A) =3
03 7

Como los rangos son distintos el sistema es incompatible (No tiene
solucién)
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m Siag=-2:

1 -2 -7]-9
1 -1 —4 —5 N ‘A1’:‘A2’:’A3‘:‘A4’:0 y
0 -2 —6|-8

1 -2
1 -1

Rango(A) = 2 =Rango(A) < n° de incégnitas = sistema com-
patible indeterminado (Infinitas soluciones)

b)
_ z=-14+A
et FEFE
y N z=A
c) a=—-3
x—3y—Tz=-13 x=—-4/3
x—2y—3z2=-8 = y=17/3
—3y — 6z =—11 z=2/3

Problema 13.3.2 (3 puntos) Una empresa vinicola tiene plantadas 1200
cepas de vid en una finca, produciendo cada cepa una media de 16 kg de
uva. Existe un estudio previo que garantiza que por cada cepa que se anade
a la finca, las cepas producen de media 0,01 kg menos de uva cada una.
Determinese el niimero de cepas que se deben anadir a las existentes para
que la produccién de uvas de la finca sea maxima.

Solucion:

x: N° de copas que debemos anadir. La producciéon vendra dada por la
siguiente funcion:

f(z) = (16 — 0,012)(1200 4 z) = —0, 012 + 4z + 19200

fl(z)=-0,020 +4=0= z =200

f"(z) = —0,02 = f"(200) < 0 = en x = 200 hay un maximo

Luego hay que anadir 200 cepas.

Problema 13.3.3 (2 puntos) En un tribunal de la prueba de acceso a las
ensenanzas universitarias oficiales de grado se han examinado 80 alumnos
del colegio A, 70 alumnos del colegio B y 50 alumnos del colegio C. La
prueba ha sido superada por el 80 % de los alumnos del colegio A, el 90 %
de los del colegio B y por el 82 % de los del colegio C.

a) (Cudl es la probabilidad de que un alumno elegido al azar haya supe-
rado la prueba?
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b) Un alumno elegido al azar no ha superado la prueba, jcuél es la pro-
babilidad de que pertenezca al colegio B?

Solucion:

Apio

/M/

A
T ——— Ndpte

8 Apto

//u’g///
70

B _‘-_‘_‘_‘_-_-‘_‘_‘-“‘—-—-.
01 NApto

o w e

k NApto

8 7 5
P(Apto) = — - —. = .0,82=0,84
(Apto) = =5 0,8+ 5+ 0,9+ 0,82 =10,8

b) P(NApto) =1 — P(Apto) = 0,16

P(NApto|B)P(B) 7
=—=0,21875
P(N Apto) 32 ’

P(B|N Apto) =

Problema 13.3.4 (2 puntos) Se supone que el peso en kilogramos de los
alumnos de un colegio de Educacién Primaria el primer dia del curso se puede
aproximar por una variable aleatoria con distribucién normal de desviaciéon
tipica igual a 2,8 kg. Una muestra aleatoria simple de 8 alumnos de ese
colegio proporciona los siguientes resultados (en kg):

26 27,5 31 28 25,5 30,5 32 31,5.

a) Determinese un intervalo de confianza con un nivel del 90 % para el
peso medio de los alumnos de ese colegio el primer dia de curso.

b) Determinese el tamano muestral minimo necesario para que el valor
absoluto de la diferencia entre la media muestral y la media poblacional
sea menor o igual que 0,9 kg con un nivel de confianza del 97 %.

Solucion:
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a) Tenemosn =8, X =29, 0=2,8y Zas2 = 1,645
Ic <:c e Tt 20— | = (27,372:30,628)
= - a/2%v a/2% = 3 ; )

b) Tenemos £ = 0,9, 0 =20y 24/ = 2,17

E= za/Q% — n = 45,577

Luego n = 46.

13.4. Junio 2012 - Opcién B

Problema 13.4.1 (3 puntos) Un estadio de futbol con capacidad para
72000 espectadores estd lleno durante la celebraciéon de un partido entre
los equipos A y B. Unos espectadores son socios del equipo A, otros lo son
del equipo B, y el resto no son socios de ninguno de los equipos que estan
jugando. A través de la venta de localidades sabemos lo siguiente:

a) No hay espectadores que sean socios de ambos equipos simultdnea-
mente.

b) Por cada 13 socios de alguno de los dos equipos hay 3 espectadores
que no son socios.

c¢) Los socios del equipo B superan en 6500 a los socios del equipo A.

,Cuantos socios de cada equipo hay en el estadio viendo el partido?

Solucion:
$+gizz722000 T+ 1y + 2 = 72000 z = 26000
13y:§ —{ 3z+3y—132=0 =< y= 232500
1 6500 = y z—y = —6500 z = 13500

Problema 13.4.2 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real
definida por:

fla) = 22 —4dx+3 si z<1
T —2? 44 -3 si o z>1
a) Estudiese la continuidad y la derivabilidad de la funcién f.

b) Represéntese graficamente la funcién f.

c) Calculese el drea del recinto plano acotado limitado por la gréfica de
f,eleje OX, el eje OY, y la recta © = 2.
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Solucion:

a) f continua en x = 1:

lim f(x)= lim f(z)=f(0)=0

r— 1 rz— 11

f no es derivable en x = 1:

LRl EE M

Luego f no es derivable en x = 1.

b) Representacion:

©3)

Mix(2,1)

3.0

(1,0

¢) Area:

Max2,1)

)

1.0




2

2 x> 2
52:/(—a:2+4x—3)da::——+2a:2—3x ==
1 3 , 3

S = |51+ |52 = 2

Ll =

+2 2
Z_9u
3

Problema 13.4.3 (2 puntos) Sean A y B dos sucesos de un experimento
aleatorio tales que:

P(ANB)=0,1 P(ANB)=0,6 P(A|B)=0,5

Calculense:

Nota: S denota el suceso complementario del suceso S. P(S|T) denota la
probabilidad del suceso S condicionada al suceso T'.

Solucion:

! _ P(ANnB)

paim = P _ P(ANB) 0,1

= "B ="pam) ~os

=0,2

P(ANB)=P(AUB)=1-P(AUB) =0,6
P(AUB)=0,4

P(AUB)=P(A)+P(B)—-P(ANB) =
P(A)=P(AUB)+P(ANB) - P(B)=0,4+0,1-0,2=0,3

pBA) = P804 (P(A) ) _ 05 _ 0.5

Problema 13.4.4 (2 puntos) Se supone que el gasto que hacen los indivi-
duos de una determinada poblacién en regalos de Navidad se puede aproxi-
mar por una variable aleatoria con distribucién normal de media p y des-
viacion tipica igual a 45 euros.

249



a) Se toma una muestra aleatoria simple y se obtiene el intervalo de
confianza (251,6 ; 271,2) para p, con un nivel de confianza del 95 %.
Calctlese la media muestral y el tamano de la muestra elegida.

b) Se toma una muestra aleatoria simple de tamafno 64 para estimar f.
Calciilese el error méaximo cometido por esa estimacién con un nivel
de confianza del 90 %.

Solucion:

a) N(u,45), zq/2 = 1,96:

= 251,6 { X =261,4
=

- X
IC = (251,6;271.2) = (X—E, X +E) = { X E=98

E:za/2i:>n:81

NLD
b) n =64, z,/o = 1,645:

E= zaﬂ% — 9,253

13.5. Junio 2012(coincidente) - Opcién A

1 0 1
Problema 13.5.1 (3 puntos) Dadas las matrices A= | 2 2 2 [, X =
3 -1 k
x 0
y |yB=1] 2 |, sepide:
z 1

a) Para k = 4, calctilese el determinante de la matriz 3A42.
b) Para k = 2, calctilese (si existe) la matriz inversa A~!,

c¢) Discutase la existencia de solucién del sistema lineal AX = B segun
los diferentes valores del parametro k.

Solucion:
|A| =2k —6

a) Sik=4:|3A42| =33 |A]?> =108

b) Si k= 2:
-3 1/2 1
A= -1 12 0
4 -1/2 -1
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1 0 1 x 0
2 2 2 y | =1 2
3 1 k z 1
1 0 1|0
A=|2 2 2|2 |, |4=2k-6=0= k=3
3 -1 k|1
» Sik+#3= |Al # 0= Rango(4) = 3 =Rango(4) = n° de
incognitas = Sistema compatible determinado.
n Sik=23:
1 0 110 10
A=|2 2 2|2 |, A =0, 9 2‘:2:>Rango(A):2
3 -1 3|1
1 0 0
2 2 2|=4%#0= Rango(A) =
3 -1 1
En este caso Rango(A) #Rango(4) = el sistema en Incompa-
tible.
Problema 13.5.2 (3 puntos) ) Se considera la funcién real de variable real
O
z) = .
22

a) Determinense los méximos y minimos locales y los intervalos de creci-
miento y decrecimiento de la funcién f.

b) Héllense los puntos de inflexién y los intervalos de concavidad y con-
vexidad de f.

c¢) Determinense las asintotas y los puntos de corte con los ejes. Esbicese
la gréfica de f.

Solucidn:
a)
2z — 8
f'(z) = = =0= =4
(—O0,0) (074) (47 OO)
fl@)|  + - +
f(z) | creciente | decreciente | creciente

La funcién es creciente en el intervalo: (—oo,0) U (4, 00) y es decrecien-
te en el intervalo (0,4).

Hoy un minimo local en el punto (4, —1).
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24— da

" = O e = 6
fra) =2 :
(_0070) (076) (6700)
) |+ + -
f(x) | convexa | convexa | concava

La funcién es convexa en el intervalo: (—oo0,0) U (0,6) y es céncava en
el intervalo (6, 00).

Hay un punto de inflexién en el punto (6, —2/9).

= Puntos de corte: Con el eje de ordenadas no hay y con el eje de
abcisas 4 — 2z = 0 = z = 2, se trata del punto (2,0).

9

= Asintotas:

a) Verticales: x =0

T { 4 } .
m—H>nO+ 22 N 0+ e

i 4 —2x 4 n

im =|—| =4
z— 0~ 2 0+

b) Verticales: y =0
4—-2
I a—(
z— 0t T

¢) Oblicuas no hay por haber horizontales.

d) Representacion grafica:

Inflexion (6,-2/9)
Minimo (4,-1)

x=0
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Problema 13.5.3 (2 puntos) Una ferreterfa tiene en su almacén bombillas
de bajo consumo: 500 bombillas de 20 W, 300 de 15 W y 200 de 12 W. Los
controles de calidad realizados por la empresa que fabrica las bombillas han
permitido determinar las probabilidades de fallo de cada tipo de producto
durante la primera hora de encendido, siendo de 0,03 para las bombillas de
20 W, de 0,02 para las de 15 W y de 0,01 para las bombillas de 12 W.

a) Se elige al azar una bombilla del almacén, ;cudl es la probabilidad de
que se produzca un fallo durante la primera hora de encendido?

b) Se somete al control de calidad una bombilla del almacén elegida al
azar y falla en su primera hora de encendido, ;cudl es la probabilidad
de que sea una bombilla de 20 W?

Solucioén:

P(20W) =0,5, P(15W)=0,3, P(12W) =0,2

83 _—F
20w
8,5 b NF
0,02 £
8.3 15W-
0,98
’ NF
82
8,01 F
120
2,99 -

a)
P(F) = P(20W)P(F|20W)+P(15W)P(F|15W)+P(12W)P(F|12W) =
0,5-0,03+0,3-0,02+0,2-0,01 = 0,023
b)
P(20W|F) = P(FBOS&J;(QOW) _9 8?0'2(;’5 = 0,652
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Problema 13.5.4 (2 puntos) El consumo anual de carne en un cierto pais
se puede aproximar por una variable aleatoria con distribucién normal con
desviacién tipica 16 kg.

a) Se toma una muestra aleatoria simple de 64 residentes y se obtiene un
consumo medio de 42 kg de carne al ano. Determinese un intervalo de
confianza con un nivel del 90 % para el consumo anual medio de carne
en dicho pais.

b) (Qué tamano minimo deberia tener la muestra para garantizar, con el
mismo nivel de confianza, que el error de la estimacién del consumo
anual medio sea menor que 1 kg?

Solucion:

a) Tenemos n =64, X =42, 0 =16y Zaj2 = 1,645

10 = (az— 2ar— J ) = (38,71; 45,29)

%@‘an/z%

b) Tenemos £ =1, 0 =16y z,/2 = 1,645

E= zm% — 0> 692,34

Luego n = 693.

13.6. Junio 2012(coincidente) - Opcién B

Problema 13.6.1 (3 puntos) Una compania aérea oferta hasta un méxi-
mo de 60 plazas en sus vuelos diarios entre Madrid y Lisboa. Las plazas de
clase turista se ofrecen a 40 euros, mientras que las de primera clase tienen
un precio de venta de 75 euros. Por normativa internacional, el nimero de
plazas ofertadas de primera clase debe ser inferior o igual al doble de las
plazas de clase turista y superior o igual a la mitad de las plazas de dicha
clase turista. Ademads, por motivos de estrategia empresarial, la compafiia
tiene que ofrecer como minimo 10 plazas de clase turista.

;,Qué numero de plazas de cada clase se deben ofertar diariamente con el
objetivo de maximizar los ingresos de la aerolinea? Determinese dicho ingre-
SO maximo.

Solucién:
Sean: x : plazas en clase turista. y : plazas en primera clase. Hay que
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maximizar z(z,y) = 40z + 75y sujeto a las restricciones:

y <2z
y>x/2
z+y <60
x> 10

%(20,40) = 3800

(40, 20) = 3100

2(10,5) = 775
%(10,20) = 1900

El ingreso maximo se obtiene ofreciendo 20 plazas de turista y 40 de
primera clase, con un total de 3800 euros.

Problema 13.6.2 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real

definida por
b
2
x) =ax® — —
() -
a) Hallense los valores de a y b para que la recta tangente a la grafica de
f en x =1 tenga como ecuacién y = 3x — 2.

b) Héllense los valores de a y b para que la funcién f tenga en (1,0) un
punto de inflexion.

) Hallense los valores de a y b de manera que f no tenga asintotas y

/f )dx = 1.

Solucioén:



f)=1=a—b=1 a=4/3
{ Fi(1)=3= 2a+b=3 :>{ b=1/3

{f(l):0:>a—b:0 e ue

(1) =0=> 2a—2b=0

c¢) Para que no tenga asintotas: b =0

1 1 P B
/ f(x)dx:/ arldr = —| =-=1= a=3
0 0 3 0 3

Problema 13.6.3 (2 puntos) Los 30 alumnos de una Escuela de Idiomas
estudian obligatoriamente Inglés y Francés. En las pruebas finales de estas
materias se han obtenido los siguientes resultados: 18 han aprobado Inglés,
14 han aprobado Francés y 6 han aprobado los dos idiomas.

a) Se elige un estudiante al azar, ;cudl es la probabilidad de que no haya
aprobado ni Inglés ni Francés?

b) Se elige un estudiante al azar de entre los aprobados de Francés, ;cuél
es la probabilidad de que también haya aprobado Inglés?

Solucion:

LLamamos I al suceso aprobar inglés y F' al de aprobar francés.

P)=o =2 P(R)= 1o =&, PUNF)= =1
a)
P(Tﬂf)zp<m):1—(P(I)+P(F)—P(IQF)):%:0’133
b
) P(INF) 3
P(IIF)ZWZ?ZOA%

Problema 13.6.4 (2 puntos) Se considera una variable aleatoria con dis-
tribucién normal de media p y desviacién tipica o. Sea X la media en una
muestra aleatoria simple de tamano 100 elementos.

a) Determinese el valor de o sabiendo que I = (125,2;144,8) es un in-
tervalo de confianza con un nivel del 95% para la media poblacional

1.
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b) Si o = 20, calcilese la probabilidad P(1 < u— X < 4).

Solucion:
1448 — 1252

a) N(p,0), n =100, z,/9 = 1,96, £ = 5

9,8:

E= za/Q% — 98— 1,96\/% — o =50

b) Pl<pu—X<4)=P0,b<Z<2)=P(Z<2)—PZ<05)=
0,286

13.7. Septiembre 2012 - Opcién A

Problema 13.7.1 (3 puntos) Un pintor dispone de dos tipos de pintura
para realizar su trabajo. El primer tipo de pintura tiene un rendimiento de
3 m? por litro, con un coste de 1 euro por litro. El segundo tipo de pintura
tiene un rendimiento de 4 m? por litro, con un coste de 1,2 euros por litro.
Con ambos tipos de pintura se puede pintar a un ritmo de 1 litro cada 10
minutos. El pintor dispone de un presupuesto de 480 euros y no puede pin-
tar durante mas de 75 horas. Ademas, debe utilizar al menos 120 litros de
cada tipo de pintura. Determinese la cantidad de pintura que debe utilizar
de cada tipo si su objetivo es pintar la maxima superficie posible. Indiquese
cudl es esa superficie maxima.

Solucién:

LLamamos x al n°® de litros de pintura del primer tipo e y al n°® de litros de
pintura del segundo tipo.

R
S
TI0x + 10y = 4500
S, N
\\\‘\ \\\

X+12y=480 "~
g

(120,300)

(300,150)
. y=120
(120.120) (330,120)

T,

e

Funcién objetivo: z(z,y) = 3z + 4y sujeta a:

x4+ 1,2y <480
10z + 10y < 4500
z,y > 120
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2(120,120) = 840

(120, 300) = 1560
2(300, 150) = 1500
2(330,120) = 1470

La cantidad 6ptima a utilizar serfa: 120 litros de pintura del primer tipo
y 300 de pintura del segundo tipo 2. Podrian pintarse 1560 m?2.

Problema 13.7.2 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real

20 — 1
definida por: f(z) = x(x_l)

a) Determinense las asintotas de f . Calciilense los extremos relativos de

f-
b) Represéntese graficamente la funcién f.

*f@)

leul —2
c¢) Calcilese L 22

Solucion:

a) Asintotas:

s Verticales: x =1

. z(2x—1) { 1 }
lim =|—| =—-00
z— 1~ rz—1 0~
x(2z — 1) 1
1i =|—|=
a1 z—1 or] %
» Horizontales: No hay
20— 1
lim (2 ) =0
T—> 00 r—1
= Oblicuas: y = mx +n
20— 1
m = lim m lim x(mi) =2
rT—0o0 g T—00 f —1

n= lim (f(z)—mz)= lim <x<2x_1)—2x>:1

T—> 00 xr—> 00 x—1
y=2x+1
Extremos:
2z — 4z + 1 V2 V2
/
f(x) (33—1)2 Mo + 9 , X9 B)
2 f"(z1) >0 = en x; hay un minimo
" .
[ = (x—1)3 - { f"(x2) < 0= en 27 hay un méximo
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b) Representacién grafica:

5 59r—1 5
¢) f(‘f)dx:/ S —dr— In|e? — 2| = m10.
2 T 2 T 2

Problema 13.7.3 (2 puntos) Se dispone de cinco cajas opacas. Una con-
tiene una bola blanca, dos contienen una bola negra y las otras dos estan
vacias. Un juego consiste en ir seleccionando al azar y secuencialmente una
caja no seleccionada préviamente hasta obtener una que contenga una bola.
Si la bola de la caja seleccionada es blanca, el jugador gana; si es negra, el
jugador pierde.

a) Calculese la probabilidad de que el jugador gane.

b) Si el jugador ha perdido, jcudl es la probabilidad de que haya selec-
cionado una sola caja?

Solucion:

Para que un jugador gane pueden ocurrir los siguientes sucesos: B, NB
y NNB.

a)
P(Ganar) = P(B) + P(NB) + P(NNB) = % + %% 4+ ==

(una caja|Perder) P(Perder) 23

P(Perder Nuna caja) 2/5 3
5
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Problema 13.7.4 (2 puntos) La duracién en kilémetros de los neumadticos
de una cierta marca se puede aproximar por una variable aleatoria con dis-
tribucién normal de media p desconocida y desviacion tipica igual a 3000
kilémetros.

a) Se toma una muestra aleatoria simple de 100 neuméticos y se obtiene
una media muestral de 48000 kilémetros. Determinese un intervalo de
confianza con un nivel del 90 % para p.

b) Calctilese el tamano minimo que debe tener la muestra para que el
valor absoluto de la diferencia entre la media de la muestra y u sea
menor o igual a 1000 kilémetros con probabilidad mayor o igual que
0,95.

Solucion:

a) Tenemos n = 100, X = 48000, o = 3000 y Zo2 = 1,645

10— (x_ 22 ” ) — (47506,5; 48493,5)

o _
%,1’4‘ Za/2%
b) Tenemos £ = 1000, o = 3000 y z, /5 = 1,96

E = zm% — n = 34577

Luego n = 35.

13.8. Septiembre 2012 - Opcion B

Problema 13.8.1 (3 puntos) Se considera el siguiente sistema de ecuacio-
nes, dependiente del parametro real k:

T+ y+ 2= 2
x4+ ky+ 2z= 5
kz+ y+ 2= 1

a) Discutase el sistema segin los diferentes valores de k.
b) Resuélvase el sistema para k = 0.
c) Resuélvase el sistema para k = 2.

Solucion:

a)

DAl = —k*43k—2=0= k=1, k=2

|
Il
N
e
— N
L B NV
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" Sik#1yk+#2= |A] # 0 = Rango(A4) = 3 =Rango(4) =
n° de incégnitas = Sistema compatible determinado (solucién

Unica).
= Sik=1
11 1(2 11
11 25 |; |Al=0y =1%# 0= Rango(4) =2
1 2
11 11
11 2
1 2 5|=-1#0= Rango(A) =3
111
Como los rangos son distintos el sistema es incompatible (No tiene
solucién)
= Sik=2
11 1(2 11
12 2|5 |5 [Ad = [As] = [As] = [Ad] = 0 y —1£0—
2 1 1)1 L2

Rango(A) = 2 =Rango(A) < n° de incégnitas = sistema com-
patible indeterminado (Infinitas soluciones)

b) k=0
r+y+z=2 =1
T+2z2=5 =< y=-1
y+z=1 z =2
c) k=2
r+y+z=2 r=-1
{x+2y+22—5 — y:i’_A

Problema 13.8.2 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real
definida por:

flz) = ar+b si <1
) 2 —2?41 siox>1

a) Calculense los valores de a y b para los que la funcién f es continua y
derivable.

b) Paraa =0y b= 1, hallese la ecuacién de la recta tangente a la grafica
de f en los puntos en los que dicha tangente es paralela a la recta
y— 8z =1.
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c) Sea g la funcién real de variable real definida por g(x) = 1 —222. Para
a =1y b=0, calcilese el area de la regién plana acotada limitada
por la grafica de f y la gréafica de g.

Solucién:
a) f continua en x = 1:

lim f(z)= lim (az+b)=a-+b

r— 1~ r— 1~

Im f(z)= lim (®—2%241)=1

z—> 17+ z— 1~

lim f(z)= lim = a+b=1
r—1- z— 17+
f no es derivable en x = 1:

f/(x):{g a s% <1 :>{f/(1—):a a1

2 -2 si z>1 fat) =1
Luegoa=1y b=0.

b)) y—8r=1=—= y=8r—1= m=38

, . 1 si z<Z1
f(x)_{3:1:2—2:1; sioz>1

Las soluciones estardn cuando > 1 = 322 —2r =8 = z =2y
x = —4/3, esta tultima solucién no es valida, y el punto de tangencia
es (2, f(2)) = (2,5). La ecuacién de la recta tangente a la funcién f es
y—5=28(x—2).

f(a:):{ x s% r<1

222+ 1 si o z>1

f(x) =g(z) = v=1-2 siorsl
=9 23— +1=1-222% si z>1
202 +2x—-1=0 si <1 r=-1, z=1/2 si z <1
22+ =0 si x>1 r=0, r=—-1 si x> 1 No valen
d)
1/2

1/2 923 2
S:/ (—2x2—m+1)dx)dx:—%—%+x
-1
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Problema 13.8.3 (2 puntos) Se consideran dos sucesos A y B tales que:

Calculese razonadamente:

a) P(AN B).
b) P

c) P(B|A).
d) P(AB).

Nota: S denota el suceso complementario del suceso S. P(S|T) denota la

P(BJA) = ~

P(AUB) = -

probabilidad del suceso S condicionada al suceso T'.

Solucion:

a)

P(ANB) =

P(ANB)

— . _PBNA) PA)-PANB) 3

PEN="pt == Py "1

— P(AnB) P(AUB) 1-P(AUB)
P(AIB) = P(BYy 1-P(B)  1-P(B)

= P(A) + P(B) —

P(B|A)P(A)
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Problema 13.8.4 (2 puntos) El tiempo de espera para ser atendido en un
cierto establecimiento se puede aproximar por una variable aleatoria con
distribuciéon normal de media p desconocida y desviacion tipica igual a 3
minutos. Se toma una muestra aleatoria simple de tamano 121.

a) Calcuilese la probabilidad de que el valor absoluto de la diferencia entre
la media de la muestra y p sea mayor que 0,5 minutos.

b) Determinese un intervalo de confianza con un nivel del 95 % para p, si
la media de la muestra es igual a 7 minutos.

Solucion:
a)

_ 5
PAX =l 2 5) = P(Z] 2 g 757) = 2(1 = P(Z £ 1.83)) = 0,0672

b) N(,ua?’)? Raf2 = 1,96:
g

E =z, = 0,5345454545 IC = (X — E, X + E) = (6,465;7,535)
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Capitulo 14

Ano 2013

14.1. Modelo 2013 - Opcién A

Problema 14.1.1 (2 puntos) Discttase el sistema siguiente en funcién del
pardmetro a € R:

T— Yy = a
T+ az= 0
20— y+ a’z= 1
Solucion:
1 -1 Oja
1 0 a|0 |; |Al=ala—1)=0=a=0,a=1
2 —1 a®|1

» Sia#0ya#1=— |A|l #0—=— Rango(A) =3 =Rango(A) = n° de

incégnitas = Sistema compatible determinado (solucién tnica).

= Sia=0:
1 -1 00 1 1
1 0 0]|0 |;|A =0y ‘zl%O:Rango(A)zQ
1 0
2 -1 0|1
1 -1 0
1 0 0|=1%#0= Rango(A) =3
2 -1 1
Como los rangos son distintos el sistema es incompatible (No tiene
solucién)
= Sia=1:
1 -1 01 1 1
1 0 1]0 s Fs=F+Fy 1 O|:1750:>
2 -1 1|1
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Rango(A) = 2 =Rango(A) < n° de incégnitas = sistema compatible
indeterminado (Infinitas soluciones)

Problema 14.1.2 (2 puntos) Dada la funcién real de variable real f(z) =
322 -5
r+1

a) Hallense sus asintotas horizontales, verticales y oblicuas.

b) Héllense los puntos de corte de la grafica de f con los ejes de coorde-
nadas y sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.

Solucién:
a) = Verticales: z = —1:
. 32%-5 [—2]
lim = = +00
e——-1— x+1 0~
322 -5  [-2
im =|—|=—-
z— -1t x+1 0t
= Horizontales: No hay
. 32 —5
lim =+
r—>» 00 I 4+
= Oblicuas: y = mx —n
2 _
m= lim 1 _ g 3T 75 _3
r— 00 I r— 00 x4+ x

T— 00 T— 00 rx+1 r—o0 x+1

2
- 3z -5
n= lim (f(z)—mz)= lim <3$ 5—3m): lim S5

y=3x—3

b) = Puntos de corte:
Con el eje OY: hacemos x = 0 = (0, —5)

Con el eje OX: hacemos f(z) =0 = (—+/5/3,0) v (v/5/3,0)

» Curvatura:
f'(z) = 32% 4 62 + 5(x + 1)® # 0 = no hay extremos

Como f’(x) > 0 siempre podemos asegurar que la funcién es
creciente en todo el dominio R — {0}.
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Problema 14.1.3 (2 puntos) Dada la funcion real de variable real

fz) =

2

—2?2 —3x+5 si <1
¢ si ox>1

a) Estudiese la continuidad de la funcién en R.

2
b) Calcfﬂese/ f(x)dx
0

Solucion:

a)
lim f(z)= lim (—2? -3z +5)=1

r— 1~ z— 17
lim f(z)= lim z*=1
z— 171 r— 171

Luego la funcién es continua en x = 1 por ser iguales los limites late-
rales y ademés f(1) = 1.

b)
2 1 2
[ 2 2, _
/0 f(33)d9€—/0( T 33r:+5)0lﬂc+/1 z? dx

1 2
L7
3

*.’E3 .’E2

19 7 11

6+3 2

1

Problema 14.1.4 (2 puntos) Tres maquinas A, B y C fabrican tornillos
del mismo tipo. La probabilidad de que un tornillo fabricado en la maquina
A sea defectuoso es 0,01, de que lo sea uno fabricado en B es 0,02 y de que
lo sea si ha sido manufacturado en C' es 0,03. En una caja se mezclan 120
tornillos: 15 de la maquina A, 30 de la By 75 de la C.

a) Calcilese la probabilidad de que un tornillo elegido al azar no sea
defectuoso.

b) Elegido un tornillo al azar resulta defectuoso. ;Cudl es la probabilidad
de que haya sido fabricado por la maquina B?
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Solucion:

P(D|A) =0,01, P(D|B)=0,02, P(D|C)=0,03
15 1 30 1 %5
A=15=5 PBI=95=7 PO=135=3

D

a,01
A <

18 0.22 ND

0,62 .
14 B

0,95

g ND
53

8,03 D
< <
0,97 D

1 1 5
P(ND) = 20,99+ 0,98+ 0,97 = 0,975

D|B)P(B) _0,02-0,25
P(D) - 1-0,975

pB|D) = 0,2

Problema 14.1.5 (2 puntos) El peso en gramos del contenido de las cajas
de cereales de una cierta marca se puede aproximar por una variable aleatoria
con distribucién normal de media p desconocida y desviacién tipica igual a
5 gramos. Se toma una muestra de tamano 144.

a) Calculese la probabilidad de que el valor absoluto de la diferencia entre
la media de la muestra y u sea menor de 1 gramo.

b) Sila media muestral obtenida es igual a 499,5 gramos, determinese un
intervalo de confianza con un nivel del 90 % para el peso medio de ese
tipo de cajas de cereales.

Solucién:
a) Tenemos E=1,0 =5y n =144

E -
EIZZQ/Qi — Za/z = 7\/5 :2,4

vn o
P(Z < 2,4) = 0,9918

b) Tenemos T = 499,5, 0 =5, n = 144 y z, /5 = 1,645

g

IC = <;,; ~ oy T zm\;’ﬁ) — (4988146, 500,1854)
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14.2. Modelo 2013 - Opcién B
Problema 14.2.1 (2 puntos)

a) Determinense los valores de a y b para que la funcién objetivo F'(z,y) =

3x + y alcance su valor méximo en el punto (6, 3) de la regién factible
definida por

x>0
y=>0
z+ay <3
20 +y <D

b) Represéntese la regién factible para esos valores y calctlense las coor-
denadas de todos sus vértices.

Solucion:

a)
z+ay =3 N 6+3a=3 N a=-—1
2r+y="> 124+3=5b b=15

b) Representacién:

F(6,3) =21 Maximo

Problema 14.2.2 (2 puntos) Sea la matriz A = ( _i _g )

a) Obténgase A2007,

b) Héllese la matriz B tal que A- B = ( _1; _g (1) )
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Solucion:

2 1 0 . n A si n es impar 2007 __
A_< =l=4 I si nespar:>A =4

4 [ 2 3
w02
o (23 1m 51\ (11 2
b=4 C‘<—1 —2><—7 —3 0)‘(31—1)

Problema 14.2.3 (2 puntos) El coste de fabricacién de una serie de hornos
microondas viene dado por la funcién C(z) = 22 + 40z + 30000; donde z
representa el nimero de hornos fabricados. Supongamos que cada horno se
vende por 490 euros.

a) Determinese la funcién de beneficios.

b) ;Cuantos microondas deben fabricarse y venderse para que los bene-
ficios sean maximos? ;Cudl es el importe de esos beneficios maximos?

Solucion:

a) Sillamamos z al nimero de hornos vendidos la funcién beneficio sera:

B(z) = 490z — (2% + 40z + 30000) = —2? + 450z — 30000
b)
B'(z) = —2x+450 = 0 = 2 = 225

B'(z) = =2 = B"(225) = =2 < 0 = en z = 225 hay un méxi-
mo. El beneficio maximo se obtiene al venderse 225 hornos y seria de
B(225) = 20625 euros.

Problema 14.2.4 (2 puntos) Sean A y B dos sucesos aleatorios tales que

CPB) =3 paup =2

P(4) = 4 3

1
2
a) Determinese si son compatibles o incompatibles los sucesos A y B.

b) Determinese si son dependientes o independientes los sucesos Ay B.

Nota: S denota al suceso complementario del suceso S.
Solucién:
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a) P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(ANB) = P(ANB) = - +

1
2 # 0 = los sucesos A y B son compatibles.

[SIN )

N
B~ =

1
— = los sucesos A y B no

b) P(ANB) = oo # P(A)- P(B) = - = ¢

son independientes.

| =

Problema 14.2.5 (2 puntos) La altura de los arboles de una determinada
comarca se puede aproximar por una variable aleatoria con distribucién nor-
mal de media desconocida y varianza 25 cm. Se toma una muestra aleatoria
simple y, para un nivel de confianza del 95 %, se construye un intervalo de
confianza para la media poblacional cuya amplitud es de 2,45 cm.

a) Determinese el tamano de la muestra seleccionada.

b) Determinese el limite superior y el inferior del intervalo de confianza
si la altura media para la muestra seleccionada fue de 170 cm.

Solucion:

2,45
N(p,5); 2q2 =1,96; E = ’T =1,225

1,96 - 5
1,225

2
E—za/QU:>n2( ) — 64 = n =064

Vn
b) Tenemos T =170, E = 1,225 y n = 144

IC = (T — E, T+ E) = (168,775; 171,225)

14.3. Junio 2013 - Opcién A

2 0
Problema 14.3.1 (2 puntos) Dada la matriz A= 1 0 -1
1 1 1
a) Calctilese A1
x 1
b) Resuélvase el sistema de ecuaciones dadopor A-| y | =] 0
z 1

Solucion:
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Al = 2 -3 -3
-1 1 2
b)
-1 2 2 1 1
AX=B— X =A"'B= 2 -3 -3 0o |l=1[ -1
-1 1 2 1 1

Problema 14.3.2 (2 puntos) Se desea maximizar la funcién f(z,y) =
64, 8z + 76, 5y sujeta a las siguientes restricciones:

62 4+ 5y < 700, 2z + 3y <300, >0, y>0

a) Represéntese graficamente la region de soluciones factibles y calcilense
las coordenadas de sus vértices.

b) Determinese el valor méximo de f sobre la regién, indicando el punto
donde se alcanza dicho maximo.

Solucién:
6x + 5y < 700
f(z,y) = 64,8z + 76,5y sujeto a: { 2z + 3y < 300
z>0,y=>0
Representacién:

£(0,100) = 7650
£(116,7;0) = 7560
£(75,50) = 8685 Méximo

El méximo, dentro de la regién en estudio, se encuentra en el punto (75,50)
con un valor de 8685.
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Problema 14.3.3 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real
definida por f(z) = 3e~2*

a) Obténgase la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f en el punto
z=0

b) Calciilese el drea de la regién plana acotada limitada por la gréfica de
f,lasrectas x =0, x = 0,5 y el eje de abcisas.

Solucion:
a) f'(z) = —6e* = f'(0) = -6y f(0) =3 =

y—3=—-6r=— 6x+y—3=0

1/2 1/2 1/2 -1
/ f(z)dx = / (3e % dx = —§e_2x = 3e=1) = 0,948 >
0 0

Problema 14.3.4 (2 puntos) Al analizar las actividades de ocio de un gru-
po de trabajadores fueron clasificados como deportistas o no deportistas
y como lectores o no lectores. Se sabe que el 55% de los trabajadores se
clasificaron como deportistas o lectores, el 40 % como deportistas y el 30 %
lectores. Se elige un trabajador al azar:

a) Calculese la probabilidad de sea deportista y no lector.
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b) Sabiendo que el trabajador elegido es lector, calcilese la probabilidad
de que sea deportista.

Solucion:
D = deportistas, L = lectores.

P(DUL)=0,55, P(D)=0,4, P(L)=0,3
a) P(DUL) = P(D)+P(L)—P(DNL) = P(DNL) = P(D)+P(L)—

(DUL)=0,4+0,3—0,55=0,15
(DNL)=P[D)—PDNL)=0,4—0,15=0,25

T

P(DNL) 0,15

P(D|L) = PO =03 =S

Problema 14.3.5 (2 puntos) El nimero de megabytes (Mb) descargados
mensualmente por el grupo de clientes de una compania de telefonia médvil
con la tarifa AA se puede aproximar por una distribucién normal con media
3,5 Mby una desviacion tipica igual a 1,4 Mb. Se toma una muestra aleatoria
de tamano 24.

a) ¢{Cudl es la probabilidad de que la media muestral sea inferior de 3,37

Mb?.

b) Supdéngase ahora que la media poblacional es desconocida y que la
media muestral toma el valor de 3,42 Mb. Obténgase un intervalo de
confianza al 95 % para la media de la poblacién.

Solucion:
N(3,5;1,4) 24—>N<35 1’4) N (3,5;0,28)
) ; ) b n - ) ; — ) ; b
V24

2)

3,37 — 3,5

P(X<330N=P|Z
(X <3,37) << 0.38

) = P(Z < —0,46) = 1—P(Z < 0,46) = 0,3228

b) N(u,1,4), 242 = 1,96 y X = 3,42:

E= zaﬂ% — 0,56

IC = (X - E,X+E) = (2,86;3,98)
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14.4. Junio 2013 - Opcién B

Problema 14.4.1 (2 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones depen-
diente del pardmetro real a:

ar— 2y = 2
3z— y— z= -1
z+ 3y+ z= 1

a) Disctitase en funcién de los valores del pardmetro a € R.
b) Resuélvase para a = 1.
Solucion:

a —2 0
3 -1 -1(-1|; |A|=2a4+8=0= a=-4
1 3 1 1

[\)

a) Si a # -4 = |A| # 0 = Rango(A) = 3 =Rango(A) = n° de
incégnitas = Sistema compatible determinado (solucién tnica).

b) Sia=—4:
-4 -2 0] 2 4 9
3 -1 —-1]-11]; |A|=0y =10 # 0 = Rango(A) =2
3 -1
1 3 1] 1
-4 -2 2
3 —1 —1|=20+#0= Rango(4) =3
1 3 1
Como los rangos son distintos el sistema es incompatible (No tiene
solucién)
c) Sia=1:
ar— 2y = 2 x=2/5
3x— y— z= -1 =< y=-4/5
z+ Jy+ z= 1 z=3

Problema 14.4.2 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real

e si z<0
flz) = a+ 3z . >0
——— sl =z
2 —4x +3 -

a) Estudiese la continuidad de f en & = 0 para los distintos valores del
parametro a.
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b) Determinense las asintotas de la funcién.

Solucion:

a)
lim f(zr)= lim e*=1
z— 0~ z— 0~

a+ 3z a
1f = lim —— =—
Jm f@) = i3 3

Luego la funcién es continuaen x =0sia/3 =1= a=3.
Si a # 3 hay una discontinuidad no evitable:

lim  f(x)# lim f(x)

r— 0~ z— 0~

b) Asintotas:
Six < O0:

» Verticales: No hay

» Horizontales: llm ¢e*=0=—= y =0

r—r — 00
» Oblicuas: No hay por haber horizontales
Siz>0:

» Verticales: 22 — 42 +3=0= =1, =3

e 1z = 1: pueden ocurrir que a = —3 0 a # —3.
o a = —3: No hay asintota, se trata de una discontinuidad
evitable.
-3+ 3z 3

mh—n>11x2—4a:+3 2

o a # —3: Si hay asintota

i a+3x
lim

T 4
:L‘—>1$2—4.ZL'+3 o

e Si z = 3 pueden ocurrir que a = —9 0 a # —9.
o Si a = —9: No hay asintota, se trata de una discontinui-
dad evitable.

) -9+ 3z 3
lim ——— = —
—3x2—4x+3 2

o Sia# —9: Si hay asintota:

) a+3x
Im ——— =+
x—>3$2—4l'+3

276



» Horizontales: 1i - = ()= y=
Hzot 2= bo 2 —4x +3 Y

= Oblicuas: No hay por haber horizontales

Problema 14.4.3 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real
definida por f(z) = z(5 — z)?

a) Determinense los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.
b) Determinense los intervalos de concavidad y convexidad de f.

Solucion:

a) fl(x)=(x—5)B8x—5)=0= z =25, x:g

(=00,5/3) | (5/3,5) | (5,400)
Fa] - ¥
f(x) | creciente | decreciente | creciente

f es creciente en el intervalo (—o0,5/3) U (5,400) y decreciente en
(5/3,5). Presenta un maximo en x = 5/3 y un minimo en x = 5.

b) f"(z) =6x—20=0=— x=10/3

(—00,10/3) | (10/3,4+00)
f"(x) - +

f(x) convexa céncava

f es convexa en el intervalo (—o0, 10/3) y céncava en (5, +00). Presenta
un punto de inflexién en z = 10/3.

Problema 14.4.4 (2 puntos) Una tienda de trajes de caballero trabaja
con tres sastres. Un 5% de los clientes atendidos por el sastre A no queda
satisfecho, tampoco el 8 % de los atendidos por el sastre B ni el 10 % de los
atendidos por el sastre C. El 55 % de los arreglos se encargan al satre A, el
30% al By el 15% restante al C. Calciilese la probabilidad de que:

a) Un cliente no quede satisfecho con el arreglo.

b) Siun cliente no ha quedado satisfecho, le haya hecho el arreglo el sastre
A

Solucion:

a) P(NS)=0,55-0,05+0,3-0,08+0,15-0,1 = 0,0665

P(NS|JA)  0,05-0,55

b) PIAINS) = P(NS ~  0,0665

= 10,4135

277



2,95 &

A <
ke 8,05 N
8,92 &

a2 B
0,08 -
0,15

0.9 s

(i <
0.1 _—

Problema 14.4.5 (2 puntos) La duracién en horas de un determinado tipo
de bombillas se puede aproximar por una distribucién normal de media p y
desviacion tipica igual a 1940 h. Se toma una muestra aleatoria simple.

a) {Qué tamano muestral se necesitaria como minimo para que, con nivel
de confianza del 95 %, el valor absoluto de la diferencia entre p y la
duracién media observada X de esas bombillas sea inferior a 100 h?

b) Si el tamafio de la muestra es 225 y la duracién media observada X es
de 12415 h, obténgase un intervalo de confianza al 90 % para pu.

Solucion:

2,45

N(11,1940); 2,5 = 1,96; E = = 1,225

a) 2a/2 = 1,96

E = 25— = n =~ 144582 — n = 1446

NG

b) n =225, X = 12415, 2,5 = 1,645

E= zaﬂ% = 212,75 = IC = (X—E,X+E) = (12202,25; 12627,75)

14.5. Septiembre 2013 - Opcién A
. . 0 2
Problema 14.5.1 (2 puntos) Se consideran las matrices A = < 3 0 ) y
-3 8
B- ( 5 )
a) Calctlese la matriz inversa de A
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b) Resuélvase la ecuacién matricial A- X = B — I; donde I es la matriz
identidad.

Solucioén:

a)
_ 0 1/3
A1:<1/2 0)
AX = B-1 — X:A—l(B—I):<1(/)2 1(/)?’)[( ;3 _85>—<
(1 =2
(27

Problema 14.5.2 (2 puntos) Sea C' la regién del plano delimitada por el
sistema de inecuaciones

b)

r+3y >3
2r —y <4
20 +y <24
>0, y>0

a) Represéntese la regién C'y calcilense las coordenadas de sus vértices.

b) Determinese el punto de C' donde la funcién f(z,y) = 3z + y alcanza
su valor méximo. Calctilese dicho valor.

Solucién:
Representacién:

z+3y >3
20 —y <4
20 +y <24
x>0, y>0

f(z,y) = 3z + y sujeto a:
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£(0 ’1)

(0, )_ 24
f(7,10) = 31 Maximo
F(15/7,2)7) = 47)7

El méximo, dentro de la regién en estudio, se encuentra en el punto (7, 10)
con un valor de 31.
Problema 14.5.3 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real

definida por f(z) = 233 5
22—

a) Hallense las asintotas de f.

b) Determinese la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el
punto de abscisa z = 1

Solucién:
a) Asintotas:

= Verticales:

5 i 3 27 . i 3 [27]
=3 = —_ 00; im —— — | = —00
v eyt 229 |0+ 3 229 |0~
s i z3 —27} N i z3 —27 -
r=— m ——=|—)]=+o0; m —=——=-
e—s—3+ 22 -9 0~ T a—53- 22-9 ot
» Horizontales: No hay
) z?
Iim =
rz—ro0 4 — 9
= Oblicuas: y = mx +n
i x) B x3 B
mifcgnoo x 7$3—9$71

IE3
n= lim (f(x)—mx)= lim < —x)zO

r—> 00 T— 00 xr2 — 9
b)
2(,.2
, x*(x” —27) , 13 1
fa) =gy = F =55 f) =g
La recta tangente en su ecuacién punto pendiente es:
1 13
I O |
yt+g=-50@-1



Problema 14.5.4 (2 puntos) En un avién de linea regular existe clase tu-
rista y clase preferente. La clase turista ocupa las dos terceras partes del
pasaje y la clase preferente el resto. Se sabe que todos los pasajeros que via-
jan en la clase preferente saben hablar inglés y que el 40 % de los pasajeros
que viajan en clase turista no saben hablar inglés. Se elige un pasajero del
avion al azar.

a) Calculese la probabilidad de que el pasajero elegido sepa hablar inglés.

b) Si se observa que el pasajero elegido sabe hablar inglés, ;cudl es la
probabilidad de que viaje en la clase turista?

Solucioén:

13
P

I
y
T

- \

s N
1 I

<

NI

2 1
a) P(I)=3-0,6+51=0,733

b)
2,
P(T|I) = P(HPT()IJ)D(T) = f), 70’5

=0,54

w

Problema 14.5.5 (2 puntos) El tiempo de renovacién de un teléfono mévil,
expresado en anos, se puede aproximar mediante una distribucién normal
con desviacién tipica 0,4 anos.

a) Se toma una muestra aleatoria simple de 400 usuarios y se obtiene
una media muestral igual a 1,75 anos. Determinese un intervalo de
confianza al 95 % para el tiempo medio de renovacién de un teléfono
movil.

b) Determinese el tamano muestral minimo necesario para que el valor
absoluto de la diferencia entre la media muestral y la media poblacional
sea menor o igual a 0,02 anos con un nivel de confianza del 90 % .

Solucion:

N(p;0,4)
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a) n=49, X =1,75 — N (1,75; 0%4) = N(1,75;0,057)

NC =0,95 = 2,5 = 1,96

E= zaQ% = 0,0392 = IC = (X — E; X + E) = (1,7108; 1, 7892)

b) N1, 14), 2a/0 = 1,96 y X = 3,42:

0,4
E= za/Q% — 0,02 = 1,645\}5

— n > 1082,41

n = 1083

14.6. Septiembre 2013 - Opcién B

Problema 14.6.1 (2 puntos) Se considera el siguiente sistema de ecuacio-
nes lineales, dependiente del parametro k :

kx+ y =0
z+ ky— 2z= 1
kx— 3y+ kz= 0

a) Discutase el sistema segun los diferentes valores de k.

b) Resuélvase el sistema para k = 1.

Solucién:
k1 0]0
1k =21 |; |Al=k(k*-9)=0= k=0; k=13
k=3 k|0

a) Sik#0y k # +3 = |A| # 0 = Rango(A4) = 3 =Rango(A4) = n°
de incognitas = Sistema compatible determinado (solucién unica).

b) Si k= 0:
0 1 0]0 01
1 0 —-2|1 |; |Al=0y 1 0 = —1# 0 = Rango(A) =2
0 -3 010

Como F3 = —3F; = Rango(A) = 2Rango(A) < n° de incognitas y
se trata de un sistema compatible indeterminado. Infinitas soluciones.
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3 1 010 3 1
1 3 —=2|1 |; |A=0y 1 3 =8 # 0= Rango(4) =2
3 -3 3]0
3 10
1 3 1|=12%#0= Rango(4)=3
3 -3 0
Como los rangos son distintos el sistema es incompatible (No tiene
solucién)
d) Sik=-3:
-3 1 0]0 s
1 -3 =21 |; |Al=0y 1 _3‘:8#Oz>Rango(A):2
-3 -3 =310
-3 10
1 -3 1|=-12#0= Rango(A) =3
-3 -3 0
Como los rangos son distintos el sistema es incompatible (No tiene
solucién)
e) Sik=1:
T+ = 0 x=1/8
z+ y— 2z2= 1 =< y=-1/8
x— 3y+ z= 0 z=-1/2

Problema 14.6.2 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real
definida por:

ar?—3 si x<1
f(z) =
In(2z —1) si z>1

a) Calcilese a para que la funcién f sea continua en todo R:
b) Represéntese graficamente la funcién para el caso a = 3.

Nota: Inx denota al logaritmo neperiano del nimero x.
Solucién:

a)
lm f(z)= lim (az®?—-3)=a—3

z— 17 r—r 1~
1 = lim In(2z—-1)=0
i )= i e =)

Luego la funcién es continnaen x =1sia—3=0=— a =3.
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322 -3 s <1
f(z) =

In(2z —1) si x>1

Problema 14.6.3 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real
. x
definida por f(x)

T 2244
a) Determinense los extremos relativos de f.

b) Calctilese la integral definida [ f(z)dz.

Solucion:

—x?2 44
a) f/(m):(ﬂf2—|jl)2:():> T =32

(_007_2) (_272) (2,+OO)
f'(x) - +
f(x) | decreciente | creciente

decreciente

f es decreciente en el intervalo (—oo,—2) U (2,4+00) y creciente en
(—2,2). Presenta un méximo en (2,1/4) y un minimo en (-2, —1/4).
b)

1 1 T 1 9 1 1

5 5
—_In(Z :1\/>
0 2“(4) "V

Problema 14.6.4 (2 puntos) Una caja de caramelos contiene 7 caramelos

de menta y 10 de fresa. Se extrae al azar un caramelo y se sustituye por

la probabilidad de que:

dos del otro sabor. A continuacién se extrae un segundo caramelo. Héllese
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a) El segundo caramelo sea de fresa.

b) El segundo caramelo sea del mismo sabor que el primero.

Solucion:
M2
M1
T Mﬁ
1017 Fi 918 M2
F2
7 12 10 9 29
W) PUF2) = 5 F 7 15— 51 0%
b) P(mismo sabor) = P(M1,M2)+ P(F1,F2) = % . %
22
22 _ 0.4
51 0,43

10 9

17 18

Problema 14.6.5 (2 puntos) Se considera una variable aleatoria con dis-
tribucién normal de media p y desviaciéon tipica igual a 210. Se toma una

muestra aleatoria simple de 64 elementos.

a) Calcilese la probabilidad de que el valor absoluto de la diferencia entre

la media muestral y p sea mayor o igual que 22.

b) Determinese un intervalo de confianza del 99 % para p, si la media

muestral es igual a 1532.

Solucion:

N(u,210); n =64

PUX —p 202y = p (ol 22 )
210/8 = 210/8

2P(Z >0,84) = 2(1 — P(Z < 0,84)) = 2(1 — 0,7995) = 0,401

b) Zaj2 = 2,575

E = 24)9—= = 67,59 = IC = (X — E, X +E) = (1464, 41;1599, 59)

N
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Capitulo 15

Ano 2014

15.1. Modelo 2014 - Opcién A

3 0

a —1 B =

Problema 15.1.1 (2 puntos) Dadas las matrices A =

(5 )re=( )

a) Hallense los valores de a y b para los que se cumple A+ B+ AB = C.

?

b) Para el caso en el que a = 1 y b = 2, determinese la matriz X que
verifica BX — A = I; donde I es la matriz identidad.

Solucion:

()= 2)
(Zu) (77 3)=emmrm

b) Sia=1yb=2:



Problema 15.1.2 (2 puntos) Un astillero recibe un encargo para reparar
barcos de la flota de un armador, compuesta por pesqueros de 500 toneladas
y yates de 100 toneladas. Cada pesquero se tarda en reparar 100 horas y
cada yate 50 horas. El astillero dispone de 1600 horas para hacer las repa-
raciones. Por politica de empresa, el astillero no acepta encargos de mas de
12 pesqueros ni mas de 16 yates. Las reparaciones se pagan a 100 euros la
tonelada, independientemente del tipo de barco. ;Cuantos barcos de cada
clase debe reparar el astillero para maximizar el ingreso con este encargo?
;,Cual es dicho ingreso maximo?

Solucién:
LLamamos z : al n® de pesqueros e y al n® de yates.

2(z, y) = 50000z + 10000y

sujeto a
100z + 50y < 1600 204y < 32
r <12 N r <12
y <16 y <16
z,y >0 x,y=>0
¥
B(0.16)] y=16
0(0,0) A(12,0)
2xty=32
2(12,0) = 600000
2(0,16) = 160000
z(12 8) = 680000 Méximo
2(8,16) = 560000

Hay que reparar 12 pesqueros y 8 yates para que el ingreso sea maximo con
un montante de 680000 euros.

Problema 15.1.3 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real

—4 i <0
- i
T+ 2 ST
flz) = .
si x>0
r+1
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a) Determinense las asintotas de la funcién y los puntos de corte con los

ejes.
1
b) Calcﬁlese/ f(z)dzx
-1

Solucion:

a) Asintotas:

» Siz <0:Enx=—2 hay una vertical
B —x—6 —4 i —x—6 —4
lim = |—| = +o0; lim =
z——2— T+ 2 0- z— -2t T+ 2
En y = —1 hay una horizontal

—x—6

im =-1
T—r—00 x -+ 2

0+

| ==

= Siz > 0: No hay una verticales y en y = 0 hay una horizontal

1
lim =0

z—oo g+ 1
Puntos de Corte:

» Siz<0= (0,-3) (—6,0)
= Si x > 0= No hay puntos de corte

/11 f(m)dx:/(]l(x__:;—l) dx+/01 aHl—ldx:

—4n|z+2|—2]%, + ln|x—|—1|](1) =—-1-3In2

a)P(B), b)P(ANDB), ¢)P(A), d)P(AUB)

Solucién:
P(B)=0,6, P(A|B)=0,4, P(B|A)=0,25
15 1 30 1 75 5
( ) 120 8’ ( ) 120 4’ (C) 120 8
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Problema 15.1.4 (2 puntos) Sean A y B dos sucesos de un experimento
aleatorio, tales que la probabilidad de que no ocurra B es 0,6. Si el suceso
B ocurre, entonces la probabilidad de que el suceso A ocurra es de 0,4 y
si el suceso A ocurre, la probabilidad de que el suceso B ocurra es 0,25.
Calctlense:



a) P(B)=1—-P(B)=0,4
b) P(ANB) = P(A|B)P(B) =0,4-0,4 = 0,16

_ P(ANB) _ 0,16
) PA) =55 ~ 0.2

d) P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB) =0,64+0,4— 0,16 = 0,88

=0,64

Problema 15.1.5 (2 puntos) El contenido en alquitran de una determina-
da marca de cigarrillos se puede aproximar por una variable aleatoria con
distribucién normal de media p desconocida y desviacion tipica 4 mg.

a) Se toma una muestra aleatoria de tamaflo 20 y se obtiene que su
media muestral es de 22 mg. Determinese un intervalo de confianza al
90 % para el contenido medio de alquitran en un cigarrillo de la citada
marca.

b) Determinese el tamanio minimo de la muestra para que el error méximo
cometido en la estimacién de la media sea menor que 0,5 mg, con un
nivel de confianza del 90 %.

Solucién:
a) Tenemos X =22, 0 =5,n=20y 2,5 = 1,645:

IC = (X — E, X + E) = (20, 528;23,471)

4
E= zm% = 1,645 = = 1,4713

b) E=0,50=5y 245 = 1,645

0,5= 1,645i — n o~ 173,18
ND

Luego n = 174.

15.2. Modelo 2014 - Opcién B

Problema 15.2.1 (2 puntos) Se considera el sistema lineal de ecuaciones
dependiente del parametro real a:

r+3y+z=1
20 4+6y+2=0
—x+ay+4z=1

a) Discitase en funcién de los valores del pardmetro a € R.
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b) Resuélvase para a = 0.
Solucién:

a)

13 11
A=| 26 10 |; |Al=a+3=0=a=-3
1 a 41

» Sia# -3 = |A] # 0 = Rango(A) = 3 = Rango(A) = n°
de incognitas y el sistema es compatible determinado. (Solucién

Unica)
m Sig=-3:
1 3 1|1 11
A= 2 6 1|0 |; |[A=0, = —1+# 0= Rango(4) =2
-1 -3 4|1 21

|Ai| = |As] =0, |A3] =8 # 0 = Rango(A) =3

Como Rango(A) #Rango(A) = el sistema es incompatible (no
tiene solucion).

b) Sia=0:
r+3y+z=1 x=7
2 +6y+2=0 =< y=-8/3
—r+4z2=1 z=2

Problema 15.2.2 (2 puntos) La figura representa la grafica de una funcién
f:[-2;5] — R. Contéstese razonadamente a las preguntas planteadas.

2

1 i

AT //

a) ;Para qué valores de z es f/(z) > 07

b) (En qué puntos del intervalo [—6,5] f alcanza sus extremos relativos?
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¢) (Cudl es el signo de [; f(x)dz?
d) (En qué valores de (—6;5) f no es derivable?

Solucion:

a) f'(x) >0en [—6,—2)U(1,5].

b) En z = —2 hay un maximo relativo, en = 1 hay un minimo relativo,
en z = —6 hay un minimo absoluto y en z = 5 hay un maximo
absoluto.

¢) Es claramente negativo: El drea encerrada por la curva y el eje de
abcisas entre x = 2 y x ~ 3,5 es mayor que el area encerrada por la
curva y el eje de abcisas entre x ~ 3,5 y x = 4.

d) La funcién f no es derivable en & = 1, en este punto la funcién hace
un pico, y en él se podrian trazar infinitas tangentes. Las derivadas
laterales no coincidirian.

Problema 15.2.3 (2 puntos) Sea

fz) = 22 —ar+1 si z<1
T) —2243z—-b si z>1

a) Determinense los valores de a y b que hacen que f sea continua en
leyquef(%) :%.

b) Para el caso en el que a = 1 y b = 4, héllese la ecuacion de la recta
tangente a la grafica de f en z = 3.

Solucion:

a)
lim (222 —ax+1)=3—a
r— 1~
= a—-b=1

lim (—2? +3z—b)=2—-0

z— 11

()=~ s () -bed o

Luegoa =3y b=2.

f) = 202 —x+1 si <1 s ) = 4r—1 si z<1
T —2?+3z-4 si x>1 ] 2243 si o z>1
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Tenemos f(3) = —4, el punto de tangencia es (3, —4). La pendiente de
la recta tangente en este punto es m = f’(3) = —3. La ecuacién de la
recta en su forma punto pendiente es:

y+4=-3(x—3)

Problema 15.2.4 (2 puntos) En una determinada poblacién, el 30 % de
las personas que deciden iniciar una dieta de adelgazamiento utilizan algiin
tipo de supervisién médica mientras que el 40 % de todas las personas que
inician una dieta de adelgazamiento contintian con ella al menos un mes. En
esa poblacion, el 80 % de las personas que inician la dieta sin supervisién
abandona antes del primer mes.

a) Se escoge al azar a un individuo de esa poblacién del que sabemos
que ha iniciado una dieta. ;Cudl es la probabilidad de que abandonara
antes del primer mes y no hubiera tenido supervisién médica?

b) ;Qué porcentaje de las personas que inician una dieta con supervisién
médica abandona antes del primer mes?

Solucién:

5T 82

a) P(ANDSin) =0,7-0,8 = 0,56

b) P(C) =0,4=> P(A)=0,6=0,32+0,7-0,8 = z =0,1333 =
x=13,33%

Problema 15.2.5 (2 puntos) El n° de kilémetros recorridos en un dia de-
terminado por un conductor de una empresa de transportes se puede apro-
ximar por una variable aleatoria X con una distribucién normal de media
. a) Se obtuvo una muestra aleatoria simple, con los siguientes resultados:

a) Se obtuvo una muestra aleatoria simple, con los siguientes resultados:
40 28 41 102 95 33 108 20 64

Determinese un intervalo de confianza al 95% para p si la variable
aleatoria X tiene una desviacién tipica igual a 30 km.
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b) {Cudl seria el error de estimacién de p usando un intervalo de confianza
con un nivel del 90 % , construido a partir de una muestra de tamano
4, si la desviacion tipica de la variable aleatoria X fuera de 50 km?

Solucién:
2,45
N(p,5); 2q72 =1,96; E = ’T =1,225
a) n=9,T=59,0=30y 242 = 1,96

o 30

= — =1,96—= =19.6
Za/?\/ﬁ ) \/g )

IC = (T—E,z+ E) = (39,4,78,6)

E

b) Tenemos z, /5 = 1,645:

30
= 1,645-"= = 24,675

b Vi

g
= Za/zﬁ

15.3. Junio 2014 - Opcién A

2 1
Problema 15.3.1 (2 puntos) Sean las matrices A=| —1 0 |y B=
1 -2

1
2
0

_ o W

a) Calcilese (A*B)~!, donde A’ denota a la traspuesta de la matriz A.

0
b) Resuélvase la ecuacién matricial A - ( :c ) =1 —1
Y 5
Soluciodn:
a)
3 1
2 -1 1 5 0
1 0 -2 10 5 1

= ()
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2 1 0 20 +y=20
T r=1
5 x—2y=5 y=

Problema 15.3.2 (2 puntos) Se consideran la funcién f(x,y) =5z — 2y y
la regién del plano S definida por el siguiente conjunto de restricciones:

r—2y<0, x4+y <6, x>0, y<3
a) Represéntese la region S.

b) Calculense las coordenadas de los vértices de la regién Sy obténganse
los valores méaximo y minimo de la funcién f en S indicando los puntos
donde se alcanzan.

Solucion:

a) La regién S pedida sera:

s e
. = T
,// ' K=0
b)
2(0,3) = —6 Minimo
2(3,3) =9
z(4,2) = 16 Méximo
2(0,0) =0

El méximo es de 16 y se alcanza en el punto C'(4,2). El minimo es de -4 y
se alcanza en el punto A(0, 2).

Problema 15.3.3 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real
r+a si r<l1

definida por f(z) =4 22-2 si 1<z <3
r+b st >3
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a) Determinense a y b para que f sea continua en todo R.

3
b) Calcﬁlese/ f(x) dx.
1

Solucion:
a) Para que f sea continua en x = 1:

lim f(z)= lm (z+a)=1+a

r— 1~ r—> 1~
lim )= lim (22—-2)= -1
r—> 1t f( ) T— 1+( )

l+a=-1=— a= -2
Para que f sea continua en z = 3:

lm f(z)= lim (22—-2)=7

r— 3~ r— 3~
Ii = I b)=3+0b
L S = dy o) =3+

T=34+b=—b=4

/13 f(x)dx:/13<x2—2> dr = Z—Q:L‘r:l;

1

Problema 15.3.4 (2 puntos) Sean A y B dos sucesos de un espacio mues-
tral tales que: P(A) =0,4; P(AUB) =0,5; P(B|A) = 0,5. Calcilense:

a) P(B):
b) P(A|B).
Nota: S denota al suceso complementario del suceso S.
Solucidn:
a)
P(B|A) = P(}?(Z)A) — P(BNA)=P(B|A)P(A)=0,5-0,4=0,2

P(AUB) = P(A)+P(B)—P(ANB) = P(B) = P(AUB)+P(ANB)—P(A) =
=0,54+0,2-0,4=0,3

. P(ANB) P(A)-P(ANB) 0,4-02
PAB) =—pE = 1-pB) ~ 1-03 B
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Problema 15.3.5 (2 puntos) La longitud, en milimetros (mm), de los in-
dividuos de una determinada colonia de gusanos de seda se puede aproximar
por una variable aleatoria con distribucion normal de media desconocida p
y desviaciéon tipica igual a 3 mm.

a) Se toma una muestra aleatoria simple de 48 gusanos de seda y se
obtiene una media muestral igual a 36 mm. Determinese un intervalo
de confianza para la media poblacional de la longitud de los gusanos
de seda con un nivel de confianza del 95 %.

b) Determinese el tamafno muestral minimo necesario para que el error
maximo cometido en la estimacion de p por la media muestral sea
menor o igual que 1 mm con un nivel de confianza del 90 %.

Solucién:
a) Tenemos X = 36,0 =3, n =48y Zoy2 = 1,96:
IC = (X — E,X + E) = (35, 151; 36, 849)

g
Za/zﬁz
b) E:1,0:3yza/2:1,645

1,96i = 0,849

E =
/48

1:1,645i:> n =~ 24,35
n

NG

Luego n = 25.

15.4. Junio 2014 - Opciéon B

Problema 15.4.1 (2 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones depen-
diente del parametro real a:

z+y+az=2
3zr+4y+2z=a
2 4+3y—2=1

a) Discitase el sistema segin los diferentes valores de a.

b) Resuélvase el sistema en el caso a = —1.
Solucién:
a)
11 a|2
A=13 4 2la |; |Al=a-3=0= a=3
2 3 —-1]1
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» Sia #3 = |A] # 0 = Rango(A) = 3 = Rango(A4) = n°
de incégnitas y el sistema es compatible determinado. (Solucién

tnica)
» Sia=3:
11 312 11
A=|[3 4 2|3 |; |A=0, =1+# 0= Rango(A4) =2
2 3 —-1]1 3 4

Como F3 = F,—F; = Rango(A) = 2. Como Rango(A) =Rango(4) <
n° de incégnitas = el sistema es compatible indeterminado (in-
finitas soluciones).

b) Sia=—1:
r+y—z2=2 r=3
3r+4dy+2z=-1 = y=-2
20 4+ 3y —z=1 z=-1

Problema 15.4.2 (2 puntos) Dada la funcién real de variable real f(z) =
423 — 3% — 2.

a) Determinese la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de f en el
punto de abscisa x = 1.

3
b) Calcﬁlese/ f(z)dx.
2

Solucion:
a) f(z) =122% — 62 — 2

b:f(l):_la m:f/(l):47:> y+1:4($—1)

3 3 3
b) / f(z)dz = / (423 — 32° — 2z)dx = 2t — 23 — .TU2}2 =41
2 2

Problema 15.4.3 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real
definida por

a) Determinense sus asintotas.

b) Determinense el dominio y los intervalos de crecimiento y decrecimien-

to de f.

Solucion:
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a) Verticales: z = 2

lim z* [4] = -0
=l =

z—32= X — 2

1m — | = (0. @]
z— 2t T — 2 0t

Horizontales: No hay

.CU2

lim =00
r—roo p — 2

Oblicuas: y=mex+n=—= y=x+2

2

xr Xz

m= lim M: lim 5
r—o00 r—> 00 4 — 21

=1

T— 00 z—roo \ o — 2

72
n= lim (f(z)—mz)= lim < x>—2

b) Dom(f) = R — {2}

fa) [+ = +

f(x) | creciente | decreciente “\ | creciente

La funcién es creciente en el intervalo (—oo,0) U (4,00) y decrece en
el intervalo (0,2) U (2,4). La funcién tiene un minimo relativo en el

punto (4,8) y un méximo relativo en el punto (0,0).

a) ;Cudl es la probabilidad de extraer una bola roja?

b) Si la bola extraida es roja, jcudl es la probabilidad de que sea de la

urna A7

Solucion:

a)
P(R) = P(R|A)P(A) + P(R|B)P(B) =
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Problema 15.4.4 (2 puntos) Se dispone de un dado cibico equilibrado y
dos urnas A y B. La urna A contiene 3 bolas rojas y 2 negras; la urna B
contiene 2 rojas y 3 negras. Lanzamos el dado: si el niimero obtenido es 1
6 2 extraemos una bola de la urna A; en caso contrario extraemos una bola
de la urna B.



A

bt

R
y
MN
13 b3
B R
25
N

_ P(RIA)P(A)  3/5-1/3 3
PAIR) = PRy  7/15 7

Problema 15.4.5 (2 puntos) El consumo mensual de leche (en litros) de
los alumnos de un determinado colegio se puede aproximar por una variable
aleatoria con distribuciéon normal de media p y desviacion tipica o = 3 litros.

a) Se toma una muestra aleatoria simple y se obtiene el intervalo de
confianza (16, 33; 19, 27) para estimar p, con un nivel de confianza del
95 %. Calciilese la media muestral y el tamafio de la muestra elegida.

b) Se toma una muestra aleatoria simple de tamano 64. Calculese el error
maximo cometido en la estimacién de p mediante la media muestral
con un nivel de confianza del 95 %.

Solucion:
a) (16,33;19,27) — 7z = 17,80, FE = 1,47 como Zay2 = 1,96

o 3
:Za/2% — 1747: 17967 — n=16

b 7

b) Tenemos z,/o = 1,96 y n = 64:

3
E= za/Q% = 196 = 0,73

15.5. Septiembre 2014 - Opcién A

Problema 15.5.1 (2 puntos) Considérese el siguiente sistema de ecuacio-
nes dependiente del parametro real A:

20— My+  z= -
4dr— 2 y+ 2z= A-3
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a) Determinense los valores del pardmetro real A que hacen que el sistema
sea incompatible.

b) Resuélvase el sistema para \ = 1.

Solucion:

a)

AZ(Z —_2>;\ ;A_—A?,):”Al':‘i —_21‘205 |A2|:|421 ; =0
|A3|:‘i )\__)‘3|:3>\—3:0:>>\:1; |A4|:|__2§ ; = 0;
|A5]:‘__2§ )\__)‘3’:3)\(1—>\):>)\:0, A=1
| Ag| = ; )\—_)‘3|:3)\—3:)\:1

Si A # 1 = Rango(A) = 2 #Rango(A) = 1 = sistema es incompa-
tible.

Si A = 1 = Rango(A) = 1 =Rango(A) < n° de incégnitas, el sistema
es compatible indeterminado.

b)
T=p
{Zx—y—i—z:—l = y=14+2u+ A
z=A

Problema 15.5.2 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real

definida por:
(z—3)

f(x):m

a) Determinense las asintotas de f.

b) Estudiese si la funcién f es creciente o decreciente en un entorno de
T =4

Solucion:

a) Verticales: x = 2

i =[]
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i (r—3)%2 [1] oo
m —=|—| =
e—2tx(x—2) [0F]
x=0 ( 2
x—3 (9]
l, _— = | — | =
v 0 x(x—2) [0t oo
32 97
i &8[9
z—0+t z(x—2) [0~ ]
Horizontales: y = 1
Y
lm T3

Oblicuas: No hay por haber horizontales

b)
2(x —3)(2z — 3)

f(z) = @2z - 2)?) =0= x=3/2, =3
(—00,3/2) (3/2,3) (3,00)
f'(x) + - +
f(x) | creciente | decreciente “\ | creciente

La funcién es creciente en un entorno de x = 4.

Otra manera serfa: f es creciente en un entorno U(z) de un punto z
si Vzy,22 € U(z)/x1 < v2 = f(x1) < f(x2) Elegimos dos puntos
préximos a x = 4 sean x1 = 3,9 por la izquierda y xo = 4,1 por la
derecha. Calculamos f(x1) = 0,1093117408 y f(x2) = 0,1405342624.

Como z; < z2y f(z1) < f(x2) la funcidén es creciente.

Problema 15.5.3 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real
definida por f(z) = 2e**+1.

a) Esbécese la grafica de la funcion f.

b) Calctilese el drea del recinto plano acotado limitado por la grafica de
la funcion, el eje de abscisas y las rectas t =0y =z = 1.

Solucion:

a) A grandes rasgos, el inico punto de corte es (0, 2¢) y no tiene asintotas
verticales y si tiene una asintota horizontal en y = 0:

lim 2e*tt =0

r—r —00

f'(x) =2¢**1 > 0 = f siempre creciente
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(0.2¢

=0

=0

1 1
S = / 2"t dx = 26””“}0 =2¢(e — 1) u?
0

Problema 15.5.4 (2 puntos) En la representacién de navidad de los alum-
nos de 3° de primaria de un colegio hay tres tipos de papeles: 7 son de
animales, 3 de personas y 12 de arboles. Los papeles se asignan al azar, los
alumnos escogen por orden alfabético sobres cerrados en los que estd escrito
el papel que les ha correspondido.

a) Calcilese la probabilidad de que a los dos primeros alumnos les toque
el mismo tipo de papel.

b) Calcilese la probabilidad de que el primer papel de persona le toque
al tercer alumno de la lista.

Solucién:
Sean los sucesos A con dibujos de animales, B con dibujos de personas y C
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con dibujos de arboles.

. 7T 6 3 2 1211
P(mismo papel) = P(AA)+P(BB)+P(CC) = 270 3w Tm o =

30
= — = 0, 3896103896
7 ’

P(el primero de persona al tercero) =
= P(AAB) + P(ACB) + P(CAB) + P(CCB) =

7123 127 3 1211 3 171
S S 111 1
222120 222120 T2 21720 ~ 1540 - HUSSI610

7 6 3
22 21 0+
Problema 15.5.5 (2 puntos) La estatura en centimetros (cm) de los va-
rones mayores de edad de una determinada poblacién se puede aproximar
por una variable aleatoria con distribucién normal de media p y desviacion
tipica 0 = 16 cm.

a) Se tomd una muestra aleatoria simple de 625 individuos obteniéndose
una media muestral T = 169 cm. Héllese un intervalo de confianza al
98 % para u.

b) (Cudl es el minimo tamano muestral necesario para que el error maxi-
mo cometido en la estimacién de p por la media muestral sea menor
que 4 cm, con un nivel de confianza del 90 %?

Solucién:
a) Tenemos X = 169, 0 = 16, n = 625 y Zo/2 = 2,325:

IC = (X — B, X + E) = (167,512; 170, 488)

1
= 2,32576 = 1,488

V625

g
E= Za/2%

4—1645 = n=43,2964 = n =25

\/>
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15.6. Septiembre 2014 - Opciéon B

Problema 15.6.1 (2 puntos) Considérese la matriz

A=

O O =
= o O

a) Calctilese (A - AT)200,
b) Calctilese (A - AT —31)~1.

Nota: AT denota a la traspuesta de la matriz A. I es la matriz identidad de
orden 3. Solucién:

a)

10 1 00
A-AT =10 0 (ég(l))—ooo
0 1 00 1
1 00 1 00 1 00
(A-ATY? =0 0 0 000 |=[000] =4 4aT
00 1 00 1 0 0 1
Luego
1 00
(A-ATY?0 — 4. AT =10 0 0
00 1
b)
1 00 300 -2 0 0
A-AT 3= 000 ]-]030]|= 0 -3 0
00 1 00 3 0 0 -2
—-1/2 0 0
(A-AT — 317t = 0 —1/3 0
0 0 —1/2

Problema 15.6.2 (2 puntos) Sea S la regién del plano definida por

y>2r—4 y<xz—-1; 2y>z; >0; y=>0

a) Represéntese la region S y calciilense las coordenadas de sus vértices.
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P B

b) Obténganse los valores méximo y minimo de la funcién f(z,y) = z—3y
en S indicando los puntos de S en los cuales se alcanzan dichos valores
méximo y minimo.

Solucién:
a) La regién S pedida serd:
Los vértices serfan: (2,1), (3,2) y (8/3,4/3).

b)
f(2,1) = =1 Méximo
£(3,2) = —3 Minimo
f(8/3,4/3) = —4/3

El maximo es de —1 y se alcanza en el punto (2,1). El minimo es de -3 y se
alcanza en el punto (3,2).

Problema 15.6.3 (2 puntos) funcién real de variable real definida por

AT

I =1re

a) Calculese el valor del pardmetro real A para que la recta tangente a la
grafica de f en x = —1 sea paralela a la recta y = 2x — 3.

b) Calctlese [; f(z)dx para A = 1.

Solucion:

2)

, a(4—2% 50
= —)=2= A=
f(z) R (-1 3
b)
2z 2 In2
dr = ~Inld+2?|| = —=
) Ixz T gl =



Problema 15.6.4 (2 puntos) Al 80 % de los trabajadores en educacién (E)
que se jubilan sus companeros les hacen una fiesta de despedida (F'D),
también al 60 % de los trabajadores de justicia (J) y al 30% de los de
sanidad (). En el dltimo ano se jubilaron el mismo nimero de trabajadores
en educacién que en sanidad, y el doble en educacién que en justicia.

a) Calcilese la probabilidad de que a un trabajador de estos sectores, que
se jubilo, le hicieran una fiesta.

b) Sabemos que a un trabajador jubilado elegido al azar de entre estos
sectores, no le hicieron fiesta. Calcilese la probabilidad de que fuera
de sanidad.

.’
Solucion:
08 FD
E <
o4 92 NFD
- D
02 7
o4 NFD
a4
03 D
s <
a7 NFD

P(FD) = P(FD|E)P(E) + P(FD|J)P(J) + P(FD|S)P(S) =
—0,8-0,440,6-0,2+0,3-0,4=0,56

P(NFDI|S)P(S) 0,7-0,4

P(SINFD) = P(NFD) ~ 1-0,56

=0,64

Problema 15.6.5 (2 puntos) El minimo tamano muestral necesario para
estimar la media de una determinada caracteristica de una poblacién que
puede aproximarse por una variable aleatoria con distribucién normal de
desviacion tipica o, con un error maximo de 3,290 y un nivel de confianza
del 90 %, supera en 7500 unidades al que se necesitaria si el nivel de confianza
fuera del 95 % y el error mdximo fuera de 7,840.

Exprésense los tamanos muéstrales en funcién de la desviacién tipica o y
calctulense la desviacién tipica de la poblacién y los tamanos muéstrales
respectivos.

Nota:Utilicese zp 5 = 1,645.

Solucién:

g
E= Za/2ﬁ



g
3,290 = 1, 645—— = n; = 0, 250>
s i s g

g
7,840 = 1,96—— = ny = 0, 062502
) ) \/71—2 n2 g

n1 = ng + 7500 = 0,2502 = 0, 062502 + 7500 = o = 200
Luego nq = 0,25 - 40000 = 10000 y ng = 0, 0625 - 40000 = 2500.
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Capitulo 16

Ano 2015

16.1. Modelo 2015 - Opcién A

Problema 16.1.1 (2 puntos) Una empresa ldctea se plantea la produccién
de dos nuevas bebidas A y B. Producir un litro de la bebida A cuesta 2 euros,
mientras que producir un litro de bebida B cuesta 0,5 euros. Para realizar el
lanzamiento comercial se necesitan al menos 6 millones de litros de bebida,
aunque del tipo B no podrén producirse (por limitaciones técnicas) més de
5 millones y debido al coste de producciéon no es posible elaborar mas de
8 millones de litros en total de ambas bebidas. Ademas, se desea producir
una cantidad de bebida B mayor o igual que la de bebida A. ; Cuédntos litros
habra que producir de cada tipo de bebida para que el coste de produccién
sea minimo? Calcilese dicho coste. Justifiqiense las respuestas.

Solucién:

LLamamos x : millones de bebida A e y millones de bebida B

z(xz,y) = 2x + 0,5y

sujeto a

z+y>6 r+y>6

y<95 y<5

z+y<8 =< z+y<8

yz>x xr—y <0

z,y >0 z,y >0
2(1,5) = 4,5 Minimo
2(3,5) = 8,5
2(3,3)=17,5
z(4,4) = 10

Hay que producir 1 millén de litros de la bebida A y 5 millones de la B con
un coste de 4,5 millones de euros.
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Problema 16.1.2 (2 puntos) Se considera A = < ; Z >

a) Calctilese AL
b) Calctilese AT - A.

Nota: AT denota la traspuesta de la matriz A.

Solucion:

a)
1 2 _ —2  3/2
AT:<3 4>y‘41:< 1—1/2)
1 2 13 5 11
ATA:<3 4)'(2 4>:<11 25)

Problema 16.1.3 (2 puntos)

a) Dibuijese, de manera esquemaética, la regién acotada del plano limitada
por las graficas de las curvas

b) Calctilese el area de la regién descrita en el apartado anterior.

Solucion:
2
a) \/6x:€:x:0,x:6
6 2 122v/62 — 37"
b)/ oo P g VB2 s
0 6 18 0
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Problema 16.1.4 (2 puntos) Se consideran los sucesos incompatibles A y
B de un experimento aleatorio tales que P(A) = 0,4, P(B) = 0, 3. Calctlese:

a) P(ANB)
b) P(BNA)

Nota: S denota al suceso complementario del suceso S.

Solucioén:

a) P(ANB)=P(AUB)=1-P(AUB) =0,3.
Por ser A y B incompatibles P(AU B) = P(A) + P(B) =0,7.

b) P(BNA)=P(B)— P(ANB)=P(B)=0,3

Problema 16.1.5 (2 puntos) El consumo familiar diario de electricidad
(en kW) en cierta ciudad se puede aproximar por una variable aleatoria con
distribucién normal de media p y desviacion tipica 1,2 kW. Se toma una
muestra aleatoria simple de tamano 50. Calcilese:

a) La probabilidad de que la media muestral esté comprendida entre 6
kW y 6,6 kW, si u = 6,3kW.

b) El nivel de confianza con el que se ha calculado el intervalo de confianza
(6,1;6,9) para la media del consumo familiar diario.
Solucién:

— 1,2
a) X ~ N (6, 3; ) = N(6,3;0,17):

°0 6—6,3 6,6 —6,3
j2) X - p ) AP i
(6 < X <6,6) ( 017 <Z< 017

1,77) = 0,9232.

>_P(—1,77<Z<

b) 2204/2\}’5% =6,9—6,1 = 2,5 = 2,36 Luego el nivel de confianza es

del 98 %.
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16.2. Modelo 2015 - Opcién B

Problema 16.2.1 (2 puntos) Se considera el sistema lineal de ecuaciones,
dependiente del pardametro real a:

r+2y+z=1
rz+ay+az=1
T +4ay+z=2a

a) Discutase el sistema segun los diferentes valores del a.

b) Resuélvase el sistema en el caso a = —1.
Solucién:
a)
1 2 1] 1
A=|1 a a| 1 |; |A=—-4d*+6a-2=0= a=1/2, a=1
1 4a 1|2

» Sia#1/2ya# 1= |A| # 0= Rango(A) = 3 = Rango(A) =
n° de incégnitas y el sistema es compatible determinado. (Solu-
cién unica)

. Sia=1/2:
1 2 1)1
A=|1 12 12|11 |, F=F =
1 2 1)1
el sistema es compatible indeterminado (tiene infinitas solucio-
nes).
s Sia=1:
1 2 1|1 1 9
A= 11 1|1 |; |4 =0y = —1# 0 = Rango(A) =2
11
1 4 1|2
1 21
como |1 1 1|=-1%0= Rango(A) =3 = el sistema es
1 4 2
incompatible (no tiene solucién).
b) Sia=—1:
r+2y+z=1 x=3/4
r—y—z=1 = y=1/2
r—4y+z=-2 z=—-3/4
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Problema 16.2.2 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real
definida por:
f(z) = 24z — 1522 + 223 + 2

a) Determinense sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.
b) Hallense sus extremos relativos y sus puntos de inflexién.
Solucion:

a) fl(z) =622 -30x+24=0= z=1, 2 =4.

(—oo,l) (174) (4a OO)
f'(x) + - +
f(z) | creciente /| decreciente “\, | creciente

La funcién es creciente en el intervalo (—oo, 1)U(4, 00), y es decreciente
en el intervalo (1,4).

b) En x = 1 hay un méximo relativo, en = 4 hay un minimo relativo.
f'x)=1220-30=0= 2 =5/2y f"(x) =12 # 0 = f tiene un
punto de inflexién en z = 5/2.

Problema 16.2.3 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real
definida por

a) Determinense sus asintotas.

b) Determinese la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f en el
punto de abscisa x = —1, 5.

Solucion:

a) Asintotas

s Verticales: 22 — 22 —3=0—= z=-162=3

Siz=-1:
i 322 3 N
11m —_—_— = | — | = 40
t—s—1- 22— 22 — 3 0+
i 322 [3]
11 ———— = | — | = —&
t—s 1+ 22 — 22 — 3 0-
Sixz=3:
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) 32 [27]
lim ————=|—|=-

x—>3*$2—2$—3 0—

. 32 27 N
m ——F7F—"—"=/|——|= (0. ]
o—3t 22 — 22— 3 0+

= Horizontales: y = 3

, 32
R Ny o S

= Oblicuas no hay por haber horizontales.
b) f(1,5) =-9/5ym=f'(1,5) = —72/25

roon 6x(x + 3)
fi(z) = —m

La ecuacion de la recta en su forma punto pendiente es:

y+9/5=—72/25(x — 3/2)

Problema 16.2.4 (2 puntos) Una urna contiene 5 bolas blancas y 4 negras,
y otra urna contiene 3 bolas blancas y dos negras. Se toma al azar una
bola de la primera urna y, sin mirarla, se introduce en la segunda urna. A
continuacién extraemos consecutivamente, con reemplazamiento, dos bolas
de la segunda urna. Hallese la probabilidad de que las dos tltimas bolas
extraidas sean:

a) Del mismo color.

b) De distinto color.

Solucion:
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\ n
! ¥ 36 b
36
: 43
a) P(mismo color) = P(2b) + P(2n) = ol
5 4 4 4 3 3 29
Pap)=2.2.2 433 _
(20) 9 6 6 + 9 6 6 81
2 2 4 14
pony =2 22,433 _
96 6 9 6 6 81
43 38
b) P(distinto color) =1 — P(mismo color) =1 — S~ 81

Problema 16.2.5 (2 puntos) Se ha tomado una muestra aleatoria simple
de diez pacientes y se ha anotado el nimero de dias que han recibido trata-
miento para los trastornos del suenio que sufren. Los resultados han sido:

290 275 290 325 285 365 375 310 290 300

Se sabe que la duracion, en dias, del tratamiento se puede aproximar por

una variable aleatoria con distribucién normal de media g desconocida y
desviacion tipica 34,5 dias.

a) Determinese un intervalo de confianza con un nivel del 95 % para .

b) ;Qué tamano minimo debe tener la muestra para que el error méximo

cometido en la estimacion de la media sea menor de 10 dias, con un
nivel de confianza del 95 %?

Solucion:

N (p;34,5)
a) n=10,7=310,5, 0 = 34,5 y 2,2 = 1,96

34,5
E= za/Q% = 1,96\/—1;0

IC = (z— E,T+ E) = (289,2,331,88)

= 21,383
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b) Tenemos z, /5 = 1,96:

4
E =z = 1,96?)\/L5
n

=10 = n > 45,725 = n = 46

N
16.3. Junio 2015 - Opcién A

Problema 16.3.1 (2 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones depen-
diente del pardametro real a:

3r+y—2=28
2 +az =3
T+y+z=2

a) Discitase en funcién de los valores del pardmetro a.
b) Resuélvase para a = 1.

Solucion:
a)

A= ; JAl=—2a—4=0= a= -2

N W
_ o
— Q
N W o

» Sia# -2 = |A|] # 0 = Rango(A) = 3 = Rango(A4) = n°
de incégnitas y el sistema es compatible determinado. (Solucién

tnica)
» Sia= -2
3 1 —-1|8 31
A=12 0 -2|3 |; |Al=0, = —2# (0= Rango(A) =2
11 112 20

3 1 8
2 0 3 |=6%#0= Rango(4) =3
1 1 2

Como Rango(A) #Rango(A) = el sistema es incompatible (no
tiene solucidn)

b) Sia=1:
3r+y—2=8 x=2
20+ 2=3 = y=1
r+y+z=2 z=—1
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Problema 16.3.2 (2 puntos) Sabiendo que la derivada de una funcién real
de variable real f es
f'(z) = 32% + 2z

a) Calcilese la expresién de f(x) sabiendo que su gréfica pasa por el
punto (1,4).

b) Calculese la ecuacién de la recta tangente a la grafica de la funcién f
en el punto (1,4).

Solucién:
a) f(x) = /(3962 +2z)dx = 2° + 22 + C:

f=4=24+C=4=—= C=2= f(a) =23+ 2> +2
b=f(1)=4, m=f(1)=5,— y—4=>5(x—1)

Problema 16.3.3 (2 puntos) Sean las funciones reales de variable real
f(z)=2% -6z, g(z)=x-10
a) Represéntense graficamente las funciones f y g.

b) Calculese el area del recinto plano acotado por las graficas de las fun-
ciones f y g.

Solucioén:

a) Grafica:
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b) 22 —6r=2—-10= =2y z=>.

ZES x2
F() :/(f(x)—g(x))dx:/(x2—7x+10)dx: g—%%—le

5
S1 = /Z (f(z) — g(x))dz = F(5) — F(2) = —

Problema 16.3.4 (2 puntos) En una bolsa hay cuatro bolas rojas y una
verde. Se extraen de forma consecutiva y sin reemplazamiento dos bolas.
Calculese la probabilidad de que:

a) Las dos bolas sean del mismo color.

b) La primera bola haya sido verde si la segunda bola extraida es roja.

Solucion:

43 1
P(mismo color) = P(R1)P(R2|R1)+P(V1)P(V2|V1) = 5%%—30 = -
b)
P(R2|V1)P(V1) 1-1 1
(V1IR2) P(R2) 234101 4

Problema 16.3.5 (2 puntos) El tiempo de reaccién ante un obstaculo im-
previsto de los conductores de automéviles de un pais, en milisegundos (ms),
se puede aproximar por una variable aleatoria con distribucién normal de
media p desconocida y desviacién tipica o = 250 ms.
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a) Se toma una muestra aleatoria simple y se obtiene un intervalo de
confianza (701;799), expresado en ms, para p con un nivel del 95 %.
Calcilese la media muestral y el tamano de la muestra elegida.

b) Se toma una muestra aleatoria simple de tamafo 25. Calctlese el error
maximo cometido en la estimacion de p mediante la media muestral
con un nivel de confianza del 80 %.

Solucion:
a) Tenemos 2,/ = 1,96 e IC = (701;799) — { ;Igi;gé =
X =750
E =49

250
E= za/Q% — 49=1,96 = = n =100

b) 242 = 1,285;

250
E= za/Q% = 1,285 2% = 64,25

16.4. Junio 2015 - Opcién B

Problema 16.4.1 (2 puntos) Una fabrica de piensos para animales produce
diariamente como mucho seis toneladas de pienso del tipo A y como méaximo
cuatro toneladas de pienso del tipo B. Ademas, la produccién diaria de
pienso del tipo B no puede superar el doble de la del tipo A y, por ultimo, el
doble de la fabricacion de pienso del tipo A sumada con la del tipo B debe
ser como poco cuatro toneladas diarias. Teniendo en cuenta que el coste de
fabricacién de una tonelada de pienso del tipo A es de 1000 euros y el de
una tonelada del tipo B de 2000 euros, ;cudl es la producciéon diaria para
que la fabrica cumpla con sus obligaciones con un coste minimo? Calctlese
dicho coste diario minimo.
Solucidén:
LLamamos z : toneladas de pienso A e y : toneladas de pienso B. Se trata
de un problema de programacién, hay que optimizar la funcién objetivo
z(x,y) = 1000x 4+ 2000y calculando su minimo, sujeto a las restricciones
(Regién factible):

<6

y<4

S:q y<2z2= 2z -y >0
2r4+y >4
z,y >0
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La regién S pedida sera:

¥
=0} Py y=

“xY x=6

=4 (2.4) (6,4)
(1.2
y=0 (6,0) i
(2.0)
Ixty=4

Los vértices a estudiar seran: (2,0), (6,0), (6,4), (2,4) y (1,2):

2(2,0) = 2000 Minimo
2(6,0) = 6000

2(6,4) = 14000

2(2,4) = 10000

2(1,2) = 5000

El coste minimo es de 2000 euros y se alcanza produciendo 2 toneladas
de pienso A y ninguna del tipo B.

Problema 16.4.2 (2 puntos) Sea la matriz

2
A= 0
-1

T W N
NN O

a) Estudiese el rango de A segun los valores del pardmetro real k.
b) Calcilese, si existe, la matriz inversa de A para k = 3.
Solucién:

a) |Al=0= 8—-4k=0= k=2.
Si k# 2= |A| # 0= Rango(4) = 3.
Sik=2:

A= Al =0, y

2 2
0 3

= O N
N W N
NN O

‘:65&0:> Rango(A) = 2
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2 20 0 1 -1
A= 032 |=4a'= /2 -1 1
-1 3 2

-3/4 2 =3/2
Problema 16.4.3 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real

2 —4 . 5
definida por f(z) ={ 22—5:+6  * <
3z +m si x>2

a) Calcilese el valor del pardmetro real m para que la funcién f sea
continua en x = 2.

b) Calcilese E)Hl flx)y lim f(z).

T—> +00

Solucion:

a) Para que f sea continua en x = 2:

lim f(z)= I -4 4
im f(z)= llm ———— =—
r—> 2~ r— 27 132—5JJ+6

lim f(z)= lim Bz+m)=6+m

r— 2T z— 21

6+m=—-4— m=-10

2
—14
lim f(z)= lim L

T— —00
i S0 =l ) =
Problema 16.4.4 (2 puntos) Sean A y B sucesos de un experimento alea-
torio tales que P(ANB)=0,3; P(ANB) =0,2; P(B) =0,7. Calcilense:
a) P(AUB):

b) P(BJA).
Nota: S denota al suceso complementario del suceso S.
Solucién:
a)
P(AuB)=P(A)+P(B)—-P(ANB)
P(ANB)=P(A) - P(ANB)

P(AUB)=P(ANB)+P(B)=0,2+0,7=0,9
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b) P(A)=P(ANB)+ P(ANB)=0,2+0,3=0,5

—. _P(BnA) PB)-PANB) 0,7-0,3
P(BIA) = P(4A) 1 - P(A) - 1-0,5 =0.8

Problema 16.4.5 (2 puntos) La duracién de cierto componente electroni-
co, en horas (h), se puede aproximar por una variable aleatoria con dis-
tribucién normal de media p desconocida y desviacion tipica igual a 1000
h.

a) Se ha tomado una muestra aleatoria simple de esos componentes electréni-
cos de tamano 81 y la media muestral de su duracién ha sido T =
8000h. Calctilese un intervalo de confianza al 99 % para u.

b) ;Cudl es la probabilidad de que la media muestral este comprendida
entre 7904 y 8296 horas para una muestra aleatoria simple de tamano
100 si sabemos que p = 8100h?

Solucién:
a) Tenemos X = 8000, o = 1000, n = 81 y Zaj2 = 2,575:

IC = (X — E,X + E) = (7713,89; 8286, 11)
o 1000

E=zy9—= = 2,575—— = 286,11
Vn V81
Y o~ 1000 \ __ .
b) X ~ N (8100, 1) — N(8100; 100)
_ 7904 — 8100 8206 — 8100
P(7904 < X < 8296) = P | 22 00 < 7 < SXB T O
(7904 < X < 8296) < 0 <z < >

P(~1,96 < Z <1,96)) = P(Z < 1,96) — P(Z < —1,96) =
P(Z <1,96) — (1 — P(Z < 1,96)) = 2P(Z < 1,96) —1 = 10,95
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