Limite de una funcion

Idea intuitiva de limite

El limite de la funcion f(x) en el punto Xo, es el valor al que se acercan las imagenes (las y)
cuando los originales (las x) se acercan al valor Xq. Es decir el valor al que tienden las imagenes
cuando los originales tienden a Xo.

Vamos a estudiar el limite de la funcién f(x) = x* en el punto xo = 2.

X f(x)
1,9 3,61
1,99 3,9601

1,999 | 3,996001

! l

2 4

X f(x)
2,1 441
2,01 4,0401

2,001 | 4,004001

Tanto si nos acercamos a 2 por la izquierda (valores menores que 2) o la derecha (valores
mayores que 2) las imagenes se acercan a 4.

Se dice que el limite cuando x tiende a 2 de la funcién f(x) = x* es 4

Se escribe lim x2 = 4
x—2



Def. de limite de una funcién en un punto

Se dice que la funcion f(x) tiene como limite el nimero L, cuando x tiende a Xo, si fijado un
numero real positivo €, mayor que cero, existe un numero positivo 6 dependiente de ¢ , tal que, para
todos los valores de x distintos de xo que cumplen la condicion |x - Xo| < &, se cumple que [f(x) - L|
<g.

limfG) =L & Vve>0 3He)>0/ 0<x-x,| <5=2|f()-L| <&

]

Limites laterales

También podemos calcular el limite en un punto a tomando valores cada vez mas proximos a a
por su derecha (valores mayores que a) o por su izquierda (valores menores que a), hablamos entonces
de limites laterales en el punto x: limite cuando x tiende a a por la derecha y por la izquierda.

La definicion es la siguiente:

Diremos que el limite de una funcion f(x) cuando x tiende hacia a por la izquierda es L, si y
solo si para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que si x € (a+d, a ) , entonces |f (x) - L| <e.

limfC)=L o ve>03e)>0/ xe(@+5a)=[f(x)-L| <€

H—a

Diremos que el limite de una funcién f(x) cuando x tiende hacia a por la derecha es L , siy
solo si para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que si X € (a, a + ), , entonces |f (X) - L| <e.

lim f(x)=L & ve>0 IXe)>0/ x e(@a,a+8) = [f(x)-L|<e



EI limite de una funcién en un punto si existe, es Gnico. Para que exista el limite de unal
funcién en un punto, tienen que existir los limites laterales en ese punto y coincidir |

Ejemplo:

¥ 85I K <2
4six=2

f(}{)z{

lim %% =4

=2

lim, 4 =4

K2

En este caso vemos que el limite tanto por la izquierda como por la derecha cuando x tiende a
2es4.

El limite de la funcidn es 4 aunque la funcién no tenga imagen en x = 2.

Para calcular el limite de una funcién en un punto, no nos interesa lo que sucede en dicho
punto sino a su alrededor.

Ejemplo
Dada la funcion:
-1 si X <0

f(x)={0 si x=0
1 si x>0



lirn {3}

Hallar =—0
lim -1=-1
x=0"

lim 1 =1
x—0t

Como no coinciden los limites laterales, la funcién no tiene limite en x = 0.

Limites infinitos
A la hora de calcular el limite de una funcién en un punto también podemos obtener como resultado
4000 -

Limite mas infinito

Ejemplo:

Limite menos infinito

Ejemplo:

()
lim|-—|= -
® =0 I




Limites en el infinito

Tambien podemos estudiar el comportamiento de una funcion para valores de x cada vez mas
préximos a infinito, tanto positivo como negativo (4o 0 - ©)

Ejemplo 1:
limX*+L 4 lim X+
H—}n}{_l “""“‘}{—1
Ejemplo 2:
] i ) »?
lim =@ lim =0
H—}n}{—]_ 3w W —




Ejemplo 3:

2 a2
lim = —n lim = o
iaw W — | X—3-w W —
Asintotas
Asintotas horizontales
Si se cumple que
Ixi_r;rl f(x)=k
A y =k Es una asintota horizontal
lim f(x)=k

Ejemplo

Calcular las asintotas horizontales de la funcion:

2x2 43
F = -
(x) x% -1
2
|imM=2 =2

x3w XZ -1



Asintotas verticales

Si se cumple que

limf{x)=+cw w = ¢ Es una asintota vertical
x>k

Los valores de K hay que buscarlos entre los puntos que no pertenecen al dominio de la
funcion

Ejemplo

Calcular las asintotas horizontales y verticales de la funcion:

2% +3
f === =
(x) e |
Iim—2x2+3—m x=-1
x—l XZ_]_ - -
. 2%x*+3
lim=————=c x=-1

x>l XZ -1
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Ramas parabdlicas

Las ramas parabdlicas se estudian solo si:

IImf(x)=ew O lim f(x)=rco

X—wm X—¥—x

Rama parabolica en la direccidon del eje OY

Se dice que f tiene una rama parabodlica en la direccion del eje OY cuando:

lim 1) - 4
x3ho

Esto quiere decir que la gréafica se comporta como una parabola de eje vertical.

Ejemplo

Estudiar las ramas parabdlicas de la funcién:

3
®x*+1
f(x)=
X
x3 41
3
] ®* 41
lim—% =2 "~ -w
X3 wm x X

Tiene una rama parabolica en la direccion del eje OY.




Rama parabdlica en la direccidon del eje OX

Se dice que f tiene una rama parabdlica en la direccion del eje OX cuando:

Esto quiere decir que la gréafica se comporta como una parabola de eje horizontal.

Ejemplo

Estudiar las ramas parabdlicas de la funcién:

F(x)=Jx
Iim£=ﬂ
x3wm W

Tiene una rama parabdlica en la direccion del eje OX.

Propiedades de los limites

Limite de una constante

limk =k

X—>a

Limite de una suma
Iim[f(x)xg(x)]=limf{x)xlimg(x)
Limite de un producto

ImFC)g0G0]=limFGO1m ()



Limite de un cociente

,im[f(x)]_ =)
g(x)] limg(x)

si limg{x)=0

X—>a

Limite de una potencia
lim[£(x ™ ] =lim[f(x )] si F(x)>0

X—3>a

Limite de un logaritmo

lim[log, F(x)]=log, [Il_r}n f(x)] Sia>0y f(x)>0

Operaciones con infinito: Indeterminaciones

Infinito mas un namero
wt+l —co

Infinito mas infinito

O 4 0O = ©O

Infinito menos infinito

w—co — IThd

Infinito por un nimero

@ « (+k) = *wm Sik«0

Infinito por infinito

00« 0O =00

Infinito por cero

0:mw — Ind

Cero partido por un nimero

0
“_0
Kk

Un ndmero partido por cero

10
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Un numero partido por infinito

k

co

=0

Infinito partido por un nimero

Cero partido por infinito

O_o

0

Cero partido por cero

g—}fﬂd

0

Infinito partido por infinito

© sind
[ 4]

Un numero elevado a cero
7 |
Cero elevado a cero

0" = Ind

Infinito elevado a cero
o = Ind
Cero elevado a un ndmero

o* _ 0 si k=0
oo si k<0

Un ndmero elevado a infinito

Kol si K=0
~]o si k=0

11



Cero elevado a infinito
0= =0

Infinito elevado a infinito
=00

Uno elevado a infinito

1 = Ind

No distinguimos entre +oo y -0o para no alargar excesivamente la lista. Nos basta con saber:

La regla de los signos y que a" = 1/a"

Las 7 Indeterminaciones

1. Infinito partido por infinito
® > Ind
4]

2. Infinito menos infinito
w—oo — Jhd

3. Cero partido por cero

g—)fnd

0

4. Cero por infinito

5. Cero elevado a cero

0 - Ind

6. Infinito elevado a cero

o = Ind


http://www.vitutor.com/fun/3/a_14.html�
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7. Uno elevado a infinito

1" = Ind

Calculo de limites
Calculo del limite en un punto

Si f(x) es una funcién (polindmicas, racionales, radicales, exponenciales, logaritmicas, etc.) y
esta definida en el punto a, entonces se suele cumplir que:

im-fa)
Es decir: para calcular el limite se sustituye en la funcion el valor al que tienden las x.
Iirr;(—:»«:2 —5%+6)=-1*-5-1+6=0

] ¥ -2 3P _2
lim 5 == -
¥23 we _Huw4? 3°-5.3427

/
4

I“i_rﬂ(«f}{z +3}{—\|"}{2+}{)=(J12+3-1—J12+1)=2—ﬁ

lim /3 - . _
No podemos calcular =-+-2 porque el dominio de definicion esté en el intervalo [0, «),
por tanto no puede tomar valores que se acerquen a -2.

) ¥ -9
lim

. . 2 ..
Sin embargo si podemos calcular *** ¥° —93¥ +6  aunque 3 no pertenezca al dominio, D=
R— {2, 3}, si podemos tomar valores del dominio tan préximos a 3 como queramos.

Calculo del limite en una funcidon definida a trozos

En primer lugar tenemos que estudiar los limites laterales en los puntos de unién de los
diferentes trozos.

Si coinciden, este es el valor del limite.

Si no coinciden, el limite no existe

1 si ¥ <—1
F(x)=4x° g ~l=x <1
pa si xz1

13
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En x = -1, los limites laterales son:

lim 1=1
Por laizquierda: x—+-1~

Iim x*=1
Por la derecha; x—=1*

Como en ambos casos coinciden, existe el limite y vale 1.

En x =1, los limites laterales son:

o lim x? =1
Por la izquierda: x-1~

lim 2=2
Por la derecha; =-s1*

Como no coinciden los limites laterales no tiene limite en x = 1.

Calculo de limites cuando X =

Para calcular el limite de una funcién cuando X — oo se sustituyen las x por oo,

Limite de funciones polinbmicas en el infinito

El limite cuando X — oo de una funcidn polindmica es +o0 0 -00 segin que el término de mayor
grado sea positivo o negativo.

lim 3x* +3* -2x) =0

H 2o

lim (—x* +5X +6) = —w0

K=o

Limite de la inversa de un polinomio en el infinito

Si P(x) es un polinomio, entonces:

0

SEON

. 1
lim =0
xaw Ix? +3° —2x

14



Calculo de limites cuando x » —

Utilizamos la siguiente propiedad: ~ lim £ {x}=lim f {-x)

X 3w

lim 3Bx* 433 -2 =lim{(-3x* —x* +2%) =

=3 —wm 3w

lim (= +5x+6)=lim(x* -5x-6)=cw

-3 —m H

lim +/2x2 —8x -3 = IJ_'E’JE (-x) -8(-x)-3 =

x— —w

m +fx* —5x =Ijﬂ\/(—x)3 =5 (%} =limy-x* +5x

li
X3 —m

No existe el limite, porque el radicando toma valores negativos.

Limite de la funcion exponencial

Sia>0
_I__
I 5 4 2 ) 2
IIma“:m
lima*=0
Si0<ax<1

15



lim a* =0 lim a" =0

3w i3 —wm

T . L
-2 0 2 4 6

Ejemplo:

lim 3%% —lim 3-** —lim 3{"‘2:'=Iirn( 1 ]=l=n
[+ ]

xX3—w X 3w X 3w X 3w 3"‘2

X2
lim [1) -0
X 3w 3

Limite de la funcion logaritmica

Sia>0

16



lim log, % =0

H 2w

lim log, ¥ =—

x>0

Si0<ax<1

lim log, x=co

x30t

lim log, x =—w

H —Fw

f(x)=log({x*-9)

D = (~w,-3)J (3, )

(]

17



Limites de logaritmos

lim log(x* -9) =lim log[(-x} -9|=log[tim(x* -9) |-logm -«

lim log(x*-9) =!og[ﬁn;_(x2 —9)]=."og 0* = <0

x—3-3"

Eﬂ’u.' log(x* -9)=log _.*xig’n.-(xz -9) ] =log (-9) No existe

lim log{x? —9) =log| lim{x? —9)]:rog 0* = —w

xa3t | x 3%

Ixiﬂ.-’.' log(x* -9)=log

Limites del tipo k
0

El limite puede ser +o0, -00 ¢ no tener limite.

Ejemplo:

li Xx+1 2
I = —
=31 w ] 0

Tomamos los limites laterales para determinar el signo de .

Si le damos a la x un valor que se acerque a -1 por la izquierda como -1,1; tanto el numerador
como denominador son negativos, por lo que el limite por la izquierda sera: +oo.

Si le damos a la x un valor que se acerque a -1 por la derecha como -0,9. EI numerador sera
positivo y el denominador negativo, por lo que el limite por la derecha sera: - .

K+1=m=—m

’
X1 ()

Como no coinciden los limites laterales, la funcidn no tiene limite cuando x —-1.

Ejemplo:

18



Ejemplo:

Indeterminacién infinito partido infinito

Podemos resolver esta indeterminacion por dos métodos:

1. Por comparacion de infinitos.

. 2T 3
3 m }{ _}{

El numerador tiene mayor grado que el denominador.

. 2% - 3%°
lim—s——73—
H —wm }{ _}{

=0

El denominador tiene mayor grado que el numerador.

88



lim 2x° -3%* _2
X —3m 3}{5_}{3 _3

Al tener el mismo grado el limite es el cociente entre los coeficientes de mayor grado.

. 3
lim—=w

Haw )
El numerador es un infinito de orden superior.

lim2-—0

X 3w 3“
El denominador es un infinito de orden supetrior.

?_
Iim}i—zzﬂ
e oyt ]

Como 4 }% el denominador tiene mayor orden.

5 —_—
lim 1290 -1 _q

2w w5

El denominador tiene mavyor orden.

lim=— =
% w yd

El numerador tiene mavyor orden.

2. Si se trata de funciones potenciales dividimos todos los sumandos por la x elevada al
mayor exponente.

2x? —3x?

lim2X —°X _©
XFwm Wt W o
2x®  3x? 5_ 3
Iim XE XS = ?:E_D:m
xsw xP o x3 1 1 0-0
¥ X X

Si son funciones exponenciales dividimos por la exponencial de mayor base.

20



3*.3° +2"
3*.3%2 +2° . 3x  '3x 940
S R L M TS
3* 9

Indeterminacion infinito menos infinito  co — co

Se pueden resolver de varias formas:

1. Por comparacién de infinitos

Tomamos la mayor potencia y despreciamos las demas.

limi(x? - x> +x®* - x*)=w

X3Iwm

Por tener x* mavyor orden.

limx? —x+3=c0

X3Iwm

Por tener x* mavyor orden.

limx? —«{x*+3 =—0

X Iw

Porque g > 2

lim(3~ —Jx?-2)=w

3* tiene mayor orden

2. Con funciones racionales.

Ponemos a comun denominador, y obtenemos . Resolvemos —
oo

lim[—1s - 2% _|-w-w
=2l w2 %% _ 4

Operando:

esta indeterminacion.

21



1-2x(x+2)
xZ -4

i 2x%-4x +1

=lim
x 32 =32 XZ — 4

oo
4]

i 2% —4x +1
=lim > =2
x-32 Xc -4
3. Cuando se trata de funciones irracionales podemos multiplicar y dividir
por el conjugado.

Ixig’l(xfxz —2 X +x)=w-w

[(«fxz —2 %2 3 -2 +4x2 +x)]
lim =
x>0 (VX2 =2 ++x% +X)

— =lim 2o X =
2o - 244X% X)) T (IR -2 44%% +X)

—2_x
~ lim x X -t =t
xam [ 2 w2 w 1+1 2
F‘?*\{x—z‘x—z

Indeterminacion cero partido cero @
0

1. Funcion racional sin radicales:

Se descomponen en factores los polinomios y se simplifica la fraccion.

x> +2x+1 0

lim2_Tt<~7-2 _~

xl—}n—-ll XE—]. ]

. 1Y .

lim (x+ ) Ilm(x+1)=£=[]

x—r—l(x+1)(x—1)=x—>—1 x-1 =2

x2 -1 0

m---—- =
xa-1x? 4 2% 41 O

1 -1 _ _
jim G L) x -1 2
x—=3-1 {K +1) x=-1w 1 ]

22



I”TI =00
x>-1"x +1
. x—-1
lim = —0
x+-1x 41

No tiene limite en x = -1

2. Funcion racional con radicales:

En primer lugar multiplicamos numerador y denominador por el conjugado de la expresion

irracional.

Realizamos las operaciones y simplificamos la fraccion.

. 0
lim—"MQ

b4
x0]1_/1-x O

lim ¥x(1++1-x) _
x20 (1 — f1 —x W1 ++/1-x)

—lim x(l+d1—x)=“m X(1++1-x)
X

x==0 ] _(]_ _x) x—0

Ixi_r}r'} (1+1-x)=2

Indeterminacion cero por @O rco infinito

o 0
Se transformaa—d6a —
oo 0

G000y = 199 - 900
g0 GO

Ejemplo:

Ixi_r;rl(x +7 ) Ilﬁ =0

Introducimos el 1* factor en la raiz.

23



2
lim X 7)Y _w
2o\ 4x? +3

\{”m x2 +14x +49_\/I_1
x>  4x?+3 Y4 2

Indeterminacién uno elevado a infinito 1™

Se resuelve transformando la expresion en una potencia del numero e.

A x)
lim 1+L =e
x22| " F(X)

1" Método:

1
Iim[zx +1]x—1 _qe
xo1l X 2

Sumamos vy restamos 1

Ponemos a comun denominador los dltimos sumando

1

=Iin’|[1+"’{_1]x_1 -

x1 X +2

Sustituimos por el inverso del inverso

1
x—1

=lim|1+ =
x>l w42

-1

Elevamos al denominador v a su inverso

24



2° Método:

Utilizamos la siguiente propiedad ~ lim

1
21\ X +2

A(x) . fix)
(f(x)) _ e"m“‘”"][g (x)—ll
g(x)

lim (EX + l]x_il _ el‘i'g}[x_illzxx:zl_ll _
X+2

x—1

. 1 [Z2x+#l-x-2 . 1 x-1
lim—| ———— lim| — | —
w3lx—1 x+2 _EHL x—1]x+2)

=&
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