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OPCION A
Ejercicio 1.- Calificacion méaxima: 3 puntos
2x% +3x
_— x<0
x-1
Dada la funcién: f (X) = a si x=0 , Se pide:

e*x si x>0

a) (1 punto). Determinar el valor de a para que f sea continua
b) (1 punto).Para ese valor de a estudiar la derivabilidad de f, en x =0

b) (1 punto).Hallar, si las tiene, las asintotas de la gréfica de y = f(x)

a)
2
lim f() =29 *30_0 4
+0 0= =1 S acim f(x)=lim f(x)=0
. - _ 1 1 X0 X—0"
lim f(x)=e °=e*=—===0
x—0" e o0
b)
(4x+3)-(x=1)— (2x? +3x) _ 4x* —4x+3x~3-2x* ~3x _ 2x* —4x~3 ;
) -7 = EE]
ize_; si x>0
X
] 2.02-4-0-3 -3
lim f'(x)= =—=-3
it (x) (0-1y 1 = lim f'(x)=-3# lim f(x)=0
)!Lrgl f(X):O De (1) x—0 x—0
11 S e 2 2
: 2 02 0 icando L'Hopital - 4 H 4 H 0 0
(L) im 5 = 55 = — = s < fim = lim - = fim == = —
ex ef ex e ex el
X X
-2
Aplicando L'Hopital ):)!Lrgl le :)!Lrglil:%:é:o
ex ex g0
X

es derivableen x =0

Continuacion del Ejercicio 1 de la Opcion A
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c)
Asintotas verticales
x-1=0=>x=1=x=1e (-, 0)= No existe

Asintotas horizontales

X g% 23
2xP43x . 2-(-x)43-(=x) . 2x2-3x o . Ty g2 X
y=lim ———=1im =lim———=—=1Iim =lim
x>—o X —1 X—®© (—X)—l xow —x—1 0o X _L_i X_m_l—i
X2 X2 X X2
2= 22 2.0 2
X _ O _ = — =00 = No existe asintota horizontal cuando x — —w
21111 -0-00
X X2 0
1 1

y =lime * =e = =e® =1 = Existe asintota horizontal, y =1, cuando x — oo

X—>0

Asintotas oblicuas

2x% +3x
2 _ 2 _ 2_
o lim f(x):"m x=1 _ i 2X2+3X:Ii 2-( x)2+3( x):“mZx2 3x _ oo _
X—>—00 X X—>—00 X X—>-o  ¥X° — X X—>0 (_ X) _(_ X) X—wo  X° — X o0
2
2X 3% .3 5.3 -
=lim— % =lim—¢t=—% = =2
X—>00 L_l X%wl_i 1_7 1_0
x2 )(2 X 0
2 2 _ 2 A
n= lim[f(x)=mx]= lim| 23X oy | fjm XX A2, XH2 3 B2 £x)+2_
X—>—00 X—>—0 X — X—>—00 X_]_ X—>—00 X—l X—>00 (_ X)—l
_35 2 -3 2 _3+3
. —3X+2 [00] . X X . X o0 —3+0
=1lim =—=1|im =1lim = = =
x>0 —X =1 00 X—w® X 1 X—>00 1 1 ~-1-0
_t2_= -1-= -1-=
X X X 0
Existe asintota oblicua, y = 2x + 3, cuando X — —
L 1
X ) 0
m= Iim@: Iime—ze—:e—:lz 0 = No existe asintota oblicua cuando x — «
X—00 X X—00 X o0 o0 o0
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Ejercicio 2.- Calificacion maxima: 3 puntos
X+2y+(m+3)z=3
Dado el sistema <X+ Y+ (4 +m-m? )Z = 3se pide:
2x+4y+3(m+2)z=8
a) (2 puntos) Discutirlo el segin los valores del parametro m
b) (1 punto). Resolverlo param =2
a)
1 2 m+3 1 2 m+3
A=1 1 4+m-m?* =0 -1 1-m?=1.
2 4 3m-+6 0 O m

Vx e R—1{0} = |A = 0 = rang(A) = 3= Niimero de incognitas = Sistema Compatible Deter min ado

-1 1-m?
0 m

‘:—m:Si|A|:0:>—m:0:>m:O:>

Sim=0
1 2 3|3 1 2 3|3

1 1 43|=/0 -1 1|0 :>Oz:—2:>z:—%:>8in solucion = Sistema Incompatible
2 4 68 0 0 0]-2

b)
Si m = 2 = Sistema Compatible Deter minado

1 2 5[B) (1 2 53

11 213|=]0 -1 -30|=22=2=7=1=-y-3.1=0=>y=-3=x+2-(-3)+5-1=3
2 4 128/ (0 0 212

= X-6+5=3=x=4= Solucion = (x,y,z)=(4,-3,1)
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Ejercicio 3.- Calificacion méaxima: 2 puntos
a) (1 punto). Hallar el punto de corte del plano 7, = 6X— Yy +3Z = -2 y larecta r que pasa por el punto P(1
, 2, 0) y es perpendicular al plano 7, =2X+3y -2 =8
b) (1 punto). Hallar el punto comun de los tres planos 75,7, Y 75siguientes:
7y =5X+2y+72=4,7,=x+2y-32=10 y z.el plano definido por las rectas
_x+3 y+3 z+7

r =7+3 =X+2=y=
1= 2 3 yr y= 2

a) El vector del plano 7, es el de la recta r que queda definida, ademas, por el punto P.
Después de hallar su ecuacién parametrica, hallaremos la interseccién de los puntos que la definen con el
plano 7, y de esa forma hallaremos el punto Q pedido

Xx=1+24
V,=v, =(2,3,-)=>r=1y=2+31=6(1+22)-(2+34)+3(-2)=—2=
z=-4

x=1+2-(-1)
6+124-2-31-31=2=61+4=2=61=6=>1=-1=Qiy=2+3-(-1)=Q(-1,-1,1)

z=—(-1)

b) Para hallar el plano 7, analizaremos, inicialmente si las rectas r, y r, se cortan en un punto o son

paralelas, en este ultimo caso los vectores directores son iguales o proporcionales, de no serlo se cortaran
en un punto P que hallaremos

v. =(2,3,1
; ( )33;&%: No son paralelas

=(1,1,2) 1
Xx=-3+21
n=yy=-3+31

-3+21A=-2+u 2A-pu=1
-3+3l=pu ={31-u=3 =
-3+A=-T+2u A-2u=-4

> A=2=2-2-u=1=

r, = y=4u
Z2=-7T+2u
X=-3+2-2
u=3=2-2-3=-4= Sistema Compatible Deter minado = P{y =-3+3-2= P(1, 3, 1)
z2=-3+2

Conocido el punto P, los vectores directores de las dos rectas r; y r, y el vector PG, siendo G el punto
genérico del plano, perteneceran al mismo plano.

Como estos tres vectores son coplanarios (pertenecen al mismo plano) y el vector PG es combinacién lineal
de los otros dos, por eso el determinante de la matriz formada por ellos es nulo y la ecuacién pedida del

plano 7

=(2,3,1) x-1 y-3 z+
v, =(1,1,2) == 2 3 1|=0=
%(xyz)( —1)=(x-1,y-3,z+1) 1 1 2

6(x-1)+(y- 3)+2(z+1) 3(z+1)-(x-1)-4(y-3)=0=5(x-1)-3(y-3)-(z+1)=0
g =5X—-3y-2+3=0
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Continuacion del Ejercicio 3 de la Opcién A
b) Continuacion

Para hallar el punto R comun de los planos 74,7, Y 775 hallaremos la solucion del sistema de ecuaciones
que forman y que tiene que ser compatible determinado

Ty, =5X+2y+72=4 1 2 -3J10 1 2 -3/10 1 2 -3|10
r,=X+2y-3z=10=|5 2 7|4 (=|0 -8 22-46|=/0 4 -11] 23
s =5X—-3y—-2=-3 5 -3 -1|-3 0 -13 14|-53 0 -52 56|-212

1 2 -3010
=(0 4 -1123 :>—87z:87:>z:—:—;:—1:4y—11-(—1):23:>4y+11:23:>4y:12:>
0 0 -87/87

y=%=3:>x+2~3—3~(—1):10:>x+6+3=10:>x=1:> R(,3,-1)

Ejercicio 4.- Calificacion maxima: 2 puntos

X y+1
Dados el plano 7 =X—Y+2Z =1y larecta rz—:T

= Z se pide
el _’ I
- 2

a) (1 punto) Determinar la posicion relativa entre el plano 7 y larectar
b) (1 punto) Determinar el plano que contiene ary pase por P(1,1,1)

a) El plano y la recta pueden ser paralelos o cortarse en un punto, si son paralelos su vectores directores
son perpendiculares y su producto escalar nulo, en este caso estudiaremos si un punto R cualquiera de r
pertenece al plano porque entonces la recta estara contenida en el plano, de no ser nulo el producto escalar
la recta y el plano se cortan en un punto

{V_’E =0 -1.2) (1,21, 2)-(6.1,2)=—6-1+4=-3%0

v,=(-6,1,2) '
Larectar y el plano 7 se cortan en un punto
b)

Es un plano que perteneciendo al haz de planos que determina la recta r contiene a P.
Para hallar el haz de planos pondremos a la recta r como intersecciéon de dos planos

X=—6y-6=X+6y+6=0
r= = Haz de planos = x+ 6y + 6+ 1-(2x+62)=0=

2X=-672=2Xx+62=0

Si contiene a P:>1+6-l+6+/1-(2-1+6-1):0:>13+8/1=0:>8/1:—13:>}L:—E

Plano buscado:>x+6y+6—%-(2x+62):0:>8x+48y+48—26x—78z:0:>
-18x+48y-782+48=0=a=3x-8y+132-8=0
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OPCION B
Ejercicio 1.- Calificacion maxima: 3 puntos
X=-1+2A4
a) (1 punto). Hallar, si existe, el punto de corte de las rectas I, = y =g Yy= 2+ 1
X+y+2=3 S

b) (1 punto). Determinar el valor de « para que los planos 7z, = X+2y+2 =3,
m,=2X+3y—-12=5,7,=2X+2y+472=3Yy 7, =X+ 3y = tengan un Unico punto en comdn

c) (1 punto). Hallar la recta paralela a los planos 7, =2X+5y—-2=2Yy n, =6X—Y+Z =8 que pasa
por el punto P(1,5, -3)

a) Analizaremos si las rectas tienen un punto comun, de tenerlo estudiaremos si los vectores directores son
iguales o proporcionales, si este caso se da, las rectas son coincidentes, de no darse este Ultimo supuesto
las rectas se cortan en un punto, son secantes.

Si no tienen punto comun, y hay igualdad o proporcionalidad entre los vectores directores las rectas son
paralelas, de no haberlo las rectas se cruzan en el espacio

X=2+u
X=2+Yy=>2+y+y+2=3=12=1-2y=1,=3 Yy=u 142222+ 4 20— =3
X=-1+21 Z=1_2ﬂ:> 24A=p = A-pu=-2
-A=1-2 A-2u=-1
=y y=2+4 a a
z=-41

Como el sistema formado tiene que ser compatible determinado el determinante de los coeficientes
ampliado tiene que ser nulo

2 -1 3
|A/B|=|1 -1 -2/=2+2-6+3-8-1=-7=0= No tienen punto en comin
1 -2 -1

b) El determinante formado por los cuatro planos tiene que ser nulo, ya que uno de ellos debe de ser
combinacion lineal de los otros

12 1 3 1 2 1 3| h 2 1 3

2 3 -1 5 0 -1 -3 -1| [0 -1 -3 -1 8 -1
=0= = = (—1) =0=

2 2 4 3 0 -2 2 -3/ o0 8 -1 4 a-4

1 3 0 « 0O 1 -1 -3 |0 0 -4 a-4

—[8(a—4)—4]:O:>8a—32—4:0:8&—36:0:805:36:>a:%:%
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Continuacion de la Ejercicio 1 de la Opcion B

¢) Analizaremos, inicialmente, si los planos son paralelos estudiando si sus vectores directores son iguales
o proporcionales. De serlo la recta r pedida se hallara teniendo en cuenta que su vector director es
paralelos a los de los planos, que son iguales, y el producto escalar de estos con el de la recta buscada es
nulo

De no ser iguales o proporcionales el vector director de la recta r es perpendicular a los vectores directores
de los planos que determinan, en su corte, una recta paralela a la buscada y cuyo vector director es el
producto vectorial de los vectores directores de los planos dados

=(,5,-1) 2 5 o
R = — #— = No son paralelos ni coincidentes =
-(6,-1,1) 6 -1

i j kK
V=V, xv, =2 5 -1=5i-6j-2k-30k—i-2j=4i-8]-32%k=
6 -1 1

— x-1 y-5 2z+3
=4,-8,-32)=(-1,2,8)=r= = =

Ejercicio 2.- Calificacion méaxima: 3 puntos
a)(0'5 puntos).Representar graficamente el recinto limitado por la gréafica de la funcion

1
f(x) =In x y el eje OX entre las abcisas X=— ,x=e
€
b) (1’25 puntos). Calcular el area de dicho recinto.
¢) (1'25 puntos).Calcular el volumen del sélido de revolucion obtenido al girar dicho recinto alrededor del eje
OoX

a)
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Continuacion del Ejercicio 2 de la Opcion B

b)
dx

I :Ilnxdx:xln X—Ix—:xln X—de:xln x—x=x(Inx-1)+K
X

dx
InX=u=du=—
Por partes = X

dx=dv:>v:jdx:x

:lenxdx+j|nxdx:—JjInxdx+[x(Inx—1)]j:—[x(lnx DE +fe (ne-1)-1-(n1-1)

e

Slme 1) +fe-0-1.(1)

A:e[l(ln 1-1)- (ln %e1ﬂ+[e 1-1)-1-(0-1)]= {1(0—1)—
A:—[l(—l)—%.((—l)lne—l)}r[e-0—1-(—1)]:—[(—1)—

1 2 2
A=1+=-(-2)+1=2-===.(e-1)u?
+e( )+ i (e-1)u
b)

|-

e

-((—1)~1—1)}+1

I :Iln2 x dx = x In x (In x—l)—'[x(ln x-1) d—;:x In x (In x—l)—jln xdx+'[dx

dx
Inx=u=du=—
Por partes = X
Inxdx:dv:v:jlnxdx=x(ln x—1)

I =xInx(Inx=1)—x(In x=1)+x=xIn? x=xIn x=x In x+2x = x (I x=2In x+2)+ K

V= zjln dx+7r_|'ln X dx = n.[ln X dx = ﬁ[x(ln X— 2Inx+2)]

e E

V:z[e InZe—2Ine+2)- 2(In2e‘1—2In e‘1+2)}:7{e (12—2+2)—%({(—1)Ine}2—2(—1)In e+2)}
V:ﬁ[e % -1 -2 (- 1).1+2)}=7{e—%({—1}2+2+2)}:z(e—gj:n(eze_5]u2
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Ejercicio 3.- Calificacion méaxima: 2 puntos

1 2 X
a) (1 punto) Dada la matriz A = (2 1] y la matriz X = [

y .
obtener las relaciones que deben de
VA

cumplir x, y, z, t para que la matriz X verifique AX = XA

b) (0’5 puntos). Dar un ejemplo de matriz X distinta de la matriz nula y de la matriz identidad que cumpla la
igualdad anterior

¢) (0’5 puntos). Calcular la inversa de la matriz A
a)
sz(l Zj.(x yjz(x+22 y+2t] X+27=X+2y=271=2y=>1=Y
z t 2X+27 2y+t - y+2t=2x+y:>2x=2t:>x=tz>x_(l ,u]
sz(x yj.(l 2j=(x+2y 2x+y} 2X+Z2=7+2t=2Xx=2t = x=t u A
2 1 z+2t 27+t 2y+t=27+t=22=2y=>1z=Yy

b)
2 5
X =
B
c)
12 12 1 -2
|A|:‘ ‘:1—4:—3;&0:ExisteA-1:>A-1=i-(adjAt):>At=(2 1j:»adet{z J

2

o L1 -2 |73 3
"2 1) 2 1
3 3
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Ejercicio 4.- Calificacion maxima: 2 puntos
Dada las matrices cuadradas A y B se sabe

2 10 -2 0 O
lueque A+B=|2 0 0|, A>—~AB+BA-B°=| 0 2 0
-1 0 2 2 -10

a) (1 punto) Calcular la matriz A — B
b) (1 punto) Calcular las matrices Ay B

a)
-2 0
A’ - AB+BA-B?=A(A-B)+B(A-B)=(A+B)-(A-B)=(A+B)-(A-B)=| 0 2
2 -1
-2 0 0 -2 0 0
(A+B)*(A+B)-(A-B)=(A+B)'| 0 2 0|=1(A-B)=(A+B)| 0 2 0|=
2 -1 0 2 -10
-2 0
(A-B)=(A+B)*-| 0 2
2 -10
2 1
(A+B)Y=|2 0 0=-420=3(A+B)" = (A+B)" = [adj (A+B) ]>
10 2 (A+B)"]
2 2 -1 0 -2 0 0 -2
(A+B) =|1 0 0 |=adj(A+B)=|-4 4 0 :>(A+B)*1=L- -4 4
00 2 0 -1 -2 (-4) 0 -1
0 -2 0Y(-2 0 O 0 -4 0y (0 1 0
(A—B):L-—4 4 ollo 2 ol=—2.|8 8 0|=|-2 -2 0
(_4)0—1—2 2—10(_4)—400 1 0 0
b)
2 10
A+B_200J 2 10)(0 1 0y (2 2 0 2
102 _oal2 0 0l+-2 -2 0|=|0 -2 o|=A=1]0
0 1 0 2
A_B—|_2 _2 0 -102) 1 0 0 (0 O 0
1 0 0
1 10 0 1 0y (1 1 0)(0 1 1 00
A=l0 -1 0|=B=A-|-2 -2 0|=|0 -1 0|-|-2 -2 0|=|2 1 0
0 0 1 1 0 0 (0 o0 1)1 0 0 (-101



