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OPCION A
1.A a) Justificar, razonadamente, que la gréafica de la funcion f(x) = x'"*+ x + 1, corta al eje OX
al menos una vez en el intervalo [- 1, 1].

b) Determinar, razonadamente, el niUmero exacto de puntos de corte con el eje OX cuando x
recorre toda la recta real.

a) Teorema de conservacion del signo.- Si f(x) es continua en x, y f(xo) # 0, entonces existe
un entorno de Xq , (Xo — 8 , Xo + &) en el que la funcion tiene el mismo signo que f(x,), es decir:

sign [f(x)] = sign [f(xo)], VX € (X, = X, + )

Como consecuencia de este teorema tendremos la siguiente proposicion:

Si una funcidn f(x) es continua en un punto x,, y toma valores positivos y negativos en
todo entorno de x, entonces f(x,) =0

La funcién dada es continua para todo valor real de x, y ademas en el intervalo [- 1, 1]:

por lo tanto existe, al menos

f(-1)=(-2)° +(-1)+1=-1-1+1=-1= sign[f(-1)] = -
f(1)=1"° +1+1=1+1+1=3=sign[f(1)]= +
un punto x,, perteneciente al intervalo en donde f(xo,) = 0

b)

Para ver si hay més intervalos, en donde puedan existir puntos de corte con el eje OX,
estudiaremos los de crecimiento y decrecimiento, y de haberlos lo hallaremos como en el
apartado a), de no existir el punto seré Unico y ya determinado

f'(x)=15x" +1= Crecimiento = f'(x)>0=15x" +1> 0= 15x* > -1= x* >I—;:>

f(-1)=-1
f(1)=3

Al ser monétona creciente solo hay un intervalo de crecimiento (— 0, oo)y solo existe el punto
Xo en donde f (xo) =0, ya indicado en el apartado a)

1 . : .
X > 14 T = VX ¢ R = No se puede deter minar = { = Siempre creciente
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2.A.- a) Determinar el punto P, contenido en el primer cuadrante, en el que se corta la grafica
2

., X . .2, 2
de la funcion f (X) = > y la circunferencia x” +y“ =8

b) Calcular el area de la region limitada por la recta que une el origen y el punto P hallado en el
2

X
apartado anterior, y el arco de curva Yy = ? comprendido entre el origen y el punto P
a)

2\? 4
x2+(X7J =8= x2+XT:8:>4x2+x4:32:>x4+4x2—32:0:>t:x2:>t2+4t—32:0:>

_4im: t, = > =4 =X —4:>X—i\/Z:>{

X=-2
2 -4
t 4-12

=16+128=144>0=>1t, =

= 8=x*=-8=x=+t-8=VxeNR

2
Como tiene que estar contenido en el primer cuadrante = x =2 = f(2)= % =2=P(2,2)

b)

Ecuaciéndelarecta:m—z;—l:y 2=Xx-2=>x-y=0

2-0
y ()=

g() =
() [8— 2 — h(x)= ﬂ:ﬁj 7 >1=h(x)> g(x)
A= j\/S x2 dx — jxdx jm\@costdt—— [x fjfmcostdt—— [x]

{yz =8-X"=y=+%

8.sent 2 2 V2 7«

x=2=t=arcsen| —— [=arcsen| —— |=arcsen| — ==

t = arc sen LLJ: V8 22 2) 4
—ﬁcosﬁt x:O:t:arcsen(%]:arcsen(o)zo

1+ cos 2t
2

A=8

O |y

8 dt—2=4|(1+cos 2t)dt -2

O~ [y
Oty
O t—— |y

cos t.cost dt—%-(z2 ~0%)=8 cosztdt—g

1+ cos 2t

{ cos’t+sen’t=1 ,
= cos’t =

cos’t —sen’t = cos 2t

7[

T % z
t—4jcostht—2 4ft]s - j osu——2 4(4) 2[cosu]02—2=7r—2(cos%—cosoj—2
0

2t=u T
=—>=u=
{dtd—“:”{ 4

2 t=0=u
A=rz-20-1-2=7+2-2=nu?

:(>
O'—ob\-ﬁ

oY
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2AX+2y+ Az =1
3.A.- a) Discutir segun los valores del parametro 1 el sistema:qy X+Ay—z=1

4x+3y+z2=24

b) Resolver el sistema anterior en los casos en que sea compatible

24 2 2
Al=|1 4 -1=24*-8+31-42*+61-2=-24°+91-10=>Si|A=0=-24+91-10=0=
4 3 1
=331 _10_5
. e
2/12—9/1+10=0:>A=81—80=1>o:>,112:9‘—ﬁ:> 4 4 2
4 9-1
/12=T=2

VAieR- {% , 2} = rang (A) =3 = NUmero de incognitas = Sistema Compatible Deter minado

Por Gauss
Con/lzE
2
5 2 >
211 10 4 5)2 10 4 5|2 10 4 5 |2 10 4 5|2
1%—115 2 5 -2)2|=|10 25 -10{10|=| 0 21 -15|8 [=| 0 21 -15/8 |=
4315 4 3 15 20 15 5 |25 0 7 -5j21 0 21 -15/63
10 4 5|2
=| 0 21 -15|8 |= SistemaIncompatible
0O 0O 055
ConA=2

4 2 2|1 4 2 21 4 2 2|11 4 2 21 4 2 2|11
1 2 -11|=|{4 8 -4/4|=|0 6 -6[3|=/0 2 -2|]1|=|0 2 -2|1|= SistIncompatible
4 3 1/4 4 3 1)4 0 1 -13 0 2 -2/6 0 0 05

b)

Por Cramer
1 2 2
1 A -

« o 22 3 1 :/1—4/1+3/1—2/13+3—2: 2% +1
227 +91-10 -2 +91-10 —2A7+91-10
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Continua el problema 3.A.-

b)Continuacién

24 1 2
1 1 -
4 24 1| 20-4+222-4A+4X -1  61*-2A4-5
Y= o vei-10° —24% +94-10 24 +94-10
24 2 1
1 1 1
o_ 14 8 21 4r-8-3-42-61-41_ 44 -144-11
— 242 +94-10 —24% +94-10 —24% +94-10
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Continua el problema 3.A.-

Otra forma de realizar el apartado a) es utilizando la reduccién por Gauss

a)Continuacion
Segundo método. — Gauss =

Conm=-1
-2 1 13 -2 1 13 -2 1 113 -2 1 13
A=|-1 -2 3|-3|=| 2 4 -6/6|=|0 5 -59|=/0 5 -59|=
1 2 -3/4 2 4 -6/8 0 5 -511 0 0 0]2

Sistema Incompatible
Conm=2
11

(BN
w

1 1 1|3 1 1 13
313|={0 -1 1|-3|=|0 -1 1|-3|= Sistema Incompatible
04 0 1 -11 0 0 0}-2

A=

13 3 1 1|3 3 1 13 3 1 13

O
o)
>
P A w 3N
1]
N W R NN e

A= 3[7|=12 9 9|21|=|0 5 5[9|=|0 5 5|9 |= Sist. Compat. Indeter minado
2|4 3 6 6/12 0 5 59 0 0 00

b)

Por Gauss

5y+52:9:>5y:9—5z:>y:9_52:>3x+9_52+z:3:15x+9—52+52:15:>

15x:6:>x=g:Solucién g,g—/l,;t
5 55

Por Rouche
3X+y+z=3 -9x-3y-3z=-9 2 2
= = -5Xx=-"2=>X=—=>3-—+y+2=3=>
4x+3y+3z=7 4x+3y+3z=7 5 5

6+5y+57=15=5y=9-52= y:9_552 =%—z:>80|ucién[§,§—/1,/1j

Evidentemente hay que elegir uno de los dos procedimientos, el segundo valdra para
comprobar
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4. A.- Dados los puntos A(-1,1,1),B(1,-3,-1)yC(1, 0, 3), hallar las coordenadas de un

punto D perteneciente alarecta: r = X—-1= y—_l = Z —1 de manera que el tetraedro ABCD
tenga un volumen igual a 2
Xx=1+41 1
r=ly=1-2=D@I+1,1-1,1+ )=V :2:6-‘AB><AC .AD :>12:‘AB><AC .AD
z=1+1

AB=(1,-3,-1)—(-1,1,1)=(2, -4, —2)no se puede reducir porque estamos con medidas)

—_—

AC=(1,0,3)-(-1,1,1)=(2,-1,2) =
AD=(1+1,1-2,14+4)-(-1,1,1)=(2+1,-1, 2)

244 -4 A
12=] 2 -4 -2=12=-82+1)+41-21+81-22+A)+4A=12=-102+1)+141 =
2 -1 2
x=1+8=9
12=—20-1o,1+14z:>32=4z:z:%:s:D y=1-8=-7=D(9,-7,9)
z=1+8=9
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OPCION B
1.B.- Considerar el siguiente sistema de ecuaciones, en el que a es un parametro real:

—ax+4y+az=-a
4x+ay—az=a |, sepide:

X-y+z=1
a) Discutir el sistema
b) Resolver el sistema paraa =1
a)
-a 4 a
A=|4 a -a=-a’-4a-4a-a’+a’-16=-a’-8a-16=Si|Al=0=>-a’-8a-16=0=
1 -1 1

a’+8a+16=0=>A=64-64=0= x=‘78=—4
Va e R - {~ 4} = rang(A) = 3 = Numero de incognitas = Sistema Compatible Deter min ado

4
=-16-16 =32 = rang(A) =2

. 4
Sia=-4=
4

Método de Gauss

4 4 44 4 4 414 4 4 -4|4 4 4 -—-4|4

4 -4 4|-4|=|4 -4 4|-4|=|0 -8 8|-8|=|0 -8 8 |-8|= Sist Incompatible
1 -1 1|1 4 -4 4|4 0 -8 88 0 0 O0]16

Por Rouche

-a 4 -a
|A/B|=|C, C, B|=|4 a a|=-a’+4a+4a+a’-a’-16=-a’+8a-16=Si|A/B[=0=
1 -1 1

—a2+8a—16:0:>a2—8a+16:0:>A:64—64:0:>x:%:4
VaeR—{4}=rang(A/B)=3= Sia=—-4=rang(A/B)=3

Ya n hace falta seguir queda claro que:

Cuando a = -4 — rang(A) = 2 # rang(A/B) = 2 — Sistema Incompatible
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b)
Por Cramer
-1 4 1
1 1 -
1 -1 1] -1-4-1-1+1-4
X = = =C
-25 -25
-1 -1 1
4 1 -1
1 1 1| - -
Cona=1=|A=-1?-81-16=-1-8-16=-25=>1y = _cirlrd-i-i+4 6
-25 -25 25
-1 4 -1
4 1 1
1 -1 1 _—1+4+4+41-1-16 _ 9
-25 -25 25
Método de Gauss
-1 4 1]-1) (-1 4 1]-1) (-1 4 1]-1) (-1 4 1|1
4 1 -11|=|0 17 3/-3|=l0 17 3|-3|=| 0 17 3|-3 :>252=9:>z:%
1 -1 1)1 0 3 2|0 0 51 34[0 0 0 259
17y+3 > =3=17y=—3- 2 m1zy--*2l_ 12, 102 O
25 25 25 25 1725 25
6) 9 24 9 —24+9+25 10
—X+4 | -—=|+—=-1=X=-"F"+—+l=—"—=—
25) 25 25 25 25 25

., (10 6 9
Soluciéon| — , ——, —
25 25 25
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2 2 -2
2.B.-Sealamatriz. A=|2 2 -2
2 2 -2
a) Comprobar que A® — 2A%*=0
b) Hallar A"
a)
A’ —2A% = A’(A-2)= A*(A-2I)
2 2 -2\ (2 2 -1 (11 -1 11
A2_22—2-22—22{ ~1[-201 1 -1|=41 1
2 2 -2)l2 2 -1/ 11 <1 11
11 -1)(11 11
A>=411 -1]-|1 1 -1|=41 -1
11 -1){11 -1 11 -1
100 01 -1
A-21=211 -1]|-2/0 1 OJ—ZI 0 -1
001 11 -2
11 -1 01 -1 11 -1)(0 1 -1
A’ (A-21)=41 1 -1|-2/1 0 -1(=411 -1|2/1 0 -1
11 -1 11 -2 11 -1)({11 -2
0 00 (00O
A’(A-21)=8-/0 0 0|=|0 0 O
0 00 (00O
b)
11 -1 11 -1
AP=41 1 -1|=>A-2A°=0=A=2A°= A*=24/1 1 -1
11 -1 11 -1
11 -1) (11 -1 11 -1
A*=A*A=8-[11 -1[-2/1 1 -1|=16-[1 1 —1|--- A" =2".
11 -1/ (11 -1 11 -1

-1

—11-

-1

11
11
11

e

s

-1

1=

-1

01
10
11

-1
-1
-2
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3.B.- Se considera la funcién f(x) = In (1 + x?), donde In significa Logaritmo Neperiano

a) Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y los intervalos de concavidad y
convexidad

b) Dibujar la gréfica de f

¢) Calcular las ecuaciones de las recta tangentes a la grafica de f en sus puntos de inflexion.

. ) 2>0=>VxeR
f'(x):1 —-2x = Crecimiento = f'(x)>0:>1 X2 >0=:x>0=>VXxeR/x>0=x>0
X X 1+x*>0= VxeR

Derecimiento = Vx e R/x <0
Crecimiento = VxeR/x >0

En x = 0 existe un minimo relativo

250= VxeR
f..(x)_Z.(1+x2)—2x.2x_2+2x2—4x2 _2(1—x2)_2(1—x)(1+x):> 1-X>0= -x>-1=x<1
l (1+X2)2 ) (1+X2)2 _(1+x2)2_ (1+x2)2 1+x>0=>x>-1

(1+ xz)2 =VxeR

x>-1 (-) (+) (+)

x<1 (+) (+) (-)

(-)

(+) (-)

Concavidad VxeR/-1<x<l1

Convexidad Vx e R/(x>-1)uU(x>1)

En x= -1y en x =1 existen Puntos de Inflexién

10
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Continuacion de problema 3B.-

b)

45

3,51

2,54

154

0,5

c)

x=-1= f(-1)=In[1+1?)=In 2= f'(-1)= D _ 4o y—In2=(-1)x+1)

2(-1)
1+(- ) N
1

~1=y-In2=1(x-1)

x=1= f(1)=In(1+1°)=In2= f'(1)=

'_\
+r\>+|\>

X=-1=x+y-In2+1=0
X=1=x-y+In2-1=0

11
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X -4 z7-5
4.B Se considera larecta I = E = yT = T y la familia de rectas dependiente del
) 3Xx—-y=8-12m
parametrom: S =
y—3z=7-3m

a) Determinar el valor de m para el que las dos rectas se cortan

b) Para el caso m = 0, hallar la distancia entre las rectas ry s.

a)

$=3x-32=15-15m = 3(x—z)=15(1-m)= x-z=5(1-m)= x=z+5(1-m)=
y=3z+7-3m

X=2A4
r={y=4+3
) 5+2j: 22 =5(1-m)+ u 2A—pu+5m=5 2 _1 5|5
x—zs_(1—+m)+/‘:> 4+3)=7-3m+3u={31-3u+3m=3=[1 -1 1|1 |=
s=1y=7-3m+3yu 5+24=u 24-u=-5 |2 -1 0]-5
Z=u

1 -1 11 1 -1 1|1 1 -1 1|1
2 -1 5/5|=[0 1 3[3|=/0 1 3|3 |=-5m=-10= m=2(Aqui acabariamos)
2 -1 0-5) (0 1 -2~7) (0 0 -5-10
u+32=3=u=-3=>1+3+2=1=>1=-4

x=2(-4)=-8
El punto de corte es P{y =4+3(-4)=-8= P(-8,-8,-3)

72=5+2(-4)=-3

b) Primero comprobaremos si las rectas son paralelas, de no se asi se cruzan. En este caso,
calcularemos el plano p que conteniendo a la recta s y que es paralelo a la recta r. Después
hallaremos la distancia de un punto de r al plano hallado que serd la distancia pedida.

X=24
r=iy=4+31 Vv =(2 3 2)
z=5+214 2 v N
= = # == No son paraleas = v, =(1,3,1) =
x=5+u 1 3 G = ( )-(5,7,0)=(x-5,y-7,2)
S=qy=7+3u ST AR Y
Z=p
X-5 y-7 2
r=| 2 3 2/=0=3(x-5)+2(y-7)+6z-32-6(x-5)-2(y-7)=0=
1 3 1

_[.0-15-5 |-10|

J12 152 26

~3(x-5)+32=0=3x-32-15=0=>7r=x-2-5=0=d,, =d,

_10V26 _5V26
T 26 13

d

12



