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LITERATURA Y MATEMATICAS

La libreta amarilla

Pocas semanas antes, Alexis [un piloto de cincuenta y dos afios] habia
coincidido en el aeropuerto de Barcelona con un viejo companero de
juventud, Joaquin Subirds, jefe de marketing de un grupo editorial.
Subiros recordaba que en un tiempo Alexis se habia sentido seriamen-
te atraido por las matematicas. Asi que aprovechando el encuentro
casual, le recomendo con vehemencia un libro singular que su empre-
sa tenia en fase de produccion. Subirds insistio en que de ninguna de
las maneras debia perdérselo y se ofrecio, tan pronto como saliera, a
enviarle un ejemplar.

El titulo original de la obra era Fermat’s Last Theorem, de un tal Simon
Singh, britanico de origen punjabi, doctorado en Fisica por la Univer-
sidad de Cambridge. [...]

Quince dias mas tarde adquiria la edicion inglesa en la Gotham Book
Mark de la calle 47 Oeste, el santuario librero que solia visitar cuando
paraba en Nueva York. Después pidi6 que le subieran una cena fria a la
habitacion. Sabia perfectamente qué le aguardaba. No pudo interrum-
pir ni un solo momento la lectura compulsiva. Hasta que sobre las
once, con un intenso escozor en los ojos, cerrod lentamente el libro.

Estaba trastornado.

Lo poseia una antigua y oxidada emocion [por haber leido que un
matematico de nombre Wiles, después de siete afios de intenso traba-
jo, habia conseguido demostrar por fin el tltimo teorema de Fermat,
algo que desde el siglo XVII nadie habia logrado. También él, siendo
adolescente, cuando conocio este misterioso teorema a través de un tio
y de un profesor de matematicas| se convencié de que estaba predes-
tinado a triunfar donde las més grandes inteligencias del planeta ha-
bian fracasado. [...] Pero es sabido que en el segmento de la adoles-
cencia las prioridades mudan con los climas de las estaciones. De
manera que sin ninguna aspereza ni violencia, entre la candidez de
Alexis y la vieja astucia de Fermat se interpuso la pasion de volar.
Alexis sustituyo gradualmente la voluntad de indagacion por el afan de
experimentacion. [...]

El conocimiento de la proeza de Wiles no lo llevaba a dolerse por una
hipotética pérdida, sino a verse reflejado en su ejemplaridad con
una determinacion que de inmediato calo en las honduras de su con-
ciencia: no cometeria nuevamente el error o la cobardia de renunciar
por nada del mundo a la consecucion de un ideal (por llamarlo de
alguna manera) que, cosa mas que probable, seria el ultimo suefio
turbador de su vida.

ROBERT SALADRIGAS




SOLUCIONARIO

La libreta amarilla
Robert Saladrigas

Al protagonista de esta novela, Alexis Casas, siendo nifio, Robert Saladrigas
un tio suyo —que era un comerciante con alma La libreta amarilla
aventurera— le habfa contado la historia de Pierre de
Fermat, un magistrado del Ayuntamiento de Toulouse,
casado y padre de cinco hijos, que dedicaba sus ratos
libres a leer libros de matematicas. En el margen de uno
de los libros que estaba leyendo, Fermat escribi¢:

«Es imposible encontrar la forma de convertir un cubo
en suma de dos cubos, una potencia cuarta en suma
de dos potencias cuartas, o en general cualquier
potencia més alta que el cuadrado en suma

de dos potencias de la misma clase; para este hecho

he encontrado una demostracion excelente. El margen
es demasiado pequerio para que dicha demostracion
quepa en él». El magistrado nunca publicé sus ideas
matematicas. Fue uno de los hijos quien, después de su
muerte, tomandolas de aqui'y de all3, las recopild en un libro donde curiosamente no aparece
ninguna prueba del enunciado anterior,

mal llamado «teorema de Fermat», porque, mientras no se descubra una demostracion,

solo es una conjetura. Cuando el tio le conto esta historia a Alexis (hacia 1955),

nadie habia conseguido demostrarlo. Més adelante, cuando un profesor

de matematicas le confirmé la historia de aquel juez, cuya imagen Alexis confundia

con la del mosquetero Aramis, sintié el deseo de dedicarse a resolver esa conjetura.

Pero, sobre ese suefo, se impuso la pasion de volar. A los cincuenta y dos afos,

después de mas de veinte trabajando como piloto, un dia un amigo le habla de un libro
titulado El enigma de Fermat. Leyéndolo se entera de que un joven matemaético,

de nombre Wiles, acababa de cumplir, en 1994, el suefio que ambos habian tenido

en lainfancia. Y esto le hace cambiar de vida.

La novela es el relato de esta transformacion y, en ella aparecen numerosas referencias
a las matematicas que dan pie para plantear diversas actividades didacticas.

Pese a su aislamiento, a Marc le suceden algunas cosas interesantes como la visita
del gran escritor Julio Cortazar, convertido por el autor de la novela en un personaje
de ficcién.

Fermat también contribuyé al desarrollo del calculo infinitesimal con resultados
interesantes, como este: «Si una funcién derivable tiene un extremo relativo
en un punto, su derivada en ese punto debe ser nula». Justifica este teorema.

Si xo es un extremo relativo de una funcién derivable, ya sea un maximo o un minimo,

la recta tangente a dicha funcién por este punto es una recta horizontal, es decir, una recta
cuya pendiente es igual a cero. Como la derivada de una funcién en un punto coincide
con la pendiente de la recta tangente en dicho punto tenemos que: f/(x,) = 0
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Derivada de una funciéon

ANTES DE COMENZAR... RECUERDA

001 | Estudia la continuidad de estas funciones.

a) fix)=— ZX 1 b) gx)=+x*+7 c) h(x) =In3x
X p—
a) ContinuaenR —{-1, 1} b) Continuaen R c) Continua en (0, + o)

002 | Deriva las siguientes funciones.
a) f0=x" b)) fl)=7 o f=logsx  d) fx)=x

a) f(x)=9x° b) f(x)=7"In7 o f'(x)= d) f(x) =

ACTIVIDADES

001 | Halla la tasa de variacion media de las funciones: f(x) = x*+1 gx)=x*+7
en los intervalos [0, 1]y [—2, —1].

fy—f0) 2-1

a) Tvm(o =2 =y
1-0 1
TVM(=2,—1) = f=D-f=2) _2-5_ .
—1-(=2) 1
b Tvm(o,m=IN=90 _8=7 _,
1—-0 1
TVM(—2 )= I N=9=2) _6-(=1 _,

002 | El espacio, en metros, que recorre un movil en funcién del tiempo, en segundos,

1
viene descrito por la férmula e = ;tz + t. Halla su velocidad media en [1, 5].

_ Lsyso Ly 5
Tvmn sy = 222 =€l _ 3 3 — X _3ms
51 4 4

003 | Calcula la derivada de estas funciones en x = 2.

a) f)=7x+1 b) flx) = —
X
2 FO) i fQEN =@ 7@ me11s L 7h
h—0 h h—0 h h—0 h
L
_ 2 _ 2
b) f’(z):/mf<2+h) f(2):/jm Q2+h7 4 _jm? (4+4h+h) _
h—0 h h—0 h h—0 4h(2 + h)z
—4h—h . —4—h 1

h=0 4h(2 + h)> =042+ h)’ 4




004 | Halla la derivada de las funciones en los puntos x = 1y x = 2.
a) f()=x b) fx) = Vx
_ 3 _ 2 3
3 F() = lim f(+h)—£() — im a+h" =1 _ im 3h+30"+h _
h—0 h h—0 /—7 h—0 h
= m(3+3h+h*) =3
_ 3 _ 2 3
£(2) = fim f2+h)—1(Q2) — im 2+h° -8 _ im 12h+6h° +h _
h—0 h h—0 h h—0 h
= ﬁirrg(]Z +6h+h") =
, F(14 h) — £() Jrn-1 . (e =) Wieh +1)
b) (1) = lim = = lim =
o p P0 (VAP

005

006

007

SOLUCIONARIO

T+ h—1 ) 1 1
= im =—

’Hoh( 1+h+1) =eJi+h 410 2

f,(z)zgofmm—f() ) o\/z+ -2 _
(\/2+ ~2){2+n +J—) o 2+h=2
=i h2+h ++2) (a2t h +42)
= [im ! — ! :Q
o 24h+V2 22 4

Halla la pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcién f(x) = 6x* + 1
enx=1.

— 2 _ 5
) o T =) B R +1-7 126k

h—0 h h—0 h h—0 h

= lim(12 + 6h) =
h—0

iCuadl es la pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcion f(x) = x> en x = 1?

— 3 5 3
)= i LOER Qb —1 3he 3R 4
h—0 h h—0 h h—0 h

= ﬁ"”%(” 3h+h) =

Halla la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion f(x) = x* + 3
en el punto P(—1, 4).

;Cudl es la ecuacion de la recta normal?
_ _f(— _ 2 _ _ 2
F_1) = fim fe1+ == 1+ h +3-4 —2h+h
h—0 h h—0 h h—0 h
= lim(=24+h)=—
h—0

La ecuacién de larectatangentees:y —4 = —2(x+ 1) > y = —2x 42
9

i 1 1
La ecuacién de la recta normal es: y — 4 = E(X +1N)>y=—x+ By
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Derivada de una funcidon

008 | Calcula las ecuaciones de las rectas tangentes a la funcion f(x) = 2x> + 3
enlos puntosx=1yx=—1.

Comprueba que son paralelas a la recta y = 6x.
(=5

— 3 _ 2 3
fy = i AP =FO) 204 435 | 6ht 6k +on°

h—0 h h—0 h h—0 h

= m(6 +6h+2h")=6

La ecuacién de larectatangentees: y —5=6(x —1) = y = 6x — 1
=1 =1

_ _ f(— _ 3 _ R 3
f’(—1)://mf( T+ h)—f( 1)://,m2( T+ h)°+3 1://,m6h 6h* 4+ 2h _
h—0 h h—0 h h—0 h

= m(6 —6h + 2h") =6
Laecuacién de larectatangentees:y —1=6(x+1) > y =6x+7

Las rectas son paralelas a la recta y = 6x porque su pendiente es 6.

009 | Calcula las derivadas laterales de la funcion f(x) en el punto de abscisa x = 2.

2x+1 six <2
flx) =
) {x+3 six >2

2+h+3-5 . h
= m —=

f'2%) = lim — Jim 0y
h—0* h h—0* h h—0" h

Fa) = fim (EEN =1y 204D H1Z5 20
h—0~ h h—0~ h h=0" h

Las derivadas laterales no son iguales — f(x) no es derivable en x = 2.

010 | Halla las derivadas laterales de las siguientes funciones en el punto de abscisa x = 0.
1

a) flx) = x3

b) fx)=Yx

a) f(07)= lim flO+ M —1(0) = lim — = lim 1 =+
h—0* h h—0*  h hosot 2
h3
1
F0) =t LOFN=TO oy B2y T
h—0~ h h—0~ h—0~ hf

Las derivadas laterales no son iguales — f(x) no es derivable en x = 0.

4
b) F(0) = fm JOEN-FO _ Ih _ m — = 4
h—0* h h—0* h h—0* é/h_S

f'(07) no existe, ya que h es un nimero negativo y la funcion no esta definida
para numeros negativos — f(x) no es derivable en x = 0.
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012

SOLUCIONARIO

Estudia la continuidad y derivabilidad de esta funcién en el punto x = 2.
{x +1 six<2

x?—1 six>2
im (x 4+ 1) = lim (x> =1 =3 = f(2) - f(x) es continua en x = 2.
x—=2* x—2"
_ 2 1 2
F2*) = fim fR+h—-f2) _ im Q+h?-1-3 _ im 4h+h° _
h—0* h h—0t h h—0t h

=lm@A+h =4
h—0*

Fo) = fm J2EN =D @+P+1-3 b

h—0~ h h—0~ h h—0" h

Las derivadas laterales existen pero son distintas, por tanto, f(x) no es derivable

enx=2.
Decide si la funcién f(x) = | x4+ 2| es continua y derivable en los siguientes puntos.
a) x=0 b)x_—2 c x=3 d) x=-5
a) lim(x+2) = //‘m (x +2) =2 = f(0) - f(x) es continua en x = 0.
x—0 -
0% = fim f(0+h)—f()_/i (O+h)+2—2:/[mﬁ:1
h—0" h h—0t h h—0% h
flo) = fim JQENZAO _ ) QP +2=2 o h
h—0~ h h—0~ h h—0" h

Las derivadas laterales existen y son iguales, por tanto, f(x) es derivable en x = 0.

b) Iim (x+2)= Ilm (—x —2) =0 = f(—2) = f(x) es continuaen x = —2.

x—-2+ x—-2"

f(=2+h)—f(=2) _

(=2+h)+2 _h
m = lim

f(=2*) = lim — i 2y
h—0* h h—0* h h—0* h

fleo)= fm (2EN-F=2) _ =240 =2 _ —h
h—0~ h h—0~ h h—0~ h

Las derivadas laterales existen pero no son iguales, por tanto, f(x)
no es derivable en x = —2.

o lim(x+2)= lim(x+2)=5=f(3) - f(x) es continua en x = 3.
Xx—3"

x—3*+

fF3+h) —f(3) B+hm+2-5_  h

f'3*) = lim = lim = — =
h—o* h h—0* h h—0* h

F(3) = Im f(3+ h)—f(3) — i B34+h+2-5 — im £:1
h—0" h h—0~ h h—0" h

Las derivadas laterales existen y son iguales, por tanto, f(x) es derivable en x = 3.

d) Iim (=x—=2)= Im (—=x —2) = 3 = f(—5) = f(x) es continua en x = —5.

x——5T X—=—5~

FLst) = g [ESEM=fS) 523 o
h—0* h h—0* h h—=0"  h

flosy— fim JESEM =S 54 m-2-3  -h
h—0" h h—0~ h h—0" h

Las derivadas laterales existen y son iguales, por tanto, f(x) es derivable en x = —5.
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Derivada de una funciéon

013 | Halla la funcién derivada de f(x) = 3x* + 1 aplicando la definicion.
A partir del resultado, calcula la derivada de f(x) en estos puntos.

a) x=1
b) x=2
_ 2 _ 2 2
Fx) = fim f(x + h) —f(x) —im 3A(x+h?+1-036Bx*=1) —im 6hx + 3h _
h—0 h h—0 h h—0 h
= lim(6x + 3h) = 6x
h—0
a) f(h=6
b) f(2)=12

014 | Utiliza la definicion para calcular la funcion derivada de la funcion f(x) = x> + x2.
Calcula, después, las derivadas sucesivas.

{Existen todas hasta la derivada n-ésima?

) fx+h)—f(x) . (x+hP+x+h? =0+ x7)
f'(x) = lim = lim -
h—0 h h—0 h
N e o L1 L 2 L
h—0 h

= L/'m(sz +3hx+h? +2x 4+ h) =3x> + 2x
—0

) o 2 (22
F(x) = fim f'(x 4+ h) —f'(x) — i 3(x + h) + 2(x + h) — (3x* + 2x) _

h—0 h h—0 h

2
- mw = [m(6x +3h+2) = 6x +2

 f'(x+h) —f"(x)  6(x+h+2—(6x+2) . 6h
f"(x) = lim = im = [m—=6

h—0 h h—0 h h—0 h
() = fim X EM =00 626

h—0 h h—0 h

A partir de la cuarta derivada todas las funciones derivadas son iguales a 0.

015 | Calcula la derivada de estas funciones, y comprueba que se cumple que el resultado
es igual a la suma de las derivadas de las funciones que las forman.

a) fx)=x— x?
b) f(x) =x*+ 2x

_ _ 2_ 2
3) Flo) = m X EN =00 et =X+ A = —x) _
h—0 h h—0 h
_ _ 2
m P2 - ok — by = 1— 2x
h—0 h h—0
_ 2,2 2
P00 =l EF =Xy CEIT =Xy By X
h—0 h h—0 h h—0 h h—0 h
:17£/rr())(2><+h):172x
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SOLUCIONARIO

_ 3 _ 3
b) Fx) = lim fx+hm—flx) _ im +hP +2x+h) = +2x)
h—0 h h—0 h
2 2 3
= lim She” +3hx + i + 2h = IimBx* +3hx+h> +2)=3x>+2
h—0 h h—0
33 _
f'(x) = lim (x+h) —x + lim 2x+h) —2x =
h—0 h h—0 h

2 2 3
_ XA 20 m(3X + 3+ h) +2 = 357 +2

h—0 h h—=0 h

016 | Halla las derivadas de f(x) = 6x*y g(x) = —x. ;Cual es la derivada de su producto?

017

018

f(x)
(Yde——?
g(x)
_ 2 pua ,
fi(x) = lim f(x+h)—f(x) —im 6(x + h)* — 6x — im 12hx + 6h _
h—0 h h—0 h h—0 h
= lim(12x + 6h) = 12x
g'(x)=lim gx+h—-g00 _ . b+ —(=x _ . —h_ |
h—0 h hes0 h m h

F0)-gx) =) - g'(x) _ 12x(=x) = 6x*(=1) _ 6
[g(x)” (=x)’

Utiliza las definiciones de composiciéon de funciones y de derivada para comprobar
que se cumple la regla de la cadena.

(gofix+h) —(gof)) _ . glflx+h)—glfx)) _

[(g e A = lim p fim p =
_ ml gif(x + M) = glf(x)  flx+h) —f0x) | _
=0 f(x 4+ h) —f(x) h

_ o GO ) — gL
h=0  f(x 4+ h) — f(x) h=0

Halla la derivada de la funcién k(x) = v 2x + 5 utilizando la definicion de derivada,
y comprueba que el resultado es el mismo que si aplicas la regla de la cadena.

Koo = i KEEM =k o ok 45 ks
h=0 h h—0 h

i (Vax+m+5 —Vox+5) 2+ +5 +J2x +5)
h=0 A2+ M +5 +2x +5)
) 2Xx+2h+5—2x—5 ) 2
= lim = lim =
02+ 45 +V2x+5) 02+ h + 5+ 2x +5
2 1

2 +5  J2x+5
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Derivada de una funciéon

SHF(0) = 2x 4+ 5 — F) = fim XEM =) 2 M +5-0x+5) _
h—0 h h—0 h
://mﬁ:2
h~>0h
gx+h—g) . Jx+h-Vx _

= lim =
h—0 h( X+h+\/;)

. X+h—x 1
= Im—-—-—=

1
fim =
Pt h ax) P rh 2l
Como k(x) = (g o f)(x) aplicando la regla de la cadena:
_
2N2x+5 N2x+5

019 | Calcula la derivada de esta funcién, indicando los pasos que sigues para hallarla.
f(x) = 5x* + 3x?

k'(x)

Aplicando la derivada de las funciones potenciales:
(x*)' = 4x° (x3) = 2x

Teniendo en cuenta las operaciones con derivadas:
f(x)=5-4x> +3-2x = 20x° + 6x

020 | Halla la derivada de la siguiente funcion.

o — g X=2) 1 —x=205xt A =2 X —5x 4 10x* _
(x) = X5 ’ (x°)? - ME ’ X1 -
(x —2)*(—=16x + 40)
- el

021 | Halla la derivada de las siguientes funciones.

a) f(x) =5Inx+e* b) f(x) =log; (—6x*In x)
1 712x|nx+(f6xz)i N ]
Q) FX)=5-—+e".4 b flx)= X _anxd
X —6x%’InxIn 3 xInxIn 3

022 | Obtén la derivada de estas funciones.

a) f(x) =e"log,x® b) f(x) =In (3x*—x)~’
5x* 5
a) f'(x)=e"log,x® 4 e - =e"log, x° + e ——
9 x°In 4 9 xIn 4
b) Flx) = 7(3x7 — x) % (6x —1) _ 7(6x —1)
(3x? = x)”’ 3x2 —x
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SOLUCIONARIO

Decide de qué tipo son las siguientes funciones, y halla la derivada de cada una de ellas.

a) f(x) = cos (sen 2x) o f(x)=arctgx®+2
b) f(x) =sen (In 2x) d) f(x) =tg (x*+ 3x)

a) f'(x)= —sen(sen 2x)-cos 2x -2

b) f(x) = cos(In2x)- 2 cos(in2x)

2x X
1 1
—(x*+2) 23x2
2 3x?

1+ (e +2) 20+ 20 +2

d) F(x) = (14 1tg* (x* + 3x) (4x°> + 3)

o flx)=

Calcula la derivada de estas funciones.

a) f(x) = cosVx*+ x A fx)=1tg 1+ x
‘| i
b) f(x) =senx®+ 3cos®x d) fix) =arctg Jx

(2x + 1)sen(\/ x° + x )

2N x2+x

1
a) Fx) = —sen(\Vx? + x )%(x2 Fx) 20x+1) =

b) f'(x) = cos x* - 2x + 6cos x(—sen x) = 2xcos x*> — 6sen x cos x

1+x]] M= x) = (14 x)(=1)
(1—x)?

:[mgz 1+x](]_zx)2

Q) f’(x):[H—tgz[
T—x

1—x

2 1

1+ (X)) 204 07X

Calcula la derivada de las siguientes funciones utilizando la derivacion logaritmica.
a) f(X) = (X2 —4x + 3)senx b) f(X) — X8x+cosx

a) Inf(x)=1In(x? —4x 4 3y~
Inf(x)=senx-In (x> —4x+3)

M= cos x - In (x? —4x+3)+senx-ﬂ
f(x) x? —4x+3
! 2 2x—4 2 sen x
f(x)=|cosx-In (x* —4x +3)+senx - ————|(x* — 4x + 3)
X2 —4x+3
b) In f(x) = In x¥+ox
In f(x) = (8x + cos x)Inx
flx) = (8 —sen x)Inx + (8x + cos x)i
f(x) X
Flx) = [(8 —senx)nx + 8+ “’”]x%m
X
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Derivada de una funcidon

026 | Deduce la derivada de estas funciones a partir de la derivacion logaritmica.

a) fi)=x" b) f(x)=a*
a) Inf(x) =Inx" —Inf(x) = ninx b) Inf(x)=Ina* = Inf(x) = xlna
=" 6
fi(x) = n.i.Xn — nx™! f(x)=Ina-a"
X

027 | Halla la derivada de estas funciones implicitas, y calcula su valor en el punto (7, —2).

a) xX*=3x+y*=0 b) 5x%+ 3xy+ 6y —x+ 13xy*=0
_ 2
a) 3X=342yy'=0-2yy'=3-3x" >y = 3 ;X
Y
— . 2
AP Y
2(=2)
b) 10x 4 3y 4+ 3xy' 4+ 12yy' — 14 13y? + 26xyy' =0
. ) , 1—=10x —3y —13y’
- (Bx+ 12y +26xy)y' =1—10x =3y —13y* > y' =
3x 4+ 12y + 26xy
, 1—-10-7 —=3-(=2) = 13- (=2)? 115
(7, —2) = (=2) (=27 _ 115

3.7412-(=2)+26-7-(=2) 367

028 | A partir de la derivada de la funcién f(x) = x?, calcula la derivada de la funcién

f~(x) = \/; y comprueba que obtienes el mismo resultado que si utilizas
la definicién de derivada.

f'(x) = 2x

C (F)(x) = - -
PO r(x) 2dx

ey = im = Wb =)W h )
M h 0 h(Vx+h +x)

) X+h—x
= lim =

1
h-0 h(\/x+h +\/;) Hx

029 | Calcula la tasa de variacién media de la funcién f(x) = 1 en los intervalos [2, 3] y [2, 5].
A partir de ella, calcula la derivada en el puntox =2. X

TUM(2, 3]) = _ _
3-2 1 6
M@, sy = O-f@ _ 5 2 1
5-2 3 10
1
FO) = fm 2T 2 _yp2=2=h o1
h—0 h h—0 Zh(z + h) h—0 2(2 + h) 4
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SOLUCIONARIO

Halla las tasas de variacion media de la superficie de un circulo cuando su radio pasa
de medir 1 cm a medir 3 cm y de 3 cm a 5 cm. jPermanece constante si la variacion
del radio es la misma?

La funcién que mide la superficie de un circulo segun la longitud de su radio x es:

f(x) = mx?

v 3y = 8= _9m—m
3.1 2

TVM(B, 5) = f(5) — f(3) _ 257 — 97 .
5-3 2

Aunque la variacién del radio es la misma, la de la superficie no permanece constante.

Galileo demostré que, cuando un objeto cae libremente,
es decir, prescindiendo de la resistencia del aire, la altura
recorrida, en metros, y el tiempo transcurrido, en segundos,

. . . 1
se relacionan mediante la férmula: h = —gt?,0lo que es
lo mismo, aproximadamente, h = 5t 2

a) Calcula las tasas de variacién media entre 1
y 7 segundos y entre 1y 5 segundos.

b) Halla la derivada de esta funcionenx = 1.

a) Tvm@ 7)== _ 28525 _ 4,
7.1 6
Ty, sy =[O =0 1255 _ 4
51 4
2 2
o fy— i (ER =) SO R =5 L don s _
h—0 h h—0 h h—0 h

= lim(10 4+ 5h) =10

h—0

Utilizando la definicidn, calcula la derivada de las siguientes funciones
enel puntox = —1.

a) f(x)=3x b) gix) =x2 Q i) =x* d) jix) = |x|

2 Flen) = m I ED=FED ) 313 30
h—0 h h—0 h—0 h
— al— _ 2 _ 2
b) g'(—1) = lim g=1+h—g=n _  1Hh =1 —2h+h
h—0 h h—0 h h—0 h
= lim(=2+h)= -2
h—0
_ — (= 3 _ 2K 3
9 1) = lim =i ST 3h =3
h—0 h h—0 h h—0 h
=Lirré(3—3h+h2)—3
d) j,(_U://m/(—Hh)—/( 1) //_m| T4+ h| =1 i 1—h—1:_]
h—0 h h—0 h h—0 h
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033 | A partir de la definicidn, determina la derivada de las funciones en el punto x = 0.
a) fx)=ax+b b) g(x) = ax? Q ix)=ax*+b d) j) =ax*+bx+c

3 F(0) = mQFN=FO) _, ah+b-b _
h—0 h h—0 h
— 2 —
b) g'(0) = lim g0+ h-g0 = im an” —0 = lim(ah) =0
h—0 h h—0 h h—0
A B L
9 10) = fm OEM=10) _ o +b-b _ =0
h—0 h h—0 h h—0
4 o , -
& (o) = im2OEN=JO) _y ah Hbhrc=c by =b
h—0 h h—0 h—0

034 | Utilizando la definicién de derivada, calcule la derivada de f(x) = x> — 3xen x, = 1.

— 3_ o
F) = g JAHEN =0 O =304+ ) = (=2) _
h—0 h h—0 h
2 3 2 ) ,
I o L et ok LR G AR
h=0 h h—0 h h—0

035 | Calcule la derivada de la funcién f(x) = | x — 2| en x = 2, si es posible.

X—2 Six > 2
f(x) = ,
—X4+2 six<2

Ft) = i JCHEN =Dy 2802220y 0y
h—0* h h—0* h h—-0" h

)= fm [2EN =M@y ZRFMN+220 0 =h
h—0~ h h—0~ h h—0" R

Las derivadas laterales existen pero no son iguales, por tanto, f(x) no es derivable
enx=2.

036 | Halla la ecuacion de la tangente a la grafica de cada una de estas funciones
en los puntos que se indican.
4
-3
a) y=senx+x,enx=m. b)y= X ,enx=—1. ¢ y=In(x*+7),enx=0.
X

a) f(m)=m=
f(x)=cosx+1—>f(x)=0
La ecuacion de larectatangentees:y —m=0(x —m) > y =7
b) f(-1)=2
4> x—(x"—=3)  3x“+3
x? X
La ecuacion de larectatangentees:y —2=6(x+ 1) > y = 6x+ 8

f(x)= S>f(=)=6
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SOLUCIONARIO

o f0)=In7
fo=—2" L5r0=0
x> +7
La ecuacién de larecta tangentees:y —In7=0(x —0) > y =In7

1
Determina la ecuacion de la tangente a la parabola y = EXZ en el punto A(2, 2).
f'(x):%-ZX: x> f2)=2
La ecuacién de larectatangentees:y —2 =2(x —2) > y = 2x — 2

Calcule la recta tangente a la curva f(x) = In x? en el punto x = 2.
(Murcia. Septiembre 2006. Bloque 3. Cuestion B)

f2)=1In4
foo=2X =2 L pe) =1
x° X

La ecuacién de larectatangentees:y —In4=x—-2—>y=x—2+1In 4

L - - -2
Halla la ecuacién de la recta tangente a la grafica de la funcién f(x) = ——

en el punto de abscisa x = 2. X
Demuestra que esa recta solo corta a la gréfica en el punto de tangencia.

La ecuacién de la recta tangente es: y + 1= %(x —2)>y= %x -2

El punto de corte de las dos funciones verifica que: %x —2= =2 S X’ —4x=—-4
X

S X —dx=-4 5 X —4x+4=0>Kx-20=0>x=2
Por tanto, hay un Unico punto comun a ambas gréficas.

Halla el punto de la curva y = v/ x en el que la recta tangente es paralela

1
alarectay = Ex.

Las rectas son paralelas si tienen la misma pendiente, por tanto, buscamos

el punto que verifica que: f'(x) = %

(R 1
— X 2 = —
2 Hx

1 1
Entonces:§=7—> X =1->x=1

Nx

El punto tiene por coordenadas (1, 1).

fi(x)=
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Derivada de una funciéon

041 | Se considera la funcién f(x) = x> + m, donde m > 0 es una constante.

a) Para cada valor de m hallar el valor a > 0 tal que la recta tangente a la gréfica
de fen el punto (g, f(a)) pase por el origen de coordenadas.

b) Hallar el valor de m para que la recta y = x sea tangente a la grafica de f.

a) flay=a*+m
f'(x)=2x — f'(a) = 2a
La ecuacion de la recta tangente es:
y—(@*+m)=2ax—a)—y=2a—a+m
Si esta recta pasa por el origen de coordenadas entonces:

0=-a+m-oa=-m

1£~N1—4m
2

Silarecta y = x es tangente a la grafica de f solo tienen un punto en comun,
entonces:

b) X’ 4+ m=x—>x>*—x4+m=0—>x=

174m:0—>m:i
4

042 | Calcula la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f(x) = (x + 1)e " en el punto
de corte de f(x) con el eje X.

Calculamos el punto de corte con el eje de abscisas:
x+Me*=0—>x+1=0—> x=-1
fX)=e*—(x+Ne " =>f(-)=e

La ecuacion de la recta tangente es: y = e(x + 1)

043 | Dada la funcién f(x) = 9x + 6x* — x*, halla los puntos en los que la recta tangente
a la gréfica de f(x) tiene pendiente 1.

Sila pendiente esigual a T entonces:
X)) =129+ 12x—4x° =1-54x>—-12x—-8=0
—>X3—3X—2:O%(x—2)(x+1)2:O—){ii21

Asi, los puntos que verifican la condicion son (2, 26) y (—1, —4).

044 | Calcula la ecuacion de la recta tangente a la curva x* + 16y> — 16 = 0 en el punto
de abscisa 3 y ordenada positiva.

Six—3%9+16y2—16—0%16y2—7%y—i\/47
ﬁ]

Consideramos el punto [3, .
4
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X+32yy' =032y =-2x > y' = 7%
y

[ ﬁ] 3 3 W7

i3 —
4

AR

16. L
4

La ecuacién de la recta tangente es:

o a7

4 28 28 7

Determina la ecuacién de la recta tangente a la curva 4x> — 9y — 36 =0
en el punto de abscisa 4 y ordenada positiva.

N7

Six:4—>64—9y2—36:0—>9y2:28—>y:iT7

zﬁ]

Consideramos el punto [4, T .

8X—18yy,20%—]8)/)/':—8)(%)/’::7)(

Y

y,[4 2\/7]_ 16 8 8\/7
"3

N YT
3

La ecuacién de la recta tangente es:

N7 87 NN
y————=——x—-4) oy =—x———
3 21 21 7

Halla las ecuaciones de la recta tangente y de la recta normal a la gréfica
dela funciéon y = In x en el punto de abscisax = 1.

f=0

Fo0 =L 5 A =1
X
La ecuacién de la recta tangente es: y = x — 1

La ecuaciéndelarectanormales:y = —(x = 1) > y = —x + 1

Diga para qué valor de x la recta tangente a la curva y = In (x> + 1) es paralela
alarectay=x.

Escriba la ecuacién de esta tangente.
(Cataluna. Aiio 2008. Serie 5. Cuestion 3)

Las rectas son paralelas si tienen la misma pendiente, por tanto, buscamos
el punto que verifica que: f'(x) =1

Flx) = —2
X2+ 1

Entonces: — =12 =xX4+12xX=-2X4+1=0>Kx—-1P¥=0->x=1
X° 41

La ecuacién de larectatangentees:y —In2=x—-1—>y=x—1+41In2
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Derivada de una funcidon

048 | Determina el punto de la parabola y = x* — 7x + 3 en el cual la tangente es paralela
alarectay= —5x+5.

Las rectas son paralelas si tienen la misma pendiente, por tanto, buscamos
el punto que verifica que: f'(x) = —5

f(x)=2x—-7
Entonces:2x —7=-5—-92x=2—>x=1

El punto tiene por coordenadas (1, —3).

049 | Seaf(x) =x + xe ™

Calcular la ecuacion de la recta tangente a f en un punto x para el cual dicha recta
tangente sea paralela a la recta que pasa por los puntos (1, 1) y (3, 3).

La recta que pasa por los puntos (1, 1) y (3, 3) tiene por ecuacion: y = x

La recta tangente es paralela a ella si tiene la misma pendiente, por tanto,
buscamos un punto x para el que se verifica que: f'(x) =1

fx)=14+e*—xe "
Entonces:T+e ™ —xe " =1—oe —xe " =02 "(1—-x)=0—> x =1
f)=1+¢"

La ecuacién de la recta tangentees:y —(1+e ') =x—1—=>y=x+1+¢"'

. ) X3
050 | Determina las abscisas de los puntos de la curva y = = — x? —3x + 1 cuya recta
3

tangente forma un angulo de 135° con el sentido positivo del eje de abscisas.

Sila recta tangente forma un dngulo de 135° con el eje de abscisas entonces:
m=1tg135°=—1

Buscamos los puntos que verifican que f'(x) = —1.

flx)=x*=2x—-3

EntOﬂCeS:Xz—2X—3:—1—>X2—2X—2:O—>X:ﬂ:1i\5
2

051 | Calculense las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la grafica de la funcion
2

fx)=—— | tox=0.
e en el punto x
f(0)=0
2 2
Fix) = 2x(x* + 1) —x* - 2x _ 2x L F(0)=0
(x* +1? (x* + 17

La ecuacién de la recta tangente es y = 0.

Asi, la ecuacion de la recta normal es x = 0.
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SOLUCIONARIO

Determina las ecuaciones de la recta tangente y de la recta normal (recta perpendicular
a la tangente) en el punto de abscisa 0, a la gréfica de la funcién f dada por:

X =2
X’ +4
(Castilla-La Mancha. Junio 2003. Bloque 4. Pregunta A)

f(x) = 2xe* +

20,2 (3
Flx) = 2¢" + 2xe" + 3x4(x7+4)— (x° —2)2x _
(x* +4)
4 2
= D" + 2xe* +M — f(0)=2
(x? 4 4)?

La ecuacién de la recta tangente es: y = 2x

- 1
La ecuacién de la recta normal es: y = ——x
2

Halla las ecuaciones de la recta tangente y de la recta normal a la gréfica
de la funcién g(x) = | x* — 9| en el punto de abscisa x = 2.

g9(2)=5

gx) = X2 =9 si|x|>3 S gl = 2x  sifx]>3
—x°+9 si—3<x<3 —2x si—3<x<3

g'2)=-4
La ecuacién de larectatangentees: y —5=—4(x —2) - y = —4x + 13
La ecuacién de larecta normal es:y — 5 = %(X —2)>y= ix +%

Halla las ecuaciones de las rectas tangente y normal a las siguientes curvas
en los puntos que se indican.

1
a) y:xe&,enx=4. b) y =arc senvx,enx =—.

2

a) f(4) = 4¢e’

i Jx
Fix) = e + xe'™ ~%x 2=l 4

xe

Nx

La ecuacion de la recta tangente es: y — 4e? = 2e*(x — 4) — y = 2e’*x — 4¢?

— f'(4) = 2¢°

La ecuacién de la recta normal es:

2
—d4e’ =———(x—4) > y=———x+— + 4¢?
/ 2¢? g 2¢? e’
b) f[]J_“
2 4
1
fr(x):;.ixz:;%fr[i]ﬂ
Ji—x 2 W x — x? 2

., iy 1 1 iy
Laecuacién de larectatangentees:y —— =x—— > y = x — — + —
4 2 2 4

., ™
La ecuacién de larectanormales:y — — = —

1] 1 =«
X——|—=y=—X+—+—
2 2 4
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Derivada de una funcidon

055 | Halla las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la curvay = x* 4+ x> — 6x+ 1
en el punto de ordenada 1y abscisa positiva.

x=0
XCHxX—6x+1=1 X+ —6bx=0-ox(x>+x—6)=0—>1x=2
X =-=3

Tenemos que hallar las rectas que pasan por el punto (2, 1).
f(x)=3x"+2x—6 > f(2)=10
La ecuacién de larecta tangentees: y —1=10(x —2) » y = 10x — 19

., 1 1 6
La ecuacién de la recta normal es: y — 1= _B(X - > y=—x+—

005
4
-

a) Calcular la ecuacion de la recta tangente y de la recta normal a la grafica de f
en el punto de abscisa x = 2.

b) Determinar los puntos My N de la grafica de f para los que las rectas tangentes
en My N se cortan en el punto (4, —8).

056 | Sea fla funcion con dominio los nimeros reales no nulos definida por f(x) =

a) f(2)=2
Flx) = —2 5 F(2) = —1

XZ

Laecuacionde larectatangentees:y —2=—(x—2) > y=—x+4

La ecuacién de larectanormales:y —2=x—-2—> y = x

b) Sea P[p, 4] un punto cualquiera de la grafica de f.
p

Asf, la recta tangente en P es de la forma:

4 4 4 8
y——=——Wk=-poy=—"Xx+—
p p P p
Si esta recta pasa por el punto (4, —8) tenemos que:
4
_?.
Luego los puntos que buscamos son M(1,4) y N(—2, —2).

8=

4+§—>8p2+8p—W6:O%p2+p—2:O%{Z:12
p ==

057 | Calcula el valor de a para que la recta tangente a la grafica de la funcion

f(x) = —ax* + 5x — 4 en el punto de abscisa 3 corte al eje X en el punto x = 5.
{Cual es la ecuacion de la recta normal?
f(3) = —9a + 11

f(x)=—-2ax+5—=f(3)=—6a+5
La ecuacién de la recta tangente es:
y+9a—11=(—6a+5(x—-3)—>y=(—6a+5x+9a—4



058

059

060

061

SOLUCIONARIO

Si esta recta pasa por el punto (5, 0) entonces:

(—=6a+55+90—4=0— 2a=-21—>a=1

Por tanto, la ecuacion de larectatangentees:y —2 = —(x —3) > y = —x+5
Laecuaciéndelarectanormales:y —2=x—-3 > y = x —1

Halla los valores de g, by c para que las gréficas de las funciones f(x) = x> + ax+ b

y g(x) = x> + c pasen por el punto (1, 2) y en ese punto tengan la misma tangente.
Sila gréfica de fpasa por el punto (1, 2), entonces: 1+ a+b=2—>a+b=1
Del mismo modo, si la de g pasa por el punto (1, 2) tenemos que: 1+ c =2 - c =1
Y si en este punto tienen la misma tangente se verifica que: f'(1) = g'(1)
fx)=2x+a—->f()=24+a

2 =3 =1-5b=0
9x) =3x = g'() =3 }—) +a —a -

X+2
¢Para qué valor de alarecta ax + y =In 2 es tangente a la curva f(x) = In [ + ]
en el punto de abscisa x = 0? x+1

(Canarias. Septiembre 2006. Opcién B. Cuestion 1)

f(0)=In2
X+1—(x+2)
X+ 1?2 —
fo) = —XF ' L ro=-1
X+ 2 (X +Nx+2) 2
X +1
La ecuacién de la recta tangentees: y —In 2 = —%X - %x +y=In2

. 1
Asi, tenemos que: a = E

Determinar el valor de a para que la recta tangente a la gréfica de la funcion
f(x) = x> 4+ axen el punto x = 0 sea perpendicular alarectay + x = —3.

(Castilla y Leon. Junio 2008. Prueba A. Cuestion 2)
y+x=-3—>y=-—x-3
Si la recta tangente es perpendicular su pendiente es f(0) = 1.
fx)=3x"+a—f0)=a

Luego, resulta que a =1

Halla la ecuacién de la parébola y = x* + bx + ¢ cuya recta tangente en el punto (1, 1)
es paralela a la bisectriz del primer cuadrante.

fx)=2x+b—->f)=2+0b

La bisectriz del primer cuadrante es la recta y = x.

Sila recta tangente es paralela a ella, entonces: 2+ b =1— b = —1

Asi, la ecuacion de la funcion es de la forma: y = x* — x + ¢

Sipasa por el punto (1, 1) tenemos que: T=1—14c¢c > c =1

Luego, la ecuacion de la pardbolaes y = x* — x + 1.
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062

063

064

065

066

Considere la funcion f(x) = x* + ax® + bx> + cx + 7. Calcule ¢ sabiendo que su recta
tangente en el punto de abscisa x = 0 es horizontal.

Si la recta tangente en este punto es horizontal, la pendiente es f'(0) = 0.
fi(x) =4x>+3ax* +2bx +c > f(0) = ¢
Asi,c=0.

Halla los puntos de la gréfica de la funcion f(x) = x> — 3x? + x en los cuales la recta
tangente es paralela a larectay = x.
Silarecta tangente es paralela a la recta y = x, entonces: f'(x) = 1
fi(x)=3x*—6x+1
x=0

Entonces:3x276x+1:1—>x272x:0—>1 5
X =

Por tanto, los puntos de la grafica que verifican la condicion son (0, 0) y (2, —2).

Determina en qué puntos de la gréfica de la funcion y = x> — 3x> + x + 1, la recta
tangente a la misma es paralelaalarectay =x + 7.
Sila recta tangente es paralela a la recta y = x entonces: f'(x) = 1
fi(x) =3x* —6x +1
) P x=0
Entonces:3x° —6x+1=1->x"=2x=0— =2

Por tanto, los puntos de la grafica que verifican la condicion son (0, 1) y (2, —1).

Obtener la derivada de la funcién:
f(x) = ax+ b+ senx

Calcular ay bsi O(0, 0) es un punto de la curva y = ax + b + sen x, cuya tangente
en 0(0, 0) es el eje X.

f'(x) = a+ cos x

Silatangente alacurvaenx=0eslarectay =0, entonces: f'(0) =0
a+s0=0—=a+1=0—>a=-1

Asi, la funcion es de la forma f(x) = —x + b + sen x.

Sila curva pasa por el punto (0, 0) tenemos que:b+sen 0 =0 — b =0

De la funcion f: (0, +o0) — R definida por:
ax*+b
X

se sabe que la recta tangente a su grafica en el punto de abscisa x = 1 viene dada
pory = —2.

f(x) =

Calculaayb.
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ax’ —b

2

f(x) =
X

Silatangentealacurvaenx=1eslarectay = —2, entonces: f'(1) =0
a—-b=0—->a=b

2
Asi, la funcion es de la forma: f(x) = o ta
X
Sila curva pasa por el punto (1, —2) tenemos que: 20 = =2 - d = b = —1

Utilizando la definicién, calcula las derivadas laterales de las siguientes funciones
enx=2.

a) flx)=|2—x|

b) gix) = |x*— 4|

2 f(x):{—Z—i—x six > 2
2—X Six <2
F2*) = fim fe+m-1f2) _ im —2424+h i
h—0% h h—0t h
o) = fim JRHEN=FQ) 204k b
h—0~ h h—0~ h h—0" h

Las derivadas laterales no son iguales — f(x) no es derivable en x = 2.

X2 —4  six< =2
b) gx)=1—x*+4 si—2<x<2
x> —4  six>2

_ 2 _ 2
90" = lim J2HN=9@) o CHhr =4 AhER
h—0* h h—0* h h—ot h
= lm@A+h =4
h—0*
_ . 2 _ _ R2
G0 I2EN =G Q4 —ah—h
h—0~ h h—0~ h h—0~ h
= m(—4—h)=—4
h—0"

Las derivadas laterales no son iguales — g(x) no es derivable en x = 2.

Utilizando la definicidn, calcula las derivadas laterales de la siguiente funcion
enx=0.

1 .
flx) = ; six=0
0 six=0
1
h—0* h h—0* h h—0" hz
FO+h)—f 70
Flo-) = fim LOEMN=FO b
h—0~ h h—0~ h h—0" hz
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069 | Sea la funcién f: R — R definida por:

5 .
f(x)=<[x +3 six<i
2—x° six>1

Calcula, si es posible, las derivadas laterales de fen x = 1.

_ _ 2 _ _n2 _
Py = i JOEP O 24 =4 ok —2h=3
h—0* h h—0* h h—o*
— 2 _ 2
FO7) = fim f(1+ h)—f(1) — +h+3-4 _ im 2h+h" _
h—0" h—0~ h h—0~ h

=ImQ2+h) =2
h—0"

070 | Estudia si la funcién f(x) = 3/x es continua y derivable en x = 0.

lim 3/; = lim 3/; =0 = f(0) = f(x) es continuaen x = 0.

x—0" x—0"
3
£(0) = /imw = lim h = = +oo — f(X) no es derivable
h—0 h h—0 h h—0 3/h2 enx=0.

071 | Demuestra que la siguiente funcion es continua en el punto x =1,
pero no es derivable en él.

—x+1 six<1
f=1_, T
x“—1 six>1

a) ;Contradice este hecho alguno de los teoremas o propiedades estudiados
en la unidad?

b) Pon un ejemplo de una funcién que sea derivable y discontinua en un punto.

lim(x? =1) = lim(=x +1) =0=f(1) > f(x) es continuaenx = 1.
x—T" x—1"
— 2 _ 2
) = g JAED O QA =1 200 o=
h—0" h h—0" h h—0* h h—0*
FO0) = fim (14 h) —1f(1) — —(14+ h) +1 _ /im;h:—1
h—0~ h h—0~ h h—0" h

Las derivadas laterales no son iguales, por tanto, f(x) no es derivable en x = 1.
a) No, ya que la continuidad no implica la derivabilidad.

b) No existe, ya que si una funcién es discontinua en un punto no puede ser
derivable en él.

072 | Estudia la continuidad y derivabilidad de la funcion:
x+1

fX) =1 x —1

—2x  six>2

six <2

« Six > 2:f(x) = —2x — Funcion polindmica, por tanto, continua en (2, +).

474



073

SOLUCIONARIO

¢ Six <2 f(x)= X +: — Funcién racional continua en (—oo, 2) salvoen x = 1.
X —
« Six=1:
1) = lim X =
=T x -1 — f(x) no es continua en x = 1, por tanto,
F1) = fim X1 — 4| noesderivableenx=1.
x-1 x — 1
« Six=2
f2r) = fim XX 3
x=27 x —1 — f(x) no es continua en x = 2, luego,
f21) = lim (=2x) = —4 no es derivable en x = 2.
x—2"
— Six <2
fx)=1(x—1?
—2 Six > 2

Asf, la funcién es continua y derivable en R — {1, 2}.

Se considera la funcion f: R — R definida por:

—1 six <—4

flx) = xX+2 si 4<x<2

— si2 <x
X

Estudiar la continuidad y derivabilidad de f(x).
(La Rioja. Junio 2004. Propuesta A. Ejercicio 5)

« Six < —4:f(x) = —1— Funcién constante, por tanto, continua en (—oo, —4).

« Si—4 < x < 2:f(x) = x + 2 — Funcién polindmica, por tanto, continua en (4, 2).

e Six>2f(x)= 8 — Funcién racional, continua en (2, 40).

X
o Six=—4
f(=47) = Im (=)= -1
. o — f(x) no es continua en x = —4, por tanto,
f(=47) = xﬁ@w(x +2)=-2 no es derivable en x = —4.
s Six=2
fC7)=lim(x+2) =4
x—2"
8 — lim f(x) = lim f(x) = 4 =f(2)
f2Y) = Im = =4 o -
x=2" x — f(x) es continua en x = 2.

Asi, la funcién es continua en R — {—4}.

0 Six < —4
f(x) = |1 Si—4<x<?2
f% Six > 2

X
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fla)=1 } — Las derivadas laterales no son iguales, por tanto,
f(x) no es derivable en x = 2.

Luego, la funcién es derivable en R — {—4, 2}.

074 | Considera la siguiente funcion:

x? six <0
fx)=ja+bx si0o<x <1
3 six >1

a) Determinaay b para que sea continua en R.
b) Para esos valores, estudia la derivabilidad de f(x).

a) « Six <0:f(x) = x> = Funcién polinédmica, por tanto, continua en (—oo, 0).
« Si0 < x < T f(x) = a+ bx — Funcién polinédmica, por tanto, continua
en (0, 1).
« Six > 1. f(x) =3 — Funcién constante, por tanto, continua en (1, 40).

La funcion es continua en R si lo es en los puntos en los que cambia
su expresion algebraica.

« Para que la funcion sea continua en x = 0 los limites laterales tienen que ser
iguales y coincidir con f(0) = 0:

f0)= lmx*=0
=07 —f(07)=f0")=f(0)—>a=0
f0")= lim(a+bx)=a
x—0*
« Sia =0, para que la funcion sea continua en x = 1 los limites laterales tienen
que ser iguales y coincidir con f(1) = b:

f(7) = lim(bx)=b

S f0) =1 =f)>b=3
f(*) = Im3 =3

2x six <0
b) f(x)=413 si0<x<1
0 six>1

f/(O;) i O} — Las derivadas laterales no son iguales, por tanto,
=3 f(x) no es derivable en x = 0.

Fm = 3} — Las derivadas laterales no son iguales, por tanto,
f(x) no es derivable en x = 1.

Luego, la funcién es derivable en R — {0, 1.

075 | Sea fla funcion definida para todo nimero real x de modo que para los valores
de x pertenecientes al intervalo cerrado [—1, 1] se tiene f(x) = (x + 1)(x — 1)
y para los valores de x no pertenecientes a dicho intervalo se tiene f(x) = 0.
Se pide estudiar su continuidad y derivabilidad.
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f(x)—{(x“)(x—ﬂ2 s —1<x <1
0 si x| >1

¢ Si—1< x <1 f(x) = (x+1)(x —1)? = Funcién polinémica, por tanto,
continuaen (=1, 1).

Si|x|>1:f(x) =0 — Funcion constante, por tanto, continua en R — (=1, 1).

« Six=1:
f07) = Im(x+Nx=10*=0
! — imf(x) = lim f(x) = 0 = £(1)
fah) = //‘m+0 =0 X—1" Pant
- — f(x) es continuaen x = 1.
« Six=-—1
f=1)= lm0=0
- = lim f(x)= lim f(x)=0=f(=)
f(=1%) = /im+(x +NDx—=1*=0 x—=—1" Xx—>—1*
= — f(x) es continuaen x = —1.

Luego, la funcién es continua en R.

Flx) = (x=DBx+1) s? —T<x<1
0 si | x|>1

f(t) = O}» — Las derivadas laterales existen y son iguales, por tanto,
"= f(x) es derivable en x = 1.

FE=T) i O} — Las derivadas laterales no son iguales, por tanto,
f(x) no es derivable en x = —1.

Luego, la funcion es derivable en R — {—1}.

P
076 | Decide sila funcion f(x) = {X S! x <1 es derivableenx = 1.
2x six >1

Para que una funcién sea derivable en un punto ha de ser continua, y para ser
continua los limites laterales tienen que ser iguales y coincidir con el valor
de la funcién en dicho punto; en este caso con f(1) = 1:

() = lim x* =1

. — f(x) no es continua en x = 1, por tanto,
) = X/ﬂlzx =2 no es derivable en x = 1.

077 | Demuestra que la funcién f(x) = | x|* es derivable en x = 0.

lim f(x) = lim f(x) = 0 = f(0) — f(x) es continua en x = 0.

x—0" Xx—0"
_ 3
F0t) = fim JOEM=FO) o IOE e
h—0* h h—0*  h h—0*
_ 3
fo) = fm LOEN=FO 1P ey Z
h—0" h h—=0"  h h—0~

Las derivadas laterales existen y son iguales, por tanto, f(x) es derivable en x = 0.
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078 | Razona si las siguientes funciones son derivables en los puntos x = —2,x =0y x = 1.
2

a) fx)=— b) gx) =x|x+2|
X
a) « Six=—=2 lm f(x)= lm f(x)=—1=f(=2) - f(x) es continua en x = —2.
x—-2% xX—=-2"
lim £(x) = 40
- Six=0."" — f(x) no es continua en x = 0, por tanto,
X/Lng— Fx) = —oo no es derivable en x = 0.
« Six="1lim f(x) = lim f(x) = 2 = f(1) = f(x) es continuaen x = 1.
x—1* x—=1"

Estudiamos la derivabilidad en los puntos en los que la funcidn es continua:

, 2
7‘()():—7

o Six=—-2:f(-2) = f% — f(x) es derivable en x = —2.

« Six=1.f(1) = -2 — f(x) es derivableen x = 1.
_x(x+2) Ssix > —2
b) glx) = {fx(x +2) six<-=2
« Six=-=2: lim g(x) = lim g(x) =0 = g(—2) — g(x) es continuaen x = —2.
x—=2* X——2"

« Six=0: lim g(x) = lim g(x) =0 = g(0) = g(x) es continua en x = 0.
x—0"

x—=0"

« Six=1:lim g(x) = lim g(x) = 3 = g(1) = g(x) es continuaen x = 1.
x—=1t

x—=1"
Estudiamos la derivabilidad en estos puntos:

glx) = 2x +2 six>—2
—2X =2 six<-—=2

o Six=-2 gl(—Z;) =2 } — Las derivadas laterales no son iguales, por
g(=2") =~ tanto, g(x) no es derivable en x = —2.

+ Six=0:9"0)=2-042 =2 — gx) es derivable en x = 0.
« Six=1g(1)=2-1+2=4 — g(x) es derivableen x = 1.

079 | Estudia la derivabilidad de f(x) =2 — x| x| enx=0.

2—x? six>0
f(x) = .
24+ x° six<O0

lim f(x) = lim f(x) = 2 = f(0) = f(x) es continua en x = 0.

x—0% x—07

Flx) = —2x SFX >0
2x six <0

f/(O’) i O} — Las derivadas laterales existen y son iguales, por tanto,
- f(x) es derivable en x = 0.
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Encontrar el valor de k para el cual la funcién:
X
6—— six<2
f=1"""> <
x* 4+ kx six>2
es continua.
Estudiar si su derivada es una funcién continua.
(Aragon. Junio 2008. Bloque 3. Opcion B)
« Six<2f(x)=6— g — Funcién polinémica, por tanto, continua en (—o, 2).
« Six > 2:f(x) = x* + kx = Funcion polinémica, por tanto, continua en (2, +0).
- Para que la funcion sea continua en x = 2 los limites laterales tienen que ser
iguales y coincidir con f(2) = 4 + 2k:
f(27) = lim [6—1]=5 1
X2 2 Sf2)=f2")=f2)>4+2k=5-5k=—
F2%) = lim (x* + kx) = 4 + 2k 2
x—2*
6-%  six<2 1 bx<o
Entonces: f(x) = 1 - f(x) = 2 ]
x4+ —x six>2 2X 4+ — six>2
2 2
f(27)=——
21 _ Las derivadas laterales no son iguales, por tanto,
Ft) = s f(x) no es derivable en x = 2.
2
Asi, la funcién derivada no es continua en x = 2.
Sea f la funcion definida por:

f(x) ={

x?—2x six>3
2x+a six<3

a) Encuentra el valor de a para que f sea continua.
b) Comprueba si es derivable en x = 3 a partir de la definicién.
(Asturias. Junio 2001. Bloque 3)

a) « Six > 3:f(x) = x> — 2x = Funcién polindmica, por tanto, continua en (3, 4-).
+ Six < 3:f(x) = 2x + a — Funcién polinémica, por tanto, continua en (—oo, 3).

- Para que la funcion sea continua en x = 3 los limites laterales tienen que ser
iguales y coincidir con f(3) = 3:

f3 )= Iim@Q2x+a)=6+a
X—37

f3") = lm (x> —2x)=3

x—3*

S f3)=f3")=fB3)>6+a=3—>a=-3

b) Lafuncién solo puede ser derivable si es continua, por tanto, consideramos:

f(X)={

X2 —2x
2x —3

six >3
Six <3
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f(3+h)—f(3) 34+ h?=23+h) -3

f'(3%) = lim = lim —
h—0* h h—0* h
2 —_ —_— f—
— Jim 94 6h+h’—6—2h 3://m(4+h):4
h—0* h h—0*
F37) = fim fB+mM—-f3) _ im 23+h—-3-3 _ /imﬁzz
h—0~ h h—0~ h h—0" h

Las derivadas laterales existen pero no son iguales, por tanto, f(x) no es
derivable en x = 3.

082 | Considera la funcién definida por:

e™ six <0
flx) = N
2x+1 six>0

donde a es un numero real.
a) Calcula lin‘(lJ f(x) y comprueba que f(x) es continua en x = 0.
X

b) ;Para qué valor del parametro a la funcion f(x) es derivable en x = 0?

/im+(2x +1)=1
a) ° — limf(x) =1

lim e =1 x>0

x—07

f(0)=e"" =1

//‘mof(x) = f(0) = f(x) es continua en x = 0.
b) Flx) = ae™ six <0

2 six >0

Para que la funcion sea derivable en x = 0 las derivadas laterales tienen
que ser iguales:

f,(oi):a —a=2
f(0*)=2

083 | Determina el valor de g, si existe, para el cual la siguiente funcién es derivable en x = 0.

{cosx six <0

flx) =
) x*4+a six>0

Para que la funcién sea derivable, en primer lugar, tiene que ser continua.

La funcién es continua en x = 0 si los limites laterales son iguales y coinciden
con f(0) =cos0=1:
f(07) = lim cos x =1

*=07 —f(07)=f0")=f(0)—a=1
f0Y)= lIm(x*+a)=a (07) =107 =10)

x—=0"

cosx six<0 , —senx sSix <0
Entonces: f(x) =1, , x)= A
X“+1 six>0 2x six >0

;Eg;) i 0} — Las derivadas laterales existen y son iguales, por tanto,

) f(x) es derivableenx=0sia=1.
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084 | Dada la funcion:
5 .
flx) = ai(_x—{- 1 s! x <2
e +2 six>2

calcula a para que f sea continua en x = 2. Para el valor obtenido,
ies fderivable en x = 2?

(Galicia. Junio 2007. Bloque 3. Opcion 1)

Para que la funcidn sea continua en x = 2 los limites laterales tienen que ser
iguales y coincidir con f(2) = 3:
f27) = lm(ax> +1) = 4a +1 1

2 S f2)=f2")=fQ2) > 4a+1=3 5 a=—
fRQY) = lim (e +2) =3 2

x—2*

iXZ—H Six <2 X six <2
Entonces: f(x) =1{ 2 — f'(x) =

2—x B
) —e Six > 2
e 42 six>2 =
— Las derivadas laterales no son iguales, por tanto,
f(x) no es derivable en x = 2.

085 | Discutir segun los valores de m la continuidad y la derivabilidad de la funcion:

3—mx? six <1
fx)=1 2 )
— six >1
mx

(Canarias. Septiembre 2004. Opcién A. Cuestion 1)
. Six <1 f(x) = 3—mx? = Funcién polinémica, por tanto, continua en (—oo, 1).

+ Six > 1 f(x) = —— — Funcién racional continua si x = 0y sim = 0.
mx
« Para que la funcion sea continua en x = 1 los limites laterales tienen que ser

iguales y coincidir con f(1) =3 — m:

f17)= im3—mx’)=3—-m 5
x—=1"

2 ) > ) =f1")=f1)>3—-m=—"—

fat) = lm —=— m
x=1"" mx m m=1

—>m2—3m+2:0—>{

m=2
Luego, f(x) es continuaen Rsim=1om=2.

Para que una funcion sea derivable tiene que ser continua, asi consideramos
la derivada de la funciénsim=1osim=2.

—2mx  six <1 f(17)=—-2m

fi(x) =
Lo 2 six >1 () = 2
mx2 m

« Sim=1->f(1")=f(1") — Las derivadas laterales en x = 1 son iguales,
por tanto, f(x) es derivable en x = 1 — La funcion es derivable en R.

« Sim=2—f'(17) = f'(1") —Las derivadas laterales no son iguales, por tanto,
f(x) no es derivable en x = 1 — La funcién es derivable en R — {1}.
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086 | Calcular los valores de ay b para que la funcion:

3x+2 six <0
fix) = {x*+2acos x si0<x <m
ax’> +b six >

sea continua para todo valor de x.

Estudiar la derivabilidad de f(x) para los valores de a y b obtenidos en el apartado
anterior.

« Six < 0: f(x) = 3x + 2 — Funcién polinémica, por tanto, continua en (—oo, 0).

« Si0 < x < m: f(x) = x? + 2acos x — Funcion polinémica y trigonométrica,
por tanto, continua en (0, ).

« Six > f(x) = ax? + b — Funcion polindmica, por tanto, continua en (T, +o0).

« Para que la funcién sea continua en x = 0 los limites laterales tienen que ser
iguales y coincidir con f(0) = 2a:

f(07)= ImBx+2) =2
. —f(07)=f0")=1f(0)>2a=2—>a=1
f(0™) = lim (x* + 2acos x) = 2a
x—0t
Consideramos que a = 1, entonces para que la funcién sea continua en x = 1wt
los limites laterales tienen que ser iguales y coincidir con f(w) = = + b:

f(n™) = lim (x> 4 2cos x) = ©* — 2

ot _Xf“ b= b —f(r)=f(r") =f(x)

<ﬂ>7xlfﬂ7+(x+)7“+ >m-2=m+b—>b=-2
3 six <0

Sia=1yb=—2entonces:f'(x) =12x —2senx si0<x <™
2X SiX > T

0)=3 ) .

s — Las derivadas laterales no son iguales, por tanto,

flo07) = f(x) no es derivable en x = 0.

f(r)=2m ) . )

. — Las derivadas laterales existen y son iguales, por tanto,

FIm") =27]  fx) es derivable en x = .

087 | Considera la siguiente funcion:

3 2 :
fx) = —Xx" 4+ x° six <1
ba {ax—b six >1

Determina los valores de a y b para que sea derivable en todos los puntos.

Una funcién solo puede ser derivable en todos los puntos si es continua
en todos ellos.

« Six < 1 f(x) = —x> 4+ x* = Funcion polindmica, por tanto, continua en (—oo, 1).

« Six > 1 f(x) = ax* + b = Funcién polinémica, por tanto, continua en (1, 4-o0).
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« Para que la funcién sea continua en x = 1 los limites laterales tienen que ser
iguales y coincidircon f(1) =a — b:
fa7) = Im (=’ +x)=0
- S f1) =f0")=f) >a-b=0—-a=b
f0") = lim(ax —b)=a—b

x—=1*

La funcién es derivable en x = 1 si las derivadas laterales existen y son iguales.

—3x2 4+ 2x six<1
a six >1

f(x) :{

}ea:—1—>b:—1

Halla los valores que deben tener a 'y b para que la siguiente funcion sea derivable
enx=0.

senx six<0
fix) = oz
ax+b six>0
Para que la funcion sea derivable en x = 0 ha de ser continua en este punto,
para ello los limites laterales tienen que ser iguales y coincidir con f(0) = O:

f(07)= limsenx =0
0 —f(07)=f(0")=f(0)—>b=0
f0)= lim(ax+b)=0b
x—07
Una vez que comprobamos que es continua en x = 0, para que la funcion sea
derivable en dicho punto las derivadas laterales tienen que existir y ser iguales.

Flx) = {cosx s?x <0

a six >0
Flo7) =1 —a=1
f(0t)=a

Determina los valores de ay b para que la siguiente funcion sea derivable en todos
los puntos.
bx? + ax six <—1
=17 si—1<x <1
X2 +ax+1
x+1

six >1

(Canarias. Junio 2006. Opcion B. Cuestion 2)

) a - : )
Si—1< x <1 f(x) = — — Funcidn racional, no es continua en x = 0, por tanto,
X noes derivable en x = 0.

Asi, no existen valores de ay b para los que la funcién sea derivable en todos
los puntos.
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090 | Halla los valores que deben tener ay b para que la siguiente funcion sea derivable

enx=0. ]
fx) = {In (e+sen x) six <O

T +ax+b six>0
Para que la funcion sea derivable en x = 0 ha de ser continua en este punto,
para ello los Iimites laterales tienen que ser iguales y coincidir con f(0) = b:
f(07)= limIn(e+senx)=1
x—=0"

—f(07)=f(0")=f(0)>b=1
f(0r) = //'rz7+(x3 +ax+b)=0b

Para que la funcion sea derivable en x = 0 las derivadas laterales tienen que existir

y seriguales.

) s x six <0 f(07) = 1

f(x)=1e+senx ef—>ad=—
3x24+a  six>0 Fl0Y)=a €

091 | Halla los valores que deben tener ay b para que la siguiente funcion sea derivable
enx=0.
5+ sen x six <0
fo=1"", =
—x*4+ax+b six>0

Para que la funcion sea derivable en x = 0 ha de ser continua en este punto,
para ello los limites laterales tienen que ser iguales y coincidir con f(0) = 5:

f(07)= lim(55+senx)=5
=0 - f(0)=f(0")=f0—>b=5
fOT)= lim(—x*+ax+b)=b

x—0%

Para que la funcion sea derivable en x = 0 las derivadas laterales tienen que existir

y ser iguales.
Flx) = 05 six <0 f(07) =1 a1
—2x+a six>0 f(0N)=a

092 | Demuestra que la siguiente funcion es derivable para todos los valores de x.

1 .
x*sen — six=0

flx) = X
0 six=0

La funcién es derivable para todos los valores de x solo si es continua en todos ellos.

Estudiamos la continuidad en x = 0:

semi funcién acotada — f(0) = //'moxzsemi = 0 — f(x) es continua.
X x> X
f'(x) = 2)<ser7i - cosi six =0
X X
hzseni -0 1
f'(0) = lim —————— = limhsen— = 0 — f(x) es derivable.
h—0 h h—0 h
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Calcula razonadamente los valores de m y n para que la siguiente funcién sea
derivable en x = 4.

f(x)z{\/zs—x2 Si—5<x<4

X+mx+n six>4

Para que la funcion sea derivable en x = 4 ha de ser continua en este punto, para
ello los limites laterales tienen que ser iguales y coincidir con f(4) = 16 + 4m + n:

f(4)= Im~N255—x* =3
x4 > f(47)=f(4%) = f(4)
f(4 )= Iim (x> +mx+n =16+m+n 164t man=3

x—4*

Para que la funcion sea derivable en x = 4 las derivadas laterales tienen que existir

y ser iguales.
I S— Si—5<x<4
F)=1425-x
2x+m six >4
flay= -2 4 28
3 =>8+m=—-——->m=——
f(4*)=8+m 3 3

A5|':16—§+n:3—>&—1—17:3—”7:—l
3 3 3

Utilizando la definicidn, calcula la funcién derivada de las siguientes funciones.
a) f(x)=123 b) f(x)=3x? Q fx)=x3 d) f(x)=ax

a) f(x)=0 b) f(x)=6x o fi(x)=3x d) f(x)=a

A partir de la definicidn, halla la funciéon derivada de estas funciones.
a) flx)= A b) fix)= \/; c) f(x)=senx d) f(x) =cosx

1 1

a) f(x)=lm x+h X ://'mX_X_h __ 1
h0 h h=0 xh(x + h) x?

o oo — b = Wxah = Wxeh 4V
) f(x) = lim = lim —
h—0 h h—0 h( /X-I—h _'_\/;)

X+h—x 1

:mh(\/wh VX)) 2x

sen x - cos h—+ cos x - sen h — sen x

_sen (x + h) —sen x
m

o f(x)=1i = lim = (0s X
h—0 h h—0 h
&) Flx) = ,/,’mo cos (X+:)—cosx _ !/I’f(l) COS X - COS h—se;x.senh—cosx — enx

485



Derivada de una funcidon

096 | Calcular la derivada en el punto x = 1 de la funcién f(x) = x™/? In x.

3 1
f’(x):—%lemw—x%i: In x 1 2—Inx

+ =
X Wx oxwlx o owx

(=2

097 | Calcula las tres primeras derivadas de las siguientes funciones.

a) f(x)=2x
b) gx) =x?
o hx)=x3

d) i(x) =cosx
e) j(x)=senx

f) kix)=tgx

a) f(x)=2
f'(x)=0
f"(x)=0

b) g'(x)=2x
g'(x)=2
g9"(x) =

Q) h'(x)=3x?
h"(x) = 6x
h"(x)=6

d) i'(x) = —senx
i"(x) = —cos x
i"(x) = sen x

e) Jj'(x)=cos x
j"(x) = —sen x
J"(x) = —cos x

f) k) =14+1t9" x
k"(x) = 2tg x - (14 tg* X)
k"(x) = 201+ tg” x)* + 2tg x - 2tg x -(1+tg* x) = (2 + 4tg* x)(1+ tg” x)

098 | Halla los puntos en los que la funcién h(x) = In x es derivable, y calcula su primera
y segunda derivadas.

La funcion es continua en su dominio, (0, ).

h'(x) = 1 — h(x) es derivable en (0, +).
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Determina los puntos en los que las siguientes funciones son derivables, y obtén
las dos primeras derivadas de cada una de ellas.

P
a) fog=1{¥ SIx<I
2x  six >1
b) gx) =x+ |x—2|
3x+4 six<-—1
C = =
) v {—Zx =1 six>-—1
a) f(x) estd definida por funciones polindmicas, por tanto, continuas
y derivables en R.

f17) = lim x> =1
x—17

— f(17) = f(17) = f(x) no es continua en x = 1, por tanto,

fF7) = lim 2x =2 no es derivable en x = 1.
Fiix) = 2X six < 1 F(x) = 2 six < 1
2 Six >1 0 six>1

Por tanto, f(x) es continua y derivable en R — {1}.

_|2x=2 six>2
o) Q(X)_{z Six <2
g(x) esta definida por funciones polinémicas, por tanto, continuas y derivables
enR.
g2 )=1Im2=2
o — g(27)=g(2") = g(2) > g(x) es continuaen x = 2.
g2t)= lIm(2x—-2)=2 g g 9 g
x—=2*
(x) = 2 six>2
gL = 0 six<?2

g2 i O} — Las derivadas laterales existen pero son distintas.
g(x) no es derivable en x = 2.

Asf, g(x) es continua en R, y derivable en R — {2}.
g'(x)=0 six=2
0) Vv(x) esté definida por funciones polindmicas, por tanto, continuas
y derivables en R.
v(=17)= lim Bx+4)=1

= S v(27)=vR) =v(2)
V(=1 = lm (=2x =1 =1 .
xo—T+ — v(x) es continuaen x = —1.
, 3 Six < —1
vix) = )
-2 six>—1

V,(_1+) i 3 } — Las derivadas laterales existen pero son distintas.
V=T =~ v(x) no es derivable en x = —1.
Por tanto, v(x) es continua en R, y derivable en R — {—1}.

"

vix)=0 six=—1
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Derivada de una funcidon

100 | Halla la derivada n-ésima de cada una de las siguientes funciones.

a) f)=x

b) g(x) = cos 2x

¢ hix)=e™*
;o
a) f(x)=—x 2
2
[t
f'(x) = ——x 2
4
5
(x) ix 2
8
7
M (x) ,Exi?
16
2n—1
Sin > 4,laderivada n-ésima es: " (x) = (—=1)""- (2n— 3)(2;_ 5.l ox 2
b) g'(x) = —2sen 2x

gix

g"(x) = —4cos 2x
g"(x) = 8sen 2x
g™ (x) = 16cos 2x
g"(x) = —32sen 2x

(
\/)(

Asi, la derivada n-ésima puede calcularse segun las expresiones:

2/< 1) k~2k—1
Mo )(x) = (—=)*2%"sen 2x k=123
9 { H(x) = (=1)*2%*cos 2x para T
o h'(x)=—e"
h'(x)=e™*

Asi, la derivada n-ésima es: h"(x) = (=1)"e™*

101 | Obtén la derivada n-ésima de estas funciones.

a) f(x)= I+ x b) g(x) = sen*x ) h()=Inx
T—x
a) f’(X}Z (‘I_X)_(W—"X)(_]) _ 2
(1—x) (1— x)?
Flx)=——2
(1—x)
12
o
(x) =
fM<X) — _ 48
(1—x)
2-n!

Asi, la derivada n-ésima es: f”(x) = (—=1)""" - ————
(1 _ X)nﬁ
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b) g'(x) = 2sen x cos x = sen 2x
g"(x) = 2cos 2x
g"(x) = —4sen 2x

gV (x) = —8cos 2x

9" (x) = 16sen 2x

Asi, la derivada n-ésima puede calcularse segun las expresiones:

2k—1) k+192k-2
" '(x) = (=) 127 sen 2x
9>—{g 9(x) = (—1)*12%cos 2x parak=1,273, ...

-1

o hx)= i =X
X
h'(x) = —x?
h"(x) = 2x"3
AV (x) = —6x~*
Asi, la derivada n-ésima es: h"(x) = (=)™ (n = Nx~

Dada la funcién h(x) = e*"™! calcula el valor de su derivada en x = 0,
sabiendo que f(0) =0y f'(0) =1.

(Extremadura. Junio 2007. Opcion A. Ejercicio 1)

h'(x) = e cos [f(x)]- F(x)
h'(0) = e*""Olcos [f(0)]- F(0) = e*"° - cos 0- 1= e° =1

{Puede haber dos funciones distintas que tengan igual funcion derivada?
Si la respuesta es afirmativa, ponga un ejemplo. Si, por el contrario, la respuesta
es negativa, razénese.

(Galicia. Septiembre 2001. Bloque 3. Pregunta 1)
Si, puede haber dos funciones distintas con la misma funcién derivada.
Por ejemplo:
2
f(x) = x2+3 S0 = g'(x) = 2x
glx)=x*—-2

Utilizando la propiedad de la derivada de una suma y la del producto
de una constante por una funcion, halla la derivada de estas funciones.

a) y=x+x+3 d) y=5senx — 10cos x
b) y:—12+8x3+l e) y=4x*—5x*+3
X
Q y=3+5x2+8\/; f) y=cos’x + cos x*
a) y'=2x+1 d) y'=5cos x + 10sen x
b) y'=24x* — — e) y'=24x> —15x

g ¥ =10x + — f) y'=—2cos x senx — 2xsen x’
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105

106

107

A partir de la propiedad de la derivada de un producto de funciones,
halla la derivada de las funciones.

a) y=12x* C) y=>5x"senx
b) y=3x*Inx d) y:\/;(x3+2x)
a) y' = 48x°

b) y'=9x%Inx+ 3x?

Q) y'=10xsen x + 5x2cos x

3
By = — ¢+ 20+ X (357 4 2) = 2O

Wx Hx

Utilizando la propiedad de la derivada de un cociente de funciones, calcula
la derivada de las siguientes funciones.

1 5x% —1 2 tg x
Y x3 X+2 Y x—2 Y X
. =33
Y= =
o) y = 10x(x +2)—=(5x> =1)  5x* +20x +1
(x 42y (x 42y
-2
Q y=
(x =2y
. (419" X)x —tg x
R
;Cual es la derivada de estas funciones?
¢
2 —
a) =1+X Q y= ZOO e)y:23x
x—1 X X
2
b) y= 2 d) y= 2 H1 fy y= X+t]
y=- y y="—
X b's X
2 y = 2x(x =N =(14+x%)  x*=2x—1
(x =1 (x =1
.36
b) =T
2800
S - Ko
Qv 8x* —(4x* +1)  4x* —1
) y= X2 e
L =X —(2=x3x* 2’ —6x"  2x—6
oY= x© - x© X
‘ L=+ N2x =X =2x X +2
)y = 4 - 4 - 3
X X X
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Calcula la derivada de las siguientes funciones trigonométricas.

a) y=4arctgx d) y=(1+ x)arctgx
b) y=(3x+ 1)arccosx e) y=0+ 8x+ 1)senx
C) y=2cosx+ tgx f) y=5senxcosx
.4
)= T+ X2
b) y’:?;arccosx—ﬁ
1—x?

Q y'=-2senx+1+1g° x

d) y'=2xarctgx+1

e) y' = (2x + 8)sen x + (x* + 8x + N)cos x

f) y'= 5cos® x — 5sen’ x

Halla la derivada de estas funciones logaritmicas.

a) y=In(9x°+7x+2) d) y=Invx®+2x
In x In x
Ay Tl
o) y=log,(3x>—7) f) y=In(@x+7)
2y = 45x* +7
9x° 4+ 7x +2
i-xz—lnx-Zx -
. X _ 1—=2nx
b) y'= x4 - S
Q9 y'= 6x
(3x? =7)n 2
1
Lie +20726x +2)
d y' = 2 _ 3x2 42
Vx4 2x 20 + 2x)
1
—-x—Inx
,X T—Inx
e y= X2 - 2
y'= 4
4x +7

Halla la derivada de la funcidén y = In v/ sen x* y simplifica el resultado.
(Navarra. Junio 2004. Grupo 2. Opcion D)

1

—sen 2 x°cos x* - 2x ,
, 2 XCOS X 5
= = xcotg x

y =
\ sen x? sen x?
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111 | Calcula la derivada de las siguientes funciones.

a) y=4 f) y=3/5x2

8 X —2
b) y= g y=
Y x> —4 Y x—3
2
J v 2x —1 h) v — x*(1—x)
X —x2 x? —1
d) y=7\/;+83/; i) y=x*senx— 5x)
e) y=xe* j) y=2"+log,x
a) y=4In4
16x
b) y' = ——
Y (x? — 4)
9 y= 20x — x?) = (2x = 1)(1=2x) _ 2x2 = 2x 41
(x — x?) (x — x2)?
1 127 8
d y=7—x248-—x 3= + —
2 3 wx o 3
e) y'=e"+xe* =1+ x)e*
1 -2 10x 10
f) y'=—(5x) 310x = =
3 3/(5x?) 3325«
i x=3)-(x=2) 1
g) y = 2 == 2
(x—=3) (x—13)
Ny = (2x(1=x) = x2)* =) = x*(1—x)2x _ —x* 4 3x* — 2x

(x* =1 (x* =1

) y'=2x(sen x —5x) + x*(cos x — 5) = 2x sen x + x*cos x —15x?

)y =2In2+
xIn 2

112 | Halla las derivadas y simplifica el resultado.

a)

2 2)2 2 _
er In x X+1 X
L 2xe" — (X2 4+ Ner —x2 4+ 2x—1
a) y' = . =
(") e
Inx—x-— | ]
by y = X _Inx—
(In x)? In* x
9 y;_Z(X+2)(X+1)—(X+2)2 X +2x+38
(x +17 (x+17°
Co2xe” — (X —Ner  2x —2x% + 4x
d y = i) _ 2

(exz )2 oX
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Calcula la derivada de las siguientes funciones.

a) y=23"* f) y=arctgyx

b) y=(x°*—2)° g) y=+2x*+1

o y=3x>—2x h) y=e""’

d) y=5e"~ i) y=sen’x
Vx+1 .

e) y — X3 J) y: 258")(

a) y'=3"*In3.2x
b) y'=15x*(x> —2)

_2 2 _
9 y=t-m e -n=—22
3 33 (x> = 2x)?
d) y'=—10xe"
1
l(X+1) 253 —x+1-3x?
)y 2 —5x—6
e = =
x° 22X x +1
1
1.2
, 2 1
f) y = =
T+x 204 xVx
2x
gy (22X +1) 24x = ———
J2x2 41
hy y' =2xe~’

i) y'=2senx cos x
)y '=2""In2-cosx

Halla la derivada de estas funciones.

a) y =arc senl <) = cotgx e) y=arcsen(5x + 1)
X X f) y=In(senx?
b) y=cos (x*+ 5x + 5) d) y =124/3x + x g) y=(4x*—5x + 1)3*

1

"= —sen (x> +5x +5)-(2x +5)
1
Cgx- X
Y= 419" X)x> +1tgx-2x X+ xtg° x4+ 2tg x

(tg x - x*)? x’tg* x
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1
d) y':12-i(3xz+x) 2(6X—H):M
2 V3x%2 4 x
, 5 5
e) y' = =
J—Gx+1? J—25x2 —10x
2.
f) y'=u:2xcotgx2
sen x

g) y' = (8x—=53"+(4x* —=5x+103"In3

115 | Calcula la derivada de estas funciones.

a) y=tg’(2x + 3) o y=+In(Bx-=5) e) y=2xarcsenx
b) y=arctg (¢ + 6) d) y=35x>+1 f) y=3/(5x —2)
a) y' = 4tg(2x +3)(1+tg” (2x + 3))
) 3x7
b =
T+ (x> +6)
1
Q y' = Linax—s)?2 o >
2 3x—5 2(3x — 5)4/In(3x — 5)
_3 2
Q) y'= G ) Fs = X
4 43 (5x% +1)°
1
e) y'=2arcsenx + 2x - ——
V1= x?
2 — 10
f) y'="(x-2) 5= ———
3 35x —2

116 | Determina la derivada de las siguientes funciones.

a)y:xsenx f y= [ + x

eX
b)y:arctgi g)y:i
X 2
Q y=In(1—-29 h) y=x%"*
d) y= coszx ) y=e "
X
e) y:seni+cosi ) y=+secx
X X
3y = (sen x + xcos x)e* — xsen x - e* _ sen x 4 Xcos X — xsen x
(ex>2 ex
T2 2
b) y' = X _=— X _ 1
1 x2(x24+) x2 41
T+ |—
X
, —=2In2
q y =
1-2"
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. —senx- x> —cosx-2x xsen x + 2cos x

d y'= 4 - 3
X X

, 1 1 1 1

€) y'=cos—|——|-sen—:|-—
X X X X
D y=Lle e =St
2 Wer + x
. 5In5-=5*In5

h) y'=2xe" —x’e =(Q2x—x")e”
)y =e"(=2x)

1

J)

os x
1
. 1[ 1 ] 2 senx _ senxv cos x
2\ cos x cos® x 2c0s” x

Calcula la derivada de estas funciones.

a) y=In alusl c) y=arccos(In x) e) y=log, /i
x —1 X
b) y=arctg > d) y =27 f) y=cos®x + senx?
1
i[x+1]“§x—1—(x+1)
D = 2Ux =1 (x =1 _ 1 x—1_ 1
X+ 1 (x—=1% x+1 x? =1
x—1
X—1—x
, (x=1 1 1
b)y: 2: 2 2: 2
% ] (x =10+ x 2x% —2x +1
1+
X —1

A
, X 1

Ji—inx? =i x

.

_2 3[ ~ycos x
d) yr _ g(zwsx) 3905X|nD (—sen x) = _|r125€+2

e y' =
1 2xIn 2
—1In2
X

f) y'= —3cos® x sen x + 2sen x cos x
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118 | Halla las derivadas y simplifica el resultado.

a) y =arc sen Ix

b) y = {sen(x*+1)

Q y=2""4+x>+4

d) y:Inx/x+1
X
st
x+1
1 1
x>
a) y'= 2 _ 1
J1—x Wx—x?

3 2 3
b) y' = i(sen (x> 4+1) 4cos (x> +103x% = 3xcos i+
4 4 sen® (x> +1)

Q y' =272 2x + 2x

1 i
—(x+1) 2

2
——— x—In/x+1 —Inyx+1
, x+1 2zx+1)
d) y: XZ = XZ =
Cox=2x+NInyx+1
2(x 4+ N)x?
e) y:xln[ al ]
X+1
X+1—x
, [ X ] (x +1? [ X ] 1
y'=1n +x- =In +
X+1 X X+1 X+1
X +1

119 | Hallar la derivada en x = 0 de la funcion f(f(x)), donde f(x) = (1 +x)~".

/—\
=
=
>
=
=
Il
™
=
<
=
™
P
=
I
|
—
=
+
=
<
faJ
=
b
PN
|
+
>
fa
8
<
Il

2
e b
1+
T+ x) (14 x)?

2
(F(FO)) = [1 + $] L
140) (1+0)°
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Dada la funcion f(x) = sen x + sen (x + 1) en el intervalo 0 < x < 2,

cos x —cos (x + 1)
calcula su derivada, simplificdndola en lo posible. ;Es constante esta funcion f(x)?

(Extremadura. Septiembre 2006. Repertorio A. Ejercicio 3)

Flo) = (cos x + cos (x 4 N)(cos x — cos (x + 1) — (sen x + sen (x + N)(—sen x + sen (x + 1))
(cos x — cos (x +1))?

o5’ x—cos” (x4 1)+ sen’ x —sen” (x +1) 1—1

= = O
(cos x — cos (x +1))? (cos x — cos (x +1))?
Al tener como derivada la funcién nula, se verifica que f(x) es constante.
Comprueba que es constante la derivada de la funcién:
f(x):arctg m COHOSXS‘K.
14 cos x
(La Rioja. Septiembre 2001. Propuesta A. Ejercicio 3)
1
i[ 1—cos x ]_z sen x - (14 cos x) — (1— cos x)(—sen x)
, 21+ cos x (14 cos x)?
f()() = =
1—cos x
T+——-
1+ cos x
2senx
_ (14 cos x)? . /H—cosx _senx-(1+cosx) [14+cosx
2.1+Cosx+1—cosx 1— cos x 201+ cos x)? 1— cos x
1+ cos x

sen x /H—cosx —isenx \/ 1+ cos x _
2(1+ cos x) 1—cos x 2 (14 cos x)*(1— cos x)

1 1 1 1 1
=—senx.,|———— = —senx- =—

2 1—cos® x 2 senx 2

Calcula la derivada de la funcién y = f(x) definida implicitamente

por la ecuacién v x + 4y = 5.Comprueba que coincide con la expresion
que se obtiene al despejar la variable y, y luego derivar con respecto a x.

. Jy _ 5=x

[[LA (R 1 ,
—X 24+ —y 2y:0_>7y:77_>y:77:

2 2 Jy Jx Jx Jx
Despejando:\/y:5—\/;%)/:(5—\/;)2

y = 2(5—\/?)[—;X;] _ _5&&
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123 | Halla la derivada de la funcién y = f(x) definida implicitamente por cada una
de las siguientes expresiones algebraicas.

a) X>+y’—2xy=0 d) e¥ —Inx*=3
2 2
b) x = cos (xy) o X4+ Y
16 4
o x*+3y*—2ay=0 f) *+y*+xy=0
' / , , 2y —2x
a) 2x42yy =2y —=2xy'=0->Qy —2x)y' =2y —2x >y ' =——"—=1
2y — 2x
' , ' 1
b) 1= —sen (xy)(y +xy) =y +xy' = — > xy'=— -y
sen (xy) sen (xy)
Sy= —1—y sen (xy)
xsen (xy)
2 ' ' ' 5 ' —3x?
Q) 3x“+6yy' —2ay'=0-—>(6y —2a)y' =-3x" > y' =
b6y —2a
2
d) e¥2y'— 3 :O%ezyzy’:i—m/’: 3
x? X 2xe”
2X 2y, y o, X , X
e —+— - y=0=y=—"">Sy =——
16 4 2 8 4y
2
f) 3x2+3y2y’+y+xy’:0—>(3y2+X)y’:—3x2—y—>y’:—73x ty
3y? + x

124 | Utilizando la derivacién logaritmica, calcula la derivada de las funciones.

a) y:XX 1 x
b) y=(1+x)" ® y:[H—X]
C) y=(senx)<* f) y=(tgx)*
d y=Yx

b) Inf(x)=In (14 x?)*
In f(x) = xIn (14 x?)

M:In 04+ x?)+ x - 2
f(x) 1+ x?
2
FO0) = (14 2 In (14 x2) + —2%
1+ x?
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Q) Inf(x)=In (sen x)*
In f(x) = cos x -In (sen x)

SOLUCIONARIO

'(x)
——~ = —sen xIn (sen x) + cos x -
f(x) sen x
2
f'(x) = (sen x)“’”[—sen X -In (sen x) + cos X
sen x

d) Inf(x)=Inix

In f(x):i-lnx

X
f'(x) 3 31
=—INx+—-—
f(x) X2 X X
Fl) = e 230X
X

&) Inf(x) = In [1+i]

In f(x) = xIn [1 +—]

f’(x):[]—e—i] [In [H—i]— ] ]
X X X+ 1
f) Inf(x)=In (tg x)*

In f(x) = xIn (tg x)

1 2
o0 _ (th)JFX.M
f(x) tg x
2
F(x) = (ig x)X[In (tg )+ x - H@X]
tg x

Aplicando la regla de la derivada de la funcién inversa, halla la derivada

de estas funciones.

a) y=arccosx c) y=arctgx

b) y=arcsenx d) y=e¢€*
a) f(x)=cosx
f(x) = —sen x
, 1 1 1
(FY00 = —— = — =
F(F(x)) f'(arc cos x) —sen (arc cos x)

1

1

\/1 — cos? (arc cos x)

J1— %2
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b) f(x) = senx

f'(x) = cos x
(I R ——
F(F(x)) f'(arc sen x) cos (arc sen x)
1 1
a \/1—sen2 (arc sen x) N
o f(x)=tgx
fx) =1+1tg9” x
Y=ot
f(F(x)  flarctgx) 1+1tg° (arctgx) 1+ x°
d) f(x)=Inx
Flx) = -
X
1 1 1
FY(x) = - - e
U= T ey - 1

PREPARA TU SELECTIVIDAD

1 | Utilizando la definicion de derivada, encuentre la derivada de la funcion

flx) = 3+x en el punto x, = 3.
X —2
3+3+h_6 6+h_6
f’(B)://mf(3+h)_f<3):/im 3+h=-2 —im T+h _
h—0 h h—0 h h—0 h
__6+h—6—-06h =5
—//m ://m = —
h—0 h(]+h) hA)O]_j’_h

2 | Determinar en qué puntos de la grafica de la funciony = x*> — 3x*> + x + 17, larecta
tangente a la misma es paralelaalarectay =x+ 7.

Silarecta tangente es paralela a larectay = x + 7 entonces: f'(x) = 1.
f(x) =3x> —6x +1

x=0

Entonces:.%xz—6x+1:1ex2—2x:0—>{x_2

Por tanto, los puntos de la grafica que verifican la condicion son (0, 17) y (2, 15).
3 | Determina la funcién f: R — R sabiendo que su derivada segunda es constante

e igual a 3 y que la recta tangente a la gréfica en el punto de abscisa x = 1
es5x —y—3=0.
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SOLUCIONARIO

f"(x) = 3 = f'(x) = 3x + k siendo k un niimero real

Siendo 5x — y — 3 =0 la recta tangente en x = 1, tenemos que: (1) = 5

2
Entonces:3+k:5—>k:2—>f’(x):3x+2—>f(x)=3%+2x+csiendoc

un numero real.
Sila recta es tangente a la funcién en el punto (1, 2), este punto también
pertenece a la grafica de la funcién.

A5|':i-|—2+c=2—>c:—i
2 2

3x? 3

Luego la funcién es: f(x) = + 2x — 5

Calcular, simplificando el resultado todo lo posible, la derivada de la funcion:
1—

fx) = In t—cos x

14 cos x

(Castilla y Leon. Junio 2000. Prueba A. Cuestion 3)

sen x - (14 cos x) — (1— cos x)(—sen x) 2sen x
, (14 cos x)? (14 cos x)?
f(X) = = =
1— cos x 1— cos x
1+ cos x 1+ cos x
2senx-(1+cosx)  2senx  2senx 2

 (l—cosx)(14+cosx)?  1—cos’x  sen’x  senx

Considerar las funciones definidas para x > 0:

X 1
—_— g(x) = arc cos ————
NED'S V14 x2

Calcular f'(x) y g'(x) y expresarlas del modo mas simplificado posible.
Comparar los resultados y deducir justificadamente la diferencia entre f(x) y g(x).

f(x) = arc sen

(C. Valenciana. Junio 2002. Ejercicio B. Problema 3)

1
J1+ X —x~%(1+x2)_72x Jige - X2
(\/H- B T+ x?

xz)z

X 2 x2
[ A 1—
‘I [ ‘|+X2] ]+X2

1

A4+ NT+x 1
1 1+ x?
T+ x°

f,(X) =
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Derivada de una funcidon

6

1

NAEDS fx-%(1+x2)72x J1+ %2 X
(\H+x2)2 T+ x2

2 2
1,# I >
)]+X2 1+X
SR B
0+ NI+

1 T+ x?
T+ x°

fi(x)=—g'(x) > f(x) + k = —(g(x) + ¢) siendo k,c € R.
Entonces: f(x) — g(x) = 2f(x) + 2k + ¢

Sea la funcion:

x*+6x+8 six<=2
fx)={2x+ 4 si—2<x<0
acos x six >0

a) Estudia su continuidad en toda la recta real en funcién de a.

b) Estudia su derivabilidad en toda la recta real en funcién de a.

a)

Six < —2:f(x)= x* + 6x + 8 — Funcién polinémica, continua en (—oo, —2).
Si—2 < x <0:f(x)=2x+ 4 — Funcion polindmica, continua en (-2, 0).
Six > 0:f(x) = acos x = Funcién trigonométrica, continua en (0, +o0).
Para que la funcién sea continua en x = 2, los limites laterales tienen que ser
iguales y coincidir con f(2) = 0:
f(=27)= lm (x> +6x+8)=0

o = (=27)=f(=2") = f(=2)
f(=2")= Ilm 2x+4)=0 .

x——2* — f(x) es continuaen x = —2.
Andlogamente, para que la funciéon sea continua en x = 0, los limites laterales
tienen que ser iguales y coincidir con f(0) = 4:

fO)= Im@Q2x+4)=4
=0 - f07)=f0")=f0)>a=4
f(0*) = lim (acos x) = a

x—0%

Luego sia = 4, f(x) es continua en R, y si a = 4, f(x) es continua en R — {0}.

2X+6  six<-—2

fi(x) =12 si—2<x<0

—asenx six >0

- 2} — Las derivadas laterales existen y son iguales,
luego f(x) es derivable en x = —2.

Para que la funcion sea derivable en x = 0 tiene que ser continua, por tanto,
consideramos a = 4. Entonces:



SOLUCIONARIO

— Las derivadas laterales existen pero no son iguales, por tanto,

f(x) no es derivable en x = 0.

f(0")=0
f(07)=2

Luego f(x) es derivable en R — {0} para cualquier valor de a.

Sea f: R — R la funcién definida por: f(x) = x* — | x|
Estudia la derivabilidad de f.
(Andalucia. Afio 2006. Modelo 2. Opcion A. Ejercicio 1)

x2—x six>0
fx)=1", .

X+ x six<O0
f07)= Im(x>*+x)=0

x—07

— f(07) = f(0") = f(0) — f(x) es continua en x = 0.
f0Y) = lim(x* —=x)=0

x—0*
Como las funciones que definen f(x) son polinémicas, la funcién es continua en R.
, 2x—1 six>0
Flx) = { ~

2x+1 six<O0
f(0*) = =1 . ) :
0y = — Las derivadas laterales existen pero no son iguales, por tanto,
7)) =1 f(x) no es derivable en x = 0.

Luego, f(x) es derivable en R — {0}.

Considera la funcién f: R — R definida por:
| ]
1+ x?

Estudia su derivabilidad (calcula la derivada donde exista y justifica la no existencia
de derivada donde proceda).

f(x) =

(Cantabria. Junio 2008. Bloque 2. Opcién A)

5 six >0
f)=111%
- six <0
T+ x?
f0) = lIm——=0
_x—)’ 2 o
14 x — f(07) = f(0%) = f(0) — f(x) es continua en x = 0.
f(0") = Im —— =0
x—0* ]_|_X2

Las funciones que definen f(x) son continuas, por tanto, la funcién es continua
enR.

2

% six >0
fix) = 1 0+ x70)

T—x? )
— s5ix<0
(4 x?)
f(0%) =1 . ) )
flo- — Las derivadas laterales existen pero no son iguales, por tanto,
(07) =1 f(x) no es derivable en x = 0.

Luego, f(x) es derivable en R — {0}.
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