Limites y continuidad

La muerte y la brijula

[Un detective descubre la pauta que siguen tres asesinatos y acude
al lugar donde cree que va a cometerse el cuarto. Pero, al llegar, solo
encuentra al asesino esperandole para matarlo. Antes de hacerlo, le
explica por qué le ha tendido esa trampa.]

—Hace tres afios, en un garito de la Rue de Toulon, usted mismo arresto,
e hizo encarcelar a mi hermano. En un cupé, mis hombres me sacaron
del tiroteo con una bala policial en el vientre. Nueve dias y nueve
noches agonicé en esta desolada quinta simétrica; me arrasaba la fiebre,
el odioso Jano bifronte que mira los ocasos y las auroras daba horror a
mi ensueno y a mi vigilia. Llegué a abominar de mi cuerpo, llegué a
sentir que dos ojos, dos manos, dos pulmones, son tan monstruosos
como dos caras. Un irlandés traté de convertirme a la fe de Jesus, me
repetia la sentencia de los goyim: Todos los caminos llevan a Roma. De
noche, mi delirio se alimentaba de esa metafora: yo sentia que el mundo
es un laberinto, del cual era imposible huir, pues todos los caminos,
aunque fingieran ir al norte o al sur, iban realmente a Roma, que era
también la carcel cuadrangular donde agonizaba mi hermano y la
quinta de Triste-le-Roy. En esas noches yo juré por el dios que ve con
dos caras y por todos los dioses de la fiebre y de los espejos tejer un
laberinto en torno del hombre que habia encarcelado a mi hermano. Lo
he tejido y es firme. [...]

El detective sinti6 un poco de frio y una tristeza impersonal, casi
anonima. Ya era de noche; desde el polvoriento jardin subi6 el grito
inutil de un pajaro. Consideré por ultima vez el problema de las
muertes simétricas y periodicas.

—En su laberinto sobran tres lineas —dijo por fin—. Yo sé de un laberinto
griego que es una linea tinica, recta. En esa linea se han perdido tantos
filosofos que bien puede perderse un mero detective. Cuando en otro
avatar usted me dé caza, finja (o cometa) un crimen en A, luego un
segundo crimen en B, a 8 kilometros de A, luego un tercer crimen
en C, a 4 kilometros de A y de B, a mitad de camino entre los dos.
Aguardeme después en D, a 2 kilometros de A y de C, de nuevo a
mitad de camino. Mateme en D, como ahora va a matarme aqui.

—Para la otra vez que lo mate le prometo ese laberinto, que consta de
una sola linea recta y que es invisible, incesante.

Retrocedio unos pasos. Después, muy cuidadosamente, hizo fuego.
JoraE Luis BORGES



SOLUCIONARIO 7

La muerte y la brujula
Jorge Luis Borges

Los protagonistas de este relato de crimenes

son, ademas del asesino, un comisario de policia

y un detective. El primer crimen ocurre la noche

del 3 de diciembre en la habitacion del Hotel du Nord
donde se alojaba la victima, Yarmolinsky, un profesor
judio que asistfa a un congreso Talmudico.

En una hoja metida en su maquina de escribir, estaba
escrita esta sentencia inconclusa: «La primera letra

del Nombre ha sido articulada». Un mes mas tarde,
también de noche, aparece muerto en un suburbio
occidental un delincuente, Azevedo, con fama

de delator, que es también judio. En una pared cercana
habian escrito con tiza: «La segunda letra del Nombre
ha sido articulada». El tercer crimen, algo dudoso, pues
no aparecio el cadaver, ocurrié también un mes después,
la noche del 3 de febrero, carnaval, en una taberna
donde una persona extrafa habfa alquilado unos dfas
antes una habitacién. Cuando llegaron el comisario

y el detective, encontraron escrita en una pizarra esta frase: «La ultima de las letras

del Nombre ha sido articulada». También vieron una mancha de sangre y un libro en latin
sobre los judios donde la presunta victima habia subrayado este pasaje: «El dia hebreo
empieza al anochecer y dura hasta el siguiente anochecer». La noche del primero de marzo,
el comisario recibe un sobre con una carta donde le anuncian que el dia 3 de ese mes

no habra un cuarto crimen porque, como se ve en el plano que le adjunta, los tres lugares
de los crimenes forman ya un «tridngulo equilatero y mistico. Perplejo, le remitié la carta
al detective quien, tras estudiarla minuciosamente, concluye que la serie de los crimenes
no estaba regida por el nimero 3, sino por el 4. ;Por qué? Porque, segun el calendario
hebreo, al cometerse por la noche, todos los crimenes habian ocurrido el dia 4 de cada mes;
ademads, las letras del nombre de Dios son 4 —el llamado Tetragrdmaton: J HV H-

y finalmente los puntos cardinales —tres de ellos sefialados por los vértices del tridngulo-
son también 4. En consecuencia, el asesino con esta carta queria enganarles: realmente
iba a cometer un cuarto crimen en un sitio al sur de la ciudad que formara un rombo
perfecto con los lugares de los tres crimenes anteriores. El detective localiza ese lugar

en el plano —una quinta llamada Triste-le-Roy-y se dirige hacia alli con la intencion

de adelantarse y pillar al asesino con las manos en la masa. Pero, al llegar, es el asesino
quien lo esté esperando, porque él, como le explica en el pérrafo seleccionado,

era la auténtica victima de aquella trama.

P€ Bibkatecs Borfjes

Aliwmes [ditosial

En el laberinto-trampa propuesto por el detective, las distancias de los lugares donde
se cometen los crimenes con relacién al primero son 8,4y 2.

Si continuamos indefinidamente, obtenemos la sucesion: 8, 4,2, 1, 1/2...

Escribe el término general y calcula su limite.

n—1
an:8-[1] __8 =24 lim 24" =0
2 on-1 n— o
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Limites y continuidad

ANTES DE COMENZAR... RECUERDA

001 | Justifica si las siguientes graficas corresponden a funciones.

a) Y4 b) Y

X X

a) La gréfica corresponde a una funcion porque a cada valor de x le corresponde
un Unico valor de y.

b) La gréfica no corresponde a una funcién porque existen valores
de x a los que les corresponden més de un valor de y.

002 | Obtén el término general de estas sucesiones.

37 1n R -1 =3
515 45" " 1"4" 9 16’
2 a, = 3424;:771) _ 54”3;,1 b) a, = 3+(722)(n71) _ 5722n
. n n
ACTIVIDADES

001 | Con la ayuda de la calculadora, halla el limite de las siguientes sucesiones.

n _
a) a,,:n—H b) a, = 5 9 a, = 2n+1
n n° —1 n—2
8 im 2y b) fim =0 9 fm=20E1_
n—sw N n—we 2 1 n—e n—2

002 | Aplica la definicion de limite y demuestra que:

lim
n—ow n—2

=1

Compruébalo para € = 0,0001.

Buscamos h tal que para cualquier n > h se cumple que:

|a, —1] < 0,0001 > —1/<0,0001 >

< 0,0001

n—2 n—2

Sitomamos h = 20.002 — n = 20.003 = 2 : < 0,0001

Obtenemos el mismo resultado para n = 20.004, n = 20.005.. .,
es decir, para n > h.



003

004

005

006

SOLUCIONARIO 7

Determina el limite de las siguientes sucesiones de nimeros reales.

2
a) a, = +1 d a, =—2n*>+3
n
b) a, = 2" d) a, =senn
2
n 1
a) lim + = 4o A Iim(=2n*> +3)=—-
n—o n n— o
b) lim 2" = 4+ d) lim sen n no existe.
n— oo n— o

Escribe sucesiones de nimeros reales que cumplan que su limite,
cuando n tiende a infinito, es:

a) lima, =3 o lim a, =+
n—o n—oo

b) lim a, = — d) lim a, no existe.
n—o n—o

Respuesta abierta. Por ejemplo:

_ 3n-1
n

a) d, Q a,=n+4

b) a,=1—n d) a, =cosn

Observa la gréfica y calcula los limites de la funcién en el infinito.

Y
R
fx)=
1 xt =1
N /
VoL X
|
2 2
m X =2 m X222
X—>+m 2 x— - x2 _

Aplica la definicidn de limite y demuestra que:

lim =1

Xt X —2

Compruébalo para e = 0,0001.

Buscamos x, tal que para cualquier x > x; se cumple que:

X g

< 0,0001 =

\f(x)—1\<o,ooo1—> < 0,0001

X—2 X—2

Sitomamos xp = 20002 — x = 20003 - 2 < 0,0001
1

Obtenemos el mismo resultado para x = 20.004, x = 20.005.. .,
es decir, para todo x > X.
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Limites y continuidad

007 | Observa la gréfica y calcula los limites de la funcién en el infinito.

Y

3 T .
FOty = A 3% fim
2 H X—> —0 2

x> —3x

3

/T _ox? =3x

1 X lim = +o0
X—> o0 2

008 | Busca funciones cuyos limites sean los siguientes.

a) lim f(x)=+w d Jlim f(x)=—o
X— 4o X——®

b) Iim f(x)=—c e) lim f(x)no existe.
X—+w X =+

o Ilim f(x)=+4e f) lim f(x)no existe.
X——o X——0

Respuesta abierta. Por ejemplo:
a) f(x)=x?—x+1 dfx)=x*+x—4 e) f(x)=cos x
b) f(x)=x— x? d) f(x)=x>—x f) f(x)=1—sen2x

009 | Determina el valor de las siguientes expresiones.

a) 2+ (+) Q) 2:(+o)+(+o0)
b) 2+ (—o) d) 2+ (=) (+)
a) +oo b) —oo 0 +o d) —oo

010 | Halla el valor de estas expresiones.

a) 27 4 (40) - (+) 0 (4+0)? +(+)
b) 27 4+ (—o)-(—o) d) (—)? «(+)
a) +o b) 4o Q) +o d) +o

011 | Si lim f(x)=—=1y lim g(x)= —o,calcula:

X— 4w X =+
a) lim [f(x)+g(x)] 9 lim 3g(x)
X — 4w X—+x
b) lim [f(x)-g(x)] d) lim IJf(x)
X — 4 X—+ow
a) lim [f(x)+g(x)] = —oo 9 lm Jg(x) =—
X— o X—> +o0
b) lim [f(x) g(x)] =+ d) lim Jf(x) =—1
X— +o X—> oo
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SOLUCIONARIO 7

012 |Si lim f(x)=+4owy lim g(x)=—5,halla:
X——o X—>—®
a) lim [f(x)+g(x)] qd lim g(x)
X—>—® X—>—®
b) lim [f(x)—g(x)] d) lim f(x)90
X——0 X——x
a) lim [f(x)4+ g(x)] =+ o lim g(x) no existe.
X— —0 X— —o0
b) fim [f(x)—g(x)]=+ow d) lim f(x)?) =0
X— —00 X— —o0
013 | Halla los siguientes limites.
a) lim x’ o lim Ux e) lim 1
X — 4o X =400 x>+ x7
b) lim x’ d) lim Ux f) lim 1
X—>—o X——o X——o X7
Q) Im X =+ o m Ux = +oo e) lim L:O
X— Foo X—> o0 x—+o x/
o) Im x = —oo & m Ux = oo f dm ——=0
X—> —o X—>— x——w x/
014 | Calcula estos limites.
1
a) lim 7% o lim (x/?)x e) lim 7x
X—+w X—+w X—+x
1
b) lim 7% d lim (V7 ) f) fim 7x
X—>—x X—>—o X——o
3 Im 7 = 4o d im (N7 ) =0
X oo X o
1
b) lm 7 =0 o Im 7% =1
X——» X—> +oo
1
9 im (N7) = 4w f dm 7% =1
X—> Foo X— —o0
015 | Halla los limites en el infinito de cada una de estas funciones.
3 4
a) lim [ 2x ] b) lim — X FTIX
xo4o| x —1 x=o—= (x2 —6)2x —1)
3
a)  lim [ 2x ] =
x—= 4ol x —1
4
0 lm (3x+1)x _ 3
x=—o(x? —6)2x—17° 8
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Limites y continuidad

016 | Completa [im

[ ]

x=+2 2x3 — x +12

de modo que el resultado sea:
a) +o b) 4

Respuesta abierta. Por ejemplo:

. X" +5
a Iim ———
x4 ) x3 — x 412

37
b) lim _8x =3 _
x=toe 2x3 — x 412

017

x? 43

2x+1

a) lim
X =+

2 —_—
b Jim 22X tx—1

X—+wo [X2+3
Jx? 43 :1

a) lim —
xo+e 2x 41 2

2x% + x—1

Resuelve los siguientes limites.

= 400

b) lim —f—————=+x

X— 4 /XZ +3

018 | Calcula estos limites.

X+

2x

019 | Calcula los siguientes limites.

x2 —1 _ 14 2x?

X—+® X 2x—1

a) lim [

b) Ilim (\/xz—Zx —x)

X—> 4w

|

o 7x+N3x-2 7

2

, escribiendo en su numerador una funcion

o0

2
9 lim $:O
xotw ) x3 — x 4+12

0 fim X Ax—1
X——® /X2 +3
2_
4 lim 2x 12x+9
X—=te 35 1 5x—2
2x% +x—1
o Im ———— =+
o= x? 43
2 _
4 fim 2x 12X+9:
Xt 3> 4 5x =2
. 2X —N6+ X
o Im =——T=
xote 22X+ 4
[ 2
4 fim X 12X
X——w 6x—3
g lm 2X N6+ X “6+X:1
Xote x4+ 4
[
o g X EIHX 1
X—> —o0 6Xx—3 2

o lim (2x=J1+4x)

X — oo
d) [im (\/9x2+3x —3x)
X—> 4w

“+o0
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SOLUCIONARIO 7

4 X2 =1 142x°
a) lim — — 0 — o0
X—>+oo X 2x —1
i | X2 k2 ) =X =) = (14 26%)x
xoee| X 2x—1 X0 x(2x—1)
=X =3x 41 1
= Jm =
X— 4 2x2 — x 2
b) lim (\/XZ—ZX—X)—>OO—00
X—>+o
2 5y 2
lim (\/X2—2X —x): lim S Sk, S
X— 4o X—> 4o XZ_ZX + x
= fm —2x =1

X—>+o0 X2—2X+X

9 dm (2x—V144x) 5w —w

X—+o
27 —
lim (ZX—\/1+4X): lim u:-ﬁ-oo
X— +x X—)+m2x+m
d) /im( 9x2+3x—3x)—>oo—oo
X—> +o0
9x% +3x—9x% .

lim ( 9x% +3x —3X)= im ——=——C =
X—+ow X—+o ’9)(2 +3X +3X

3x
= im —==
ot J9x? £3x +3x 2

Sustituye g, b, c y d por nimeros de modo que:

a) lim (\/x2+ax—x)=1 o lim (\/9x2+7—cx)=0

X—> 4w

X =+
b) lim (x/4x2+bx—3—2x):—% d lim (Jax® +x—5 —2x) = oo

X =+ X—+o
2 2
. [ X X +ax —x . ax
a) lim ( X2 + ax —X) = m === Im ———— =
X—> 400 X—> o0 XZ Lax +x X—> +o0 XZ +ax + x

=9 1540=2

4x7 4+ bx —3—4x?

b) /im( 4X2+bX—3—2X)= lim
X—=> oo X—=> oo ,4X2 4+ bx—3 +2x

bx —3 b——i—>b=—1

= lim = =
ote J4x? 4 bx—3 +2x 4 4
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Limites y continuidad

2 2.2
9 im (Nox2 47 —cx)= fim 272X 23

X— +o X— +o© 9X2 47 +cx
o dx? —5—4x?
d) //m( dx2+x—5—2x): lim XX X =to—>d=4
Xt ot Jdx? +x—5 +2x
021 | Calcula los siguientes limites.
2x—1 3x+2
. 1 . 4x —1
a) Ilim [1+] o lim [2— ]
X+ X X——ow 4 x
3 6 X+2 X 3x+1
b) Im [1—— d) lim [ ]
X =+ X X — —o X+3
1 2x—1
a) lm |14+ — -1~
X—> +oo X
2x—1 lim i»(2)(—1)‘
im |1+ — el X = ¢?
X—> 4o X
3 6x+2
b) Im |1—— — 1%
X—> 4o X
3 6x+2 lim [77]»(6X+2) 1
m | 1—= e =¥ =
X— +o X e18
3x+42
4x =1
o lm |2— ] — 1"
X— —% 4 x
_ 3x+2 lim H]— X71]4(3x+2)} I 3x+2 3
lim 2—4X ]] =7 4x — o= dx — et =4
X— —% 4 x
3x+1
d lm |-~ ST
X— —0 X+3
N P fim ( _1](3x+1)] i —33x41) 1
lim = 2=t =~ x4 —e % =
x—= - x + 3 6,9

022 | Halla estos limites.

x—1

) x2 41 x2 —1 |2x
a) lim o lim
X =+ x2 x—>—w| x2 41
2
2 x+6 2, 5 x“=3x
b) lim X —x+2 d) lim XT—2x+2
X— 4w X2+1 X—>—w 2X2+3X—2
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024

X—>+oo

lim
X+

Observa la grafica y calcula:

lim f(x)

x—0"

siendo f(x) ={

fim f(x)

x—0"

SOLUCIONARIO 7

lim f(x)

x—0

—x+1

w

six<O0

X+2 six>0

<V

im f(x)=2

x—0T

=1

Observa la grafica y halla:

lim f(x)

x—=2"

lim f(x)

x—0"

im f(x

X—==2"

lim f(x)

x—>—2t

w

lim f(x)

x>0t

lim f(x)= +4o0

x——2"

)= —o00

im f(x)=1

x—=0"

lim f(x)=0

x—0"
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Limites y continuidad

2

enx=3yx=—2.

025 | Calcula el limite de la funcion f(x) =
X+2
lim f(x):é
x—3 5
1 //‘mif(X):—oo
im f(x) = — = o0 — ¥272 — No existe fim f(x).
x——2 0 im f(x)=+o0 X——2
x——2"
026 | Determina el limite de la funcion f(x) = enx="~ yx=0.
sen x 2
fim f(x)=1
T
X——
2
1 lim f(x) = —o0
mf(x)=— =00 — 2% — No existe fim f(x).
x—0 0 im f(x) = 4o0 x=0
x—0"
027 | Resuelve los siguientes limites.
2
a) lim X+1 b) 2X° 4+2x
x> 3x+3 x=0 x2 _3x
2
a) lm X+1 —>E b) /imuﬁE
x=>=13x+3 0 X0 x2 _ 3y 0
//mix—H = //‘mi:— fim 2X()H—U:/im 2(X+]):
xe—13(x+W) x—=-13 3 x—0 X(X*3) x—=0 x —3
028 | Calcula estos limites.
V25 —x? . 2x%2—18
a) lim ———— b) Iim ———
) X—=5 X —5 x—3 /X2_9
_ N25—x? 0
a) Iim———— — —
=5 x—5 0
im f(x) = —o0
o NGHEX)5=x) . N5+x 5 X5
lim = lim == ) .
X5 —(5—x) x=5 _\J5_ x 0 lim f(x) no existe
x—5"
— Noexiste im f(x).
X—5

402
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SOLUCIONARIO 7

x+3
x2 —4

029 | Determina sila funcién f(x) = escontinuaenx=—2yx=2.
f(=2)= % — No existe f(—2) — La funcién no es continua en x = —2.
f(2)= % — No existe f(2) — La funcién no es continua en x = 2.

030 | Hallasilafuncion f(x) = \ x—3 \ escontinuaenx=—3yx=0.

f(=3) =|—6|= 6 — Existe f(—3).

lim |x—3|—|—6|_6—>E><|ste lim f(x).

X—— x—-3

f(=3)= lim f(x) — Lafuncién es continua en x = —3.
xX—-=3

031 | Determina si esta funcién es continua.

X +1 six < —1
f(x)= 5 -

xc =3 six>-—1

c Six<—1—= flx)= 1 — f(x) es continua en (—oo, —1).
« Six>—1- f(x ): — 3= f(x) escontinuaen (— 1, +oo).
e Six=—1->f(=1)= + 1 =0-— Existe f(—1).
im f(x)= Im (x+1)=0
x> x> — No existe fim f(x).
lim f(x)= lm (x* =3)= =2 x—-1
x——T" x—>—T"
La funcion no es continua en x = —1, tiene una discontinuidad de salto finito

en este punto, por tanto, f(x) es continuaen R — {—1}.

032 | Calcula a para que esta funciéon sea continua en todo R.

X +1
f(x)=1 «x
—x24+a six>-—2

six <=2

cSix<—-2-of(x)= X+1 — f(x) es continua en (—oo, —2).
X
«Six>-2->f(x)=—x>+a— f(x) es continua en (=2, +co).
e Six=-2-—>f(x)= —2+1 i—>E><|stef( 2).
-2 2
im fx)= fim XX =1 Im F(x)= lim (—x* +a)= —4+a
X——2" x—-2" X 2 x——2* x——2"

f(x) es continua en x = —2 si:

f(=2)= Im f(x)= Ilm f(x)—>%:—4+a—>a:%

X—=2" x——2"
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Limites y continuidad

033 | Determina si la funcion:
f(x) = sen x + cos x

se anula en algun punto del intervalo (0, 4).

f(x) es la suma de funciones continuas en R, por lo tanto es continua en R.
f(x) es continua en [0, 4].

f0)=1>0

f(4)=sen4 +cos4=-141<0

Aplicamos el teorema de Bolzano — Existe ¢ € (0, 4) tal que f(c) =0,
es decir, la funcion se anula en algun punto del intervalo (0, 4).

I 2 - . .
034 | Dada la funcién f(x) = L—i_x halla si existe algun punto c en el intervalo

x—2
(0, 1) tal que f(c) =

f(x) esta definida en (0, 2) U (2, +00) — f(x) es continua en (0, 2) U (2, +o0),
luego, f(x) no es continua en [0, 1], ya que no estd definida en x = 0.

Para aplicar el teorema de Bolzano podemos considerar el intervalo (0,1; 1).
f(x) es continua en [0,1; 1].

f(0,1) = 1,106 >0

f=-2<0

Aplicamos el teorema de Bolzano — Existe c € (0,1; 1) tal que f(c) =

es decir, la funcién se anula en algun punto del intervalo (0,1; 1).

Por tanto, también podemos asegurar que existe algun punto c en el intervalo
(0, 1) tal que f(c) =

035 | Dada la siguiente funcién:
f(x) = senx + cosx

demuestra que existe un punto ¢ € (0, 4) tal que f(c¢) = —1.

f(x) es la suma de funciones continuas en R, por lo tanto es continua en R.
f(x) es continua en [0, 4].

f0)=
f(4) =sen4 + cos4 = —141

Como f(0) > —1 > f(4) podemos aplicar el teorema de los valores
intermedios — Existe ¢ € (0, 4) tal que f(c) = —1.

Inx +2x .
036 | Dada la funcién f(x) = " demuestra que alcanza un maximo
X —
y un minimo absolutos en un intervalo.

f(x) es continua en (0, 2) U (2, +o), por tanto, f(x) es continua en [0,1; 1].
Entonces, por el teorema de Weierstrass, existe al menos un punto donde

la funcion alcanza su valor méximo absoluto y otro donde toma su valor minimo
absoluto.



SOLUCIONARIO 7

037 | Determina el término general de las siguientes sucesiones, y calcula su limite.

T 1 1 1 1 2 4 8 16 32
a) ’Ilil T T T T reee d) A A A
2 4 8 16 32 3 9 27 81 243
bo 2345 e) 64,32,16,8,4,2, ...
2 3 4 5 6
57 9 11 13
C) 1171 T T _ T
333 3 3
1 .
a) a, = lim =0
2!7—] n_)wzﬂ—]
n—1 n
b) a, = lim =1
n n—ow n
34+2(n=1) 2n+1 o 2n+1
Q a, = = fi =+
3 3 n—o 3
_ n _ n
d) anz( 2) //'m( 2) no existe.
3n n—oo 3”
1 n—1 26
e) a, = 64 [] = =/ lim27~" =0
2 on-l n—o

038 | Halla el limite de estas sucesiones expresadas por su término general.

a) a, =3n+1 f) f, =(n+3)(2n—-3)
b) by = —> g go =2
n+1
3"
dc¢,=n*—5n+6 h) h,,:[S]
2
d)d,=3—n+n?>—-n? i) i, =33n—1
— ) n’>+3n—2
e)en:3_n 4 J) kn=+7
2 n
a) lim (3n+1)=+oo f) Iim [(n+3)(2n—3)] = +oo
n— oo n—ow
b) fim —— =0 9 lm 2" = 4o
m—>oon_|_] n—ow
3
o lim (n* —=5n+6) = 4o h) /im[] =0
n—w n—ow| 5
2
d) im(3—n+n*—n*)=—w i) lim 33071 =30 =1
n—o n—ow
J— 2 —
e) /im[S—n 4]:—00 j) //‘mwz_koo
n—ow 2 n— oo n

405
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Limites y continuidad

039 | Calcula los siguientes limites de sucesiones.

2
a) lim (=n®+8n® —n+8) &) fim 30" —=8n+16
noe n—o 35
im Y2n +1 . 6n—2
b) lim 3/2n° +1 e lim —=
n—ow N 3n3 _7n+1
_ 2 _ 3
9 limn?—3n—2 f) Jim 5=2n+30" —n
n—w N> 2n2 _Sn_4
2
- 1
a) lm (=n® +8n° —n+8)=—co Q fm 2 —8n+16
n—oc s 35
b) i 20 +1 = +oo o Im—21"2 _,
n— o nqm30377n+.|
_ 2 43
Q fmn? —3n—2 = 4o f) fm 2203 o
n—o o 2n2 P

040 | Calcular razonadamente el limite de la sucesién:
(n—2)?
(n+1°—(n—1)>°

’ (n=2) , n’ —4n+4
fim =i =
nse (n4 13 —(n=13 e’ 4307 +3n+1—n>+3n> —3n+1
_n*—4n4+4 7
= Jm——L" =
n—o 6/’72+2 6

041 | Determina los limites de estas sucesiones.

2 2 52
a) lim 74'7 ! . 6n o lim 2n” +3 + 6n=n
n—o 5n n3 +1 n— o 5n 3n
n?+5 5n3 3n+2
b) lim — d) lim (8n—1)
n-se| 1—2n n? 412 now|  n
2 2
a3 fm 4n W. 6n — 24n 6 —9
n—os 5n m +1 n—» 5p3 45
| nP+5 507 (N +5)(n? +12)
b) fim : = fm-—— " =
n=el 1=2n n®> +12 n—=% 503 (1—2n)
n*+17n* +60 1
= ///’7’7 _— =
n—» 50> —10n* 10



042

043

SOLUCIONARIO 7

| 2nr+3 6n—=n? 60 +9430n—5n?
o Im = Jim —
n— o 5n 3n n—w 15n
2
— i 30049 .
n— o 15n
2 —
d im [3n+2J(8n—1)]= i 2 BN=2
n—oo 6n? n—o 6n2

Dejamos caer una pelota desde una altura de 4 metros y, tras cada rebote,

la altura alcanzada se reduce a la mitad de la altura anterior.

{Qué altura alcanzara la pelota después de cada uno de los cinco primeros rebotes?
¢Y tras el vigésimo rebote? ;Y tras el rebote n-ésimo? Si a, denota la altura alcanzada
tras el n-ésimo rebote, obtén una cota superior y otra inferior de esta sucesion.
Calcula lim a,.

n—w

(Galicia. Septiembre 2004. Bloque 4. Pregunta 1)

1
m dg = —mM ds = —M

1
a=2m a, =1m a3 = —
2 4 8
117 2 1
GZO = —_— = —_—= m
2 21 262.144
n—1
“= [;] - nzw - n12 =2
2" 2"
Una cota superior de la sucesion es 4y una inferior es 0.
lim 2=("=2) =0
n—o

Observa las gréficas de estas funciones, y calcula los siguientes limites.

Y Y
Ja \
A fx) W
\
X " X
r | g(x)
N
a) Ilim f(x) o lim g(x)
X— 4o X—>+w
b) lim f(x) d) lim g(x)
X——® X—>—x
a) Iim f(x)=+ow o lm g(x)=—o
X— +oo X—+oo
b) lim f(x)=—o d) lim g(x)=+w
X— —© X—>—0
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044

045

Halla estos limites de funciones.

a) lim x°
X+

b) lim x°
X—>—®

g lim Ix2

X —+x

d) lim Ix?
X——

a) lm x° =4
X—>+o

e) Iim —=0
X—> +o0 X4

f) lim —=0
X——o x

g) lim 5%

X =+

h) lim 5

X—>—®©

Calcula los siguientes limites de funciones.

X241
a) lim
X—>+40o x —3

2
b fim X
X—>—w x —3

f) lim

x=-»3x2 4 2x —1

g) lim

X — o

h) lim

X—>—®

i) lim
X =+

j)  lim [1
x—>—x| 3
K lim 4¢
X =+
) lim 4¢
X—>—®
lim 5 = +oo
X— +oo
im 5 =0
X—> —0

m 4% = 4o

X—>+o
lim 4 = +oo
X—> —o
1— x4
—x*4+2x? =5
1—x*
—x*+2x? =5
x> —2x+3

x> —3x% =5

x> —2x+3

x3 —3x% =5




046

047

048

f) lim =
x>0 3x% 4 )x —1

Se considera la funcion f(x) =

SOLUCIONARIO 7

(Baleares. Septiembre 2008. Opcion A. Cuestion 3)

lim =0

Xx—+o x2 1

1

Ix
N ey

Halla el limite: flim

X —x ’X+

i 2x+3 —0
x>—w x3 _3x2 5
W Im —_—¢
X=4wo x — )
= im0 —¢
X—=—w X —
.Calcula lim f(x)y lim f(x).
x2 +1 X+ X—>—o
fim =0
x—>—w x2 4 ]

(Navarra. Septiembre 2005. Grupo 2. Opcion C)

1

lim

ot (e —x—1)

\/X(X+1) +\/X(X—1)
(x? + x)

lim

X+

=1
— (x> =x)

Determina los siguientes limites de funciones.

a) lim (x> —12x)

X —> 4

b) lim (x —0,001x?)

X—+®©
a Im (X =12x)= 4o
X—>+eo

b) lim (x—0,001x?) =

X— +oo

—0o0

o lim 0,62

X =+

d lim (2x—3)*

X—>+o

d lm 0,62
X+

=0

d) lim (2x—=3)" =4

X—> Foo

409
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049

050

Resuelve los siguientes limites.

a) lim (x—\/x2—4x) 9}

X—>—0o
. 2
X—>—® X —w x
a) lim (x—m):_w
X— —©
b) Iim (x4 X —4x ) > —o0 + o0
X o
2
XT =X 4 x
lim (x+\/x274x ): lim + — im 4x
X—> —o0 x—)—ocx_m x—)—ooX_\/m
P 1—x
o lm [14+—= N
X— —0 X
T-x lim {[Hiq].(px) im 2-2x
lim 1—}-3 — e X — e X — e,z _i
X— —0 X 62
1—x
d) lim 1—i NS
X— —© X
1=x im ‘[L—q](pm i 22X
lim 1—3 =7 X = o= X — eZ
X—> —0 X
o —(x—2)
Calcula el limite: lim
e X—2

(La Rioja. Septiembre 2005. Propuesta A. Ejercicio 5)

VX2 =2x —(x=2)

lim — 00 — o0
X=>+® X—2
[2 5. 2 o (v 9\
im X 2x —(x—2) — im X 2x —(x—2) _
Xt X=2 ot () (Vx? —2x +(x—2))
= Im 2x 4 =0
Xt (N X? —2x 4+ (x—2)?

051 | Calcula el limite: lim Xx+1—-vx—1
X+ ) 2 X — 2

410

(Navarra. Junio 2008. Grupo 1. Opcién C)

Ny

—> 00 — ®©

iﬂ

X
X_>+°°«l)(+2



SOLUCIONARIO 7

= Jm =

Xote x4+ 2 —x—2 X—’+°°(x+2—x+2)(\/x+1—l—\/x—])_
. Ax+2 +x=2) 1

im NX4+T—=vx—-1 (x+1—x+1)(\/x+2+\/x—2)
X

ot 4(Sx+1+x—1) 2

X —>+w

— 2 4
052 | Halla el limite: [im [X +1_2x +3X]

, x2 +1  2x* +3x
lim

— 0 — ™
X—> 400 X x2 -1
. X2 4+1 2x* +3x oxt—1=2x> —3x2
lim = Ilm = —
X—> 400 X x2 =1 X— 400 X(X2 —1)

053 | Determina el limite: [im

x> +2x2 =3  2x?—x
+ +

X——» x2 =2 x—1
3 2 _ 2

im x> +2x° =3 2x X s oo 4 oo
X— —o x2 —2 X —1

3 2 2
X 2x° =3 2x° —X

X— —0 X2 ) X —1

im x4+ —2x2 =3x+3+42x" —x3 —4x? +2x

X= —o0 (X2 =2)(x—=1)
o 3x* —6x2—x+3

= lm =—
x=—o x3 _x? _)x 42
054 | Calcular fim (Vax?> +1—ax* —3x+2).
X+

(Aragon. Septiembre 2008. Bloque 3. Opcion A)

im (Jax? 1 -Jax? —3x+2 ) 50—

X—> +oo

. , 4x* +1—(4x>=3x+2)
J 4xP 1 —J4x>=3x+2 |= |
x—mw(\/ . Jaxi-ax+2) X_/’rz*\/4x2+1+\/4x2—3x+2

) 3x—1 3
fim =

ke faxr 14 Jaxi—3x+2 4

411
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055 | Calcula el limite fim (\/x2+2x —x).

X >+

(Navarra. Junio 2004. Grupo 2. Opcion C)

lim (\/X2+2X—X)—>oo—oo
X—> o0
2 2
im (\(x24+2x —x )= Ilm w: Ji Zixz]
X%ﬁ»w( ) X—> 400 'X2+2X +x X—> o0 \/m'f—)(

056 | Calcula el limite: lim \/x+\/_—\/;

X—+w

(Navarra. Septiembre 2004. Grupo 2. Opcion C)

Xﬁrzx(\/x+\/——\/;)—>oo—oo

lim (\/X+\/——\/;): lim Xt V= x = lm x 1
X— +o X—+oo m+\/; X—>+oo m_’_\/; 2

I 2 X
057 | Calcula: lim [ 1+ ]
X

X+

(Asturias. Septiembre 2006. Bloque 5)

5 Y 2 ) im [1+34]4x im 2%
im | 1+=] =1 im |14+ = | ==l ¥ = ot X = p?
X—> o X X—+o X
I
058 | Halla los siguientes limites.
2x—12 5 2x+2
. 2+5x . X“+2x—3
a) lim ERELS b) lim —
x—+»| 14+ 5x X e X° +3x
2x—12
. 2+ 5x
a)  lim — 1"
x—+oe( 14 5x
_ 2
2150 P im +5X—1]»(2x—12)
lim :exﬁi»w 14+ 5x _
x=+40o| T4 5x
o (245x=1-5x)(2x-12) o 2x-=12 2
m —— lim ———— = <
— ex—>+m 14 5x — ex—>+>c T+5x _ es — ez
2 2x+2
X°4+2x—3
b) i — 1"
X— +oo x? +3x
2
. +2x-3
5 2x+2 im || —1]-(2x+2)
lim X° +2x—3 _ eX—>+m X2 +3x _
ot x? +3x
i (X242 x=3—x>=3x)(2x42) im —2x>—8x—6
— ex—>+m X 4+3x _ ex—>+m x24+3x — e—Z — 1
o2

412



059

060

061

062

SOLUCIONARIO 7

x2

X+5 |x+3
x—1

Calcular im [

X =+
(Aragon. Septiembre 2006. Opcion A. Cuestion 3)

XZ

) X+5
lim o |3 e
x| x —1
+5 < lim X+5—1]< < (x+5—x+1)x2
lim [ X ]X+3 _ ex4+oo x—1 X+3 — pot= (x=N(x+3) —
x—=+0o| x —1
i —5%
_ ex~>+mx2+zx_3 — 66
3x+1)"
Calcula el limite: lim | ——
x—>+e| 3x —1
(Navarra. Septiembre 2004. Grupo 2. Opcion C)
o 3x )
im | ——| =1
x=+oo| 3x —1
) 3x+1 o (3xH1-3x41)x ) 2x 2
X lim [7—1]%] im =22 I £
//m [ 3X+1 ] _ €x4)+cc 3x—1 — ex_,[?.m 3Ix—1 — ex—/>m+m3x—] — €3
x>+l 3x —1

X p—
Calcula: fim [2 8]

x—>4oo| X+1

(Asturias. Junio 2007. Bloque 4)

| 2r -8 . 2% 23 , T2 1
lim = Jm — = Jm|——"—|=—
x—>+oo| X FI x| DX+ X+ x> +oo| 2 2% p)

Expresa las funciones siguientes como funciones definidas a trozos y, después,
halla sus limites cuando x tiendea —oo y a +o0.

a) flx)=|x+2|=|x—2

b) f(x)=x—‘3—2x‘

O Flx) = 2x+3
X—2
&) Flx)=| X=3
T—x
—X—=2—(=x+2) six<-=2 —4 six< =2
a) fx)=1x+2—(=x+2) si—2<x<2—=f(x)=12x si—2<x<2
X+2—(x—=2) six >2 4 six > 2
im f(x)= Im (=4)=—4 im f(x)= Im 4=4
X—> —0 X— —ow X—> +oo X— +oo

413



Limites y continuidad

X—(3=2x) six<% 3x -3 six<%
b) f(x)= —f(x)=
X —(=3+2x) sixzi —X+3 sixzi
2 2
im f(x)= Ilm (3x —3)=— im f(x)= Im (=x+3)=—o0
X— —o0 X—> —o0 X—+oo X—+ow
ﬂ SiX<7i
X—2 2
O f)={-2+3 4 _3 4
X—2 2
2x+43 Six > 2
X_
Im fx)= fm 2XE3 5 im fx) = lm 2XF3 )
X— —00 X—=—0 X — 2 X— +x x—+o X — 2
X—3
— six <1
1—x
X—13 )
d) f(x)= sil<x<3
1—Xx
— six >3
1—x
im f(x)= Im [—X_3]:1 im f(x)=lm [—X_3]=1
X— —w X— —w 1—x X— 4= X— 4o 1—x
063 | La siguiente representacion es la gréfica de la funcién f(x).
Y
) \ (x
I\
/1 \
[ X
| \
\
Da un valor aproximado a estos limites.
a) lim f(x) d) lim f(x)
x—1 X—3
b) lim f(x) e) Ilim f(x)
x—0 X =4
o Ilim f(x) f) Ilim f(x)
X—2 X——®
a) lim f(x)=-0,9 o Imf(x)=4 e) lim f(x)=—o0
x—1 xX—2 X—> +o0
b) Iimf(x)=0 d) lim f(x)=—1 f) Iim f(x)= —o0
x—0 Xx—3 X— —»
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065

066

Esta es la gréfica de la funcion g(x).

SOLUCIONARIO 7

14
I~
X
\
[latx)
Da un valor aproximado de los siguientes limites.
a) lim g(x) q lim g(x) e) Ilim g(x)
x—-=3 x—1 X =+
b) Iim g(x) d) lim g(x) f) lim g(x)
x—=0 xX—=2 X—>—®
a lm g(x)=0,7 q limg(x)=-29 e Im g(x)=4w
x— -3 x—1 X—+oo
b) lim g(x)=0 d) limg(x)=0 f) lim g(x)=0
x—0 X—2 X—> —w
. 3x i
Si f(x) = ——, calcula estos limites.
VX2 +1
a) lim f(x) b) lim f(x) o lim f(x)
x—3 x——1 x—0
9 oo
a) Imf(x)=—"——==
X3 Jio 10
b) lim f(x):i:—ﬁ
x——1 2 2
o Imf(x)=0
x—=0
Dada f(x) = 2" determina:

a) lim f(x) b)

xX—e

a) imf(x)=2"=2

xX—e

Q) lim f(x)
x—0

b) lim f(x) no existe porque no podemos calcular logaritmos de nimeros

X—=5 .
negativos.

d lim f(x) noexisteyaque fim f(x)=0y lim f(x)no existe.

x—=0 X—0T

x—=0"

415
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067

068

069

Si tenemos la funcion f(x) = 6x—12
x> —3x—4
cuando x tiendaa 0, —1,1y4?
m —2X=12 3
x50 x2 _3x -4
im f(x)=—
6x-12 _ -18 __ i F(x) =~
x=>-1x2 _3x—4 0 lim f(x) = +oo
x— 1"
/,‘mM:]
X1 x2 —3x —4
im f(x) = —o0
i —8X=12 12 o
=>4 x2 _3x—4 0 lim f(x)= 4o
x—47F

, icuadles serdn sus limites

— No existe lim f(x).

x— -1

— No existe im f(x).

x—4

Siendo la funcién g(x) = log (x* — 4), determina sus limites cuando x

tiendaa5, —5,—2y1.

lim log(x? — 4) =log 21=1,32

x—=5

lim log(x>—4)=log 21=1,32

X— =5
lim g(x)=—oo
lim log(x? —4) =log0 — *>7 ‘
x——2 lim  g(x) no existe

x——2"

lim log(x? — 4) no existe.
x—1

x—=5

— No existe im g(x).

x——2

Si sabemos que /fg"sm(x) =4, limn(x)=0y limsp(X) = +o0, calcula,
X X—>

si es posible, el limite cuando x tiende a 5 de las funciones.

a mix)+n(x)+px) ) 21X g P
m(x) m(x)

b) m(x)-n(x)—p(x) e T by 1)
n(x) p(x)

d m(x)-p(x) f) n(x)-p(x) i) (m(x))

m(x)
n(x)

=% — No se puede calcular el limite.

n(x)
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071

SOLUCIONARIO 7

f) lim [n(x)- p(x)] = 0 - +oo Indeterminacion

xX—5
g fim | 29— o i) lim (m(x)P ] = oo
x=5 m(x) X—5
. n(x) . (
h) fim =0 K lim [(n(x)P* =0
x5 p(X) x—5
i) lim (m(x)" ] = 4% =1 1) lim [(p(x)"™*)] = 400 Indeterminacion
x—5 X—5
Sih(x)= % calcula su limite en los puntos 6, —5, 1y 0.
n x
. 1 1 ) 1 )
lim — = ——=20,56 lim —— no existe.
x=6In x In6 x==51n x
1 lim h(x) = —o0
m—=—=0 — 7" — No existe lim h(x).
x=1In x 0 im h(x) = +o0 x—1
x—=1"
. . lim h(x) no existe
im — = — — 20 — No existe lim h(x).
x=>0Inx In0 lim h(x)=0 X0
x—0"

Observa la grafica y determina los siguientes limites.

a) Y lim f(x)
X —>—®
lim f(x)
2 f( xX—>—2"
— lim f(x)
X x——=2"
lim f(x)
X— o
b) Y
| Jigt0) lim g(x) lim g(x)
| 1] X ——» X =+
lim g(x) lim g(x)
x—=2" x——=2"
\\ ]/’ X lim g(x) lim g(x)
\ l x—1" x—1"
9 Y lim h(x) d) Y lim m(x)
X—>—x X—>—®
| Lo hto lim  h(x) 9 im m(x)
X—>—=2" 1 x—=>1
By X im h(x) % lim m(x)
\ xX—=2 x—1
lim  h(x) lim m(x)
X+ X — 4o

417
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a) Im f(x)=1 im f(x)=4o0
X— —o0 x— -2+
im f(x)=—oo im f(x)=1
X—>—-2" X—> 4o
b) lim g(x)=0 lim g(x) =+
X— —o x——2"
im g(x)=—ow im g(x) =+
xX—-2" x—1"
o lim h(x)=—o im h(x) = +o
X— —o x——2"
im h(x)=—o0 im (x)= 4w
x—=2" X=>+oo
d) Im m(x)= —o im m(x) = +o0
X—>—o» x—>1F
lim m(x) = +oo im m(x)= 4oo
x—1" X—=> +oo
072 | Observa la gréfica de la funcion f(x), y calcula los limites.
. Y
f
a) fim £{x) 1\ )
b) fim f(x) N\
X—>4" 1
o lim f(x) =
x— 4+
a) Iimf(x)=-1 b) lim f(x)=3
x—1 X—4~
073 | Esta es la gréfica de la funciéon p (x).
Y
| |
Vo [ 1/
(IR AR
| ] X
| |
H \ Iﬁ(;i
| [
Determina los siguientes limites.
a) Ilim p(x) o lim p(x)
x—0 x——1F
b) lim p(x) d) lim p(x)
x—>=1 x—=1"
a) Imp(x)=0 9 lim p(x)=+w
x—0 x— -1t
b) lim p(x)=—w d) lim p(x) =4
x—>—1" Xx—=1"

e)

f)

im g(x) = —o
x—17

lim g(x)=0

X—>+eo

lim
x—=1"

lim

lim f(x)=5

x—4+t

p(x)

p(x)

X+

e)

f)

lim p(x)=—o0

x—=17

lim p(x)= 4o

X—> 4o
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075

076

SOLUCIONARIO 7

Resuelve estos limites.

X2 = 2x 41 X2 —2x 41
a lim ———— lim ——————
x—2" x—3 x—2* x—3
x2 —2x+1 X2 —2x+1
b) lim —— lim —M—
x—3" x—3 x—3* x—3
2 2
. x“ —2x4+1 . x“ —2x+1
C) lim ——MM—— lim ——————
x—3" )(2 —9 x—3F x2 —9
2 _ 2 _
& fim — X +x=6 im — X +x—6
x—=27 x3 —x2 —8x+12 X2t x3 —x2 —8x+12
2 2
3 m X=X i X 2x A
x—2" xX—3 x—2" xX—3
2 2
b) lim X—2x4 lim w:_l’_oo
Xx—3" X—3 x—3*t X—3
2 2
Q lim X exr 2X+]:— lim X oexr? 2X+]:-|—oo
x—3~ X2 —9 x—3" X2 -9
2 — —
& fim —XFX=6 gy, X224 1
x5 x3 —x2 —8x+12 x—=2" (X—2)2(X—|—3) x—=2" X —2
2 —
lim X x=6 = lim ] =4
xo2t x3 —x2 —8x+12 x—2t X —2
2 f—
Calcula lim w
x=T x2 —2x 41
(Navarra. Junio 2001. Opcién D. Pregunta 1)
2 _ _ _ _
im XS —=3x+2 — (x=2)(x=1) — i x—=2 — i
xo1 x2 —2x 41 xo1 (x=1)72 x=1" x —1

Determina los limites siguientes y, en caso de resultar infinito,
halla los limites laterales.

2 fim X —X=2 im X —xX=2
x>22x% _3x—2 x>-12x% —3x—2

by lim x> +5x% +6x im x> +5x% +6x
x=-2 x3 4 x2 —8x—12 x=>-3 x3 4 x2 —8x—12
o 3x3 —18x2 +27x . 3x3 —18x% +27x

q Ilim lim
x=>1 5x2 _20x 415 x=>3 5x2 _20x 415
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2

. X —x—=2 o (x=2)x+1) X+ 3
a) lim = lim = lim ==
x=222x2 —3x—2  x=2(x—=2)2x+1) x=22x+1 5
27 —
im X X—2 -0
x=>-12x? —3x =2
3 2 2
by fim — toxT+ox _ X+ 29 +3) =2
x>-2x3 L x2 —8x —12 22 (x—3)(x+2)? 0
. x> +5x2 +6x , x(x+3)
lim = |Jm —2= =7 -
x>-2 x> 4+ x2 —8x—12 x—-2" (x=3)(x+2)
4 x> +5x> +6x 4 x(x+3)
fim = lim — =
x=>2" 3 4 x2 —8x—12  x-»-=2" (x=3)(x+2)
3 2
im X° +5x° +6x -0

=353 4 x? —8x—12

o33 —18x2 427 12
Q Im———mMm ———— = —

x=1 552 —20x +15 0

o 3x3 —18x% + 27x
im —_— =+

x=1" 5x2 —20x +15

o 3x% —18x% 4+ 27x
//m —_— = —@

x=1" 5x2 —20x +15
3x> —18x% + 27x i 3x(x —3)? _3x(x—3)

im
x=3 5x2 —20x +15 x=35(x =N(x—=3)  x=3 5(x—1)

077 | Se considera la funcién f(x) =

.Calcula lim f(x), lim f(x)y lim f(x).

x—1 x—1 X+ X——0o
X
) lim =—o©
. X 1 x—=17 X —1 ; ;
lim = — = — No existe fim f(x).
x>l x—1 0 X x=1
lim = +o0
x=1t x —1
) x? ) 2
li =+ lim =—0
x—>40o x — | Xx— -0 x — |

078 | Obtén los resultados de estos limites.

Ix . X —2 ~ JIx =2

lim — o lim ——— e) lim
3 xlino 3/X ) x—2 3,X2—3X+2 x—=4 x—4
3 Jx — —
b) fim X d) fim YX =2 f) fim X2
x—=0 \/x x—>2 x—4 x29 \Jx —3
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1
; lim — no existe
Y 1 o0~ §fx T
b) Im—=Im—=—=o0— — No existe im ——.
x=0 4/ x x—0 é/; 0 . 1 x—0 Q/;

Xx=9 _ //m%: im (Vx +3) =6

x—9 \/7 -3 x—9 X —

x3 +11x% +31x 4+ 21

079 | Sif(x)= , determina:
x> +7x2
a) lim f(x) o lim f(x) e) Ilim f(x)
X—3 X—>-—3 X =+
b) lim f(x) d) lim f(x) f) lim f(x)
x—==7 x—0 X—>—o
XCH1x2 +31x+21 240 8
a) lim ===
X—3 X3+7X2 30 3
3 2
b) fim X7+ 11x +31X—|—21: im (x+ND(x+3)x+7) _
x=~7 X4+ 7x2 x=~7 X2 (x+7)
— im (x+Dx+3) _ 24
x——7 X2 49
X 11X 4+ 31x 4 21
o lim =0
x>-3 X4 7x°
im f(x) = +oo
3 2 :
o) i XA AT A e > lim f(x) = +20
x—=0 X3+ 7x? 0 im f(x)= +oo x—=0
x—0"
XX 431+ 21
e) Im =1
X oo X34+ 7x?
3 2
f i X7 4+ 11x —|—31><+21:1
X —o x>+ 7x2
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080 Sif(x):w,calcula:
x2 +10x + 21
a) lim f(x) o Ilim f(x) e) Ilim f(x)
X—3 xX—-3 X —+x
b) lim f(x) d) lim f(x) f) lim f(x)
x—=>=7 x—0 X—>—o%
3 2
3 lm X*+6Xx° 4+9x _ 108 :2
x=3 x2 410x + 21 60 5
3 2 2
b) fim X+ 6x° +9x — im X(x+3) — m X(x+3) :ﬁzoo
o7 X2 410x +21 o7 (X+3)Nx+7) o7 x+7 0
/imif(x):—oo
x==7 — No existe fim f(x).
im f(x)=4o0 x——7
x——7
3 2
9 lm X+ 06X +9X: im x(x+3):O
=3 x2 4 10x+21 =3 x+7
3 2
d) fim XFOXHIX _
x=0 x? 4 10x + 21
3 2
e lm w:m
x>t x2 410 x 4 21
3 2
- X°4+6x°+9x _
x> x2 110X 4 21
081 | Se considera Iafunciénf(x):L.Calcula lim f(x)y lim f(x).
(X—1)2 x—1 X =+
(Baleares. Junio 2008. Opcion A. Cuestion 3)
) X
fi 772:4—00
fim—X 5 =D — lim f(x) = 4o
x—=1 (X -1 0 G X — i x—1
=1 (x —1)?
fim =0
x=+m (x —1)2
082 | Calcula fim X =8X" +7x
x—0 XZ — X
(Castilla-La Mancha. Junio 2008. Bloque 1. Pregunta A)
3 g2 _ _
/imX8X7+7X: //mwz im(x—7)=—7
x—0 X% —x x—0 xX(x—1) x—0
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)y lim f(x).

.Calcula lim f(x), lim f(x
x—1 X =+

I
083 | Se considera la funcidén f(x) =
x° —1 x—>—1
(Baleares. Junio 2008. Opcion B. Cuestion 3)
lim : = —
lim X — No existe fim f(x).
x——1 X2 —1 0 X X x—=—1
lim =400
x——1 x2 —
lim > = —o0
lim — L —w X — No existe im f(x).
x=1 x2 0 ) X x—1
fim =+
x—=1F x2 —1
fim =0
X—=to x2
2 12
084 |Seaf(x)= — ———— Calcular el limite de la funcién cuando x tiende a —3.
x—3 x?—-9
(Asturias. Septiembre 2002. Bloque 3)
, 2 12 o 2x2 —12x+18 , 2(x —3)?
fim - = lim-—=Im —=
x—-3| x —3 x2 -9 x—>—3(X_3)(X2_9) x—>—3(X_3)2(X+3)
5 5 im f(x)=—o0
= Im =" =077 — No existe lim f(x).
x=>-3 x4 3 0 im f(x)= 4o X—>-3
x——3"
I l
085 | Calcula lim (2x +1)x.
x—0
(La Rioja. Septiembre 2005. Propuesta A. Ejercicio 5)
1 lim (ZXH—W)»L /,‘mzix
lim (2x + 1% =1° lim (2x + 1) = e° Kl =m0 x = g2
x—0 x—0
1
086 | Calcula lim (cos x)sen’ x,
x—0
(Navarra. Junio 2001. Opcion D. Pregunta 1)
1
lim (cos x)sen’x — 1°
x—0
_ -1
! lim (cos x—1)- lim cosx1 //'mo ek B
lim (cos x)sen’x = e*° sen’x = @0 sen’x = " 701mOsTN —
x—0
im cos x—1 iim —1 1
_ exaoufcos x)(T+cos x) _ exwwcosx — 6732 ! — e
e e
423
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087

088

089

090

424

2 X+2
Lo S X =2
Calcula el limite de esta funcién six — +o0: f(x) =
1+ x2
+2
[ x2=2) "
fim -1
x—>+o| 14 x2
2
2 x+2 im || =2 (x+2) Jim X
//m Xc =2 _ x>+ || 14 x _ xa/+»,c 14x2
o0 2
o 1 +x . —=3x—6
lim
X—> 400 H»XZ eo —
. N4+ x —V4—x
Calcula lim .
x—0 4 x
(Madrid. Junio 2003. Opcion A. Ejercicio 1)
iim NVAd+x —VJ4—x —lim 44+ x—(4—x) _

x—0 4 x
o 1—=\1—x2
Calcula lim
x—0 X2

(Andalucia. Afio 2001. Modelo 4. Opcién A. Ejercicio 2)

=0 4x(Ja+x +J4—x)

1

2

1= N1=x? . T—(1=x?) A X
lim = lim = |im
x—0 Xz X—)OX2(-I+ 1—X2> x~>OX2(1+ 17)(2)
x=0 4 + /] —x? 2
Sabiendo que [im =1, halla:
x—>0 sen x
tg x 1— cos x
a) lim g q lim —=
x>0 x x—0 XZ
1— cos? x 1— cos x
b) Im —— d Iim ——
x—0 X2 x—0 X
tg x sen x sen x 1
a) lim x_ lim = lim . =1
x>0 x x=0 x cos X x—0 X oS X
2 2
- 1— cos“x — im sen“x _ /im[ sen x_ sen x ]:1
x—0 X x=0 x x—0 X X

lim lim
=0ax(Jatx +a—x) =02 Jatx +Va—x)

8
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_ - 2
9 im 1—cos x — m (1—cos x)(14 cos x) — m 1— cos“x _
x=0  x? x=0  x? (14 cos x) x=0 x? (14 cos x)
. sen’x | sen’x 1 1
= |im = |im . =
x=0 x2 (14 cos x)  *=0  x? 1+ cos x 2
_ _ 1— cos?
Q) fm 1—cos x — (1—cos x)(14 cos x) — cos'x
x—0 X x—=0 X (14 cos x) x=0 x(14 cos x)
2
— im sen’x _ | SENX_senx —0
x>0 x(14+cos x) x=0 x 1+ cos x

x2—1 six<3

091 | Sig(x)= 3 , determina los limites:
six>3
x+5
a) lim g(x) q) lim g(x) e) lim g(x)
x——1 X—3 X — 4o
b) lim g(x) d) lim g(x) f) lim g(x)
X—>—5 X—6 X——®

a) lim g(x)= lim (x> =1)=0
x——1 x— -1

b) lim g(x)= lim (x> —=1)=24

xX—=-=5 x—=—1

lim g(x)= lim (x>=1) =8

Q e e 3 317 im g(x) = lim g(x) — No existe lim g(x).
im g(x)= lim == x—37 x—3* x—3
x—3" x—=3" X+ 5 8

&) Img(x) = fm—— =2
x—6 x=6 x +5 11

e lm g(x)= lm =0

X— +oo X—> o0 X+5

f) Iim g(x)= lm (x>*=1) =+
oo

X— —x X o

4

092 ién: h = .
Sea la funcion: h(x) X LAx+4 si—2<x<3

si x <=2

Calcula estos limites.

2t 49 six>3
a) lim h(x) o lim h(x) e) lim h(x)
X——5 X—5 X—3
b) lim h(x) d) Ilim h(x) f) lim h(x)
X—2 X——=2 X—+x
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093

094

426

b) fim h(x) = lim (x> +4x+4)=16

x—=2 xX—=2

o limh(x)= lim (2X7'+9)=73
X—5

x—=5

im h(x)= Im =1

d) x—-2- x—>-2" X —2 — lim h(x)= 1lm h(x)
m h(x)= lm (X2 +4x+4)=0| *=2 x==2F
x——2" x——2"
— No existe lim h(x).
x—=2
lim h(x)= lm (x> +4x+4)=25
e) 3 x=3 — im h(x)= lim h(x)
lim h(x)= lim (2**"+9) =125 x—3~ x—3"

x—3" x—3"

— lim h(x) =25

x—=3

f) Im h(x)= lm (2*X*"4+9) = 4+

X—+ow X— +oo

Dibuja la gréafica aproximada de una funcién que cumpla simultdneamente
las siguientes condiciones:

lim f(x)=2 lim f(x)=0
x—3 x——1
lim f(x)=—c0 lim f(x)=0
X =+ X—>—x

Respuesta abierta. Por ejemplo:
Y

Decide si las siguientes funciones son continuas en los puntos que se indican.
En caso de no serlo, determina el tipo de discontinuidad existente.

a) Enx=0yx=2. b) Enx=0yx=2.
Y Y

\ [ \ /

\ /
\ /
\ / W/
L At L L
X X




SOLUCIONARIO 7

¢ Enx=1. e) Enx=—-2yx=2.

IV
=\

d) Enx=—-1yx=2. f) Enx=1.

a) » f(0)=0= lim f(x) — La funcidn es continua en x = 0.
x—0

« f(2)=4= lim f(x) = La funcidn es continua en x = 2.
X—2

S

« No existe f(0).
im f(x)= lim f(x)=0,5— Existe limf(x)=0,5.

x—=0" x—0* x—0

La funcion no es continua en x = 0, tiene una discontinuidad evitable.

« f(2)=2,5= lim f(x) — La funcién es continua en x = 2.
X—2

c) No existe f(1).

im f(x) = —1

x=1 — lim f(x) = lim f(x) — No existe lim f(x).
im f(x)=3 X1~ x—1t x—1

x—=1F

La funcidn no es continua en x = 1, tiene una discontinuidad de salto finito.

d) « f(=1)=1= lim f(x)— Lafuncién es continuaen x = —1.
x— =1

< f(2)=15
im f(x)= lim f(x)=2,5— Existe imf(x)=2,5.

x—2" x—2" x—=2
f(2) = lim f(x) — La funcién no es continua en x = 2, tiene una
X—2

discontinuidad evitable.

e) « No existe f(—2).

lim f(x)=+oo
X—>-2" — No existe im f(x).
lim f(x)=—oo o
x—-=2"

La funcién no es continua en x = —2, tiene una discontinuidad de salto infinito.
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095

« f(2)=3
//mf(x):—]
2 — lim f(x) = lim f(x)— No existe lim f(x).
im f(x)=3 x—2" x—=2F x—2
x—2+

La funcion no es continua en x = 2, tiene una discontinuidad de salto finito.

f) (1) = -1
//‘mif(x):Z
=1 — lim f(x) = lim f(x) — No existe im f(x).
im f(x)=5 x—=1" xo1t x—1
x—=1T

La funcién no es continua en x = 1, tiene una discontinuidad de salto finito.

Estudia la continuidad de las siguientes funciones.

a) y=x>—5x+6 d)y=v4—x2
1

b)y:zi e) y=Inlx|
x°—5x4+6

o y=Vx’*—4 f) y=log(2—x)

a) Lafuncion es polindmica, por tanto es continua en R.

X=2

b) x25x+6:O—>{

Dominio= R — {2, 3}
- No existe f(2).

/imif(x) = 4o

X2 — No existe im f(x).
im f(x) = —o0 X—2
x—2"

« No existe f(3).

im f(x) = —o0

=3 — No existe lim f(x).
im f(x)= 400 x—3
x—3%

La funcion es continua en R —{2, 3}, tiene discontinuidades de salto infinito
enx=2yenx=3.
>
O =430 (x+2)x-2)>0—] =2
x <=2

La funcion esté definida en (—oo, — 2] U [2, +00), por tanto, es continua
en (—oo, —2) U (2, +0).

dD4—x2>0502+x)2—-x)>0>-2<x<?2
La funcion esta definida en [—2, 2], por tanto, es continua en (—2, 2).
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e) No existe f(0).

f)

¢En qué puntos presentan una discontinuidad estas funciones y de qué tipo son?

a) y=

b) y=

Qy=

Q
-

im f(x) = —o0

=07 — lim f(x) = —oo
im f(x)=—o0 x—0

x—0"

La funcion es continua en R — {0}, tiene una discontinuidad de salto infinito

enx=0.

2—x>0->x<?2

La funcion esta definida en (—oo, 2), por tanto es continua en (— oo, 2).

2x 42
> dy=—""""—
X—2 X°—2x—3
6x x> —x
— e)y=27
X° —2x+3 2X°4+4x—6
3x—6 2x2 +4x+6
—— fy=""—"12
X° —2x+1 x2 —x
No existe f(2).

im f(x) = —oo

X—2" — No existe fim f(x)
lim f(x) = +o0 e
x—2t

La funcion tiene en x = 2 una discontinuidad de salto infinito.

x% —2x 4 3 = 0 para cualquier valor de x, asi no hay puntos de discontinuidad.

X=2x+1=0>x=1

im f(x) = —o0

x>t = lim f(x) = —oo0
im f(x)= —c0 X1
x—1F

La funcién tiene en x = 1 una discontinuidad de salto infinito.

XZ—ZX—?):O—){X:_]
X =3

« No existe f(—1).
im f(x) = fim —2XFY g 2 1
o S N(x—3)  mx—3 2

« No existe f(3).

im f(x) = —o0

X3 — No existe im f(x)
im f(x)= 4+o0 x—3
x—3"

La funcién es continuaen R — {—1, 3}, tiene una discontinuidad evitable
en x = —1y una discontinuidad de salto infinito en x = 3.
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098
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e) 2x2+4x—6o+{x_1_3
X =

« No existe f(—3).

lim f(x)= 4o
x>-3" — No existe fim f(x).
m f(x) = — o
x—>—3"

« Noexiste f(1).

i fF(x) = fim—XX =D X 1

x—1 x=12(x = 1)(x + 3) x—1 2(X+3) 8
La funcion es continua en R — {—3, 1}, tiene una discontinuidad evitable
en x = —3y una discontinuidad evitable en x = 1.

f) x2x=0—>{xzo
X =

« No existe f(0).

im f(x)= 4+o0
x>0 — No existe fim f(x).
im f(x) = —o0 x>0
x—0*

« No existe f(1).

lim f(x) = —oo

x=1" — No existe fim f(x).
lim £(x) = +oo -
x—1"

La funcion es continua en R — {0, 1}, tiene discontinuidades de salto infinito

enx=0yenx=1.

2 1
x—3 x*—-9

Seaf(x)= . Comprobar si la funcion es continua en x = 3.

(Asturias. Septiembre 2002. Bloque 3)

No existe f(3).

. 2 12 Co2xrP—12x418 2(x —3)?

lim - =l = | ——"— =
=3l x—3  x? -9 x=3 (x —3)(x2 —9)  =3(x—372(x+3)

=

m
x=>3x+3 3
La funcidn no es continua en x = 3, tiene una discontinuidad evitable.

3x —3x
. e —e L . .
Sif(x) = ——————, indica de forma razonada en qué valor x = a no esta

4x
definida f(x).

(Castilla-La Mancha. Junio 2007. Bloque 1. Pregunta A)

La funcién no esté definida para los valores que anulan el denominador,
es decir, para x = 0.
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Nx+1 -1

La funcién f(x) = ———— no estd definida para x = 0. Definir f(0) de modo
X

que f(x) sea una funcién continua en ese punto.

(Aragon. Septiembre 2006. Opcién B. Cuestion 2)

Vx+1 -1 X+1-1

X
im — = im = lim =
x—0 X x—)OX( /X+1+1) X—)OX( /X-i-]—l-])
=1
x=0 ([ x +1 1 2
7VX+M six =0
La funcion es continua si: f(x) = | X
— six=20
2
x2 —1
Estudiar la continuidad de la funcién f (x) = - clasificar sus diferentes
tipos de discontinuidad. X +3x+2

(Murcia. Septiembre 2006. Bloque 3. Cuestion A)

X’ +3x+2=0>

« No existe f(—2).

lim f(x)= 4o
x—-2" — No existe im f(x).
m f(x)=—o0 o
x——2"

« No existe f(—1).

im () = fim DD, X2
= o (XX +2) o x 42
La funcion es continua en R — {—2, — 1}, tiene una discontinuidad de salto infinito

en x = —2 y una discontinuidad evitable enx = —1.

{Cudles son las diferencias entre las funcionesy =2x —Tey = w

¢Son las dos funciones continuas? X+2
Si tienen alguna discontinuidad, decide de qué tipo es.

Escribe, si es posible, la segunda funcién como funcion definida a trozos utilizando
la primera.

Las funciones tienen la misma grafica salvo en el punto x = —2. La primera
es una rectay es continua, la segunda esta formada por dos semirrectas
y No es continua en este punto.

iim Qx=Nx+2) _ im (2x —1) = —5

X——2 X + 2 X——2

La discontinuidad de la segunda funcion en x = — 2 es evitable.
Asi, la segunda funciones: f(x) =2x—1 six= -2
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102 | Estudia la continuidad en x = —1y x = 2 de la funcién:
3x—2 si x < —1
fFX)=1x24+4x—1 si—1<x<2
M+In(x—1) six>2

Clasifica los tipos de discontinuidades.

() =4
im f(x)= -5
x> — No existe im f(x).
im f(x)=—4 x=-1
x——T"

La funcion no es continua en x = —1, tiene una discontinuidad de salto finito.

. f(2)=1

//mif(x) =11

=2 S lm f(x)=11=f(2)
im f(x)=11 x—2

x—2"

La funcion es continua en x = 2.

103 | Estudia la continuidad de la siguiente funcién en los puntos x =0y x = 3.

4 six<O0
X —4
gx)={x—1 sio<x<3
! six>3
x—3
+ No existe g (0).
im g(x)=—1
=0 — lim g(x) = —1
im g(x)=—1 x=0
x—0"

La funcion no es continua en x = 0, tiene una discontinuidad evitable.

+g(3)=2
im g(x)=2
=3 — No existe im g(x).
lim g(X):Jroo x—3
x—3"

La funcion no es continua en x = 3, tiene una discontinuidad de salto infinito.

104 | Estudia si la funcion:

X si x < —1
fx)=171—x2 si—1<x<2
—3 si2<x
es continuaen los puntosx = —1yx = 2.
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lim 7f(x) =1
x> — No existe lim f(x).
im f(x)=0 x=-1
x—>—T"
La funcion no es continua en x = —1, tiene una discontinuidad de salto finito.
. f(2)=-3
im f(x)= -3
X2 = lim f(x)=—-3=1(2)
im f(x)= -3 x—2
x—2"
La funcion es continua en x = 2.
Estudiar la continuidad de la funcién:
2
X —
six =3
flx)=1 x—3
6 six =3

en el punto x = 3.

(Galicia. Junio 2000. Bloque 1. Pregunta 2)

f(3)==6

imf(x)= lim
X—3 X—3

Dada la funcioén:

X—3

La funcion es continua en x = 3.

f(x

|

(x =3)(x+3)

= lm(x+3)=6="1(3)

x—=3

2x+5 six<1
x> +k

si x >1

determina k para que f(x) sea continuaen x = 1.

(Castilla-La Mancha. Junio 2001. Bloque 3. Pregunta A)

La funcién es continua si: im f(x) = f(1)
x—1

f(n=7

Existe im f(x) si im f(x)= lm f(x).

x—=1

im f(x)=7

x—=1"

x=1"

x—=17"

—7=14+k—>k=6

lim f(x)=1+k

x—T1"

;Qué valor debe tomar a en la siguiente funcion para que sea continua

en el punto x = 4?

h(x

)

|

cos (x —4) six<4

2x—20

six>4
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La funcién es continua si: im h(x) = h(4)

X—4

h(4) = 24729
Existe lim h(x) si lim h(x)= lm h(x).

x—4 x—4~ x—4"
im h(x)=1
= 52 =154-20=0>0a=2
lim h(x)= 242
x—4"

108 | Completa la funciéon para que sea continua en x = 2.

X2 —2x—1 six<2
p(x)= l:' si x =2

six>2

La funcién es continua si: im p(x) = p(2)
x—2

Existe lim p(x) si im p(x)= lm p(x).
X—2

x—2" x—2"
lim p(x)=—1
x=2 — lim p(x) = —1
lim p(x)= -1 x=2
x—2"

X2 —=2x—1 six<?2
I ; - _ -1 Six =2
Entonces la funcién es continua si: p(x) =

Six > 2

109 Sea la funcién f: R — R dada por:
2 _ .
f(x) {X 4x+3 six<3

2x—4 six >3

{En qué puntos es continua la funcién?

La funcién estéd formada por dos funciones polindmicas,
por tanto, continuas en los intervalos en los que estan definidas.
Estudiamos qué ocurre en el punto x = 3:

f(3)=0
im f(x)=20
x=3 — No existe im f(x).
im f(x)=2 x—3
x—3*+

Luego la funcién no es continua en x = 3, tiene una discontinuidad
de salto finito.
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Estudia la continuidad de esta funcion, y especifica los tipos de discontinuidades
que presente.

T+ x2 six<—1

Fix) =12 six=—1
si x > —1
3—x
« f(x) =14 x? es una funcién polinémica, por tanto, f(x) es continua
en(—oo, —1).
- f(=1)=2
im f(x)=2
x=>-r - lm f(x)=2
im f(x)=2 x— =1
x— -1t

lim f(x)=f(=1)— f(x)es continuaen x = 2.
x——1

< f(x)= 8 estd definida en R — {3}, por tanto, f(x) es continua
3—x
en(—1,3)U (3, +o0).

No existe f(3).

im f(x) = +oo
x—3" — No existe fim f(x).
lim £(x) = —oo s
x—3*

Luego la funcién no es continua en x = 3, tiene una discontinuidad
de salto infinito.

Estudia la continuidad de la funcion:

3In(x4+2) six<—1
g(x)=12 si x =—1
x2 =1 si x> —1

« g(x)=3In(x + 2) estd definida en (—2, +00), por tanto, g (x) es continua
en(—=2,—1).
cg(=nN=2
im g(x)=0
x=>= — lim g(x)=0
im g(x)=0 x=-1
x— T
im g(x) = g(—1) = g(x) no es continua en x = —1, tiene una discontinuidad
x——1
evitable.

c g(x)= x? — Tes una funcién polinémica, por tanto, g(x) es continua
en (—1,4o0).
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112 | Estudia la continuidad de esta funcién:

4 si x < —2

x+3

hix)=1x?> +2x+4 si—2<x<1
3 .
six >1
xX+7
4 o )
. hix)= estd definida en R — {— 3}, por tanto, h(x) es continua

X4+ 3
en (—oo, —3) U (=3, —2).

No existe h(—3).

im h(x)=—o0

x>-3" — No existe im h(x).
m h(x) = +oo o
x— 3"

Luego la funcién no es continua en x = —3, tiene una discontinuidad de salto
infinito.

« Estudiamos qué ocurre en el punto x = —2:

h(=2)=4
im h(x)=4
xX—=-=2"

— lim h(x)=4
im h(x)=4 x—-2
x—-2"

im h(x)= h(—=2) = h(x) es continua en x = —2.
X—-=2

« h(x)= x> 4 2x + 4 es una funcién polinémica, por tanto, h(x) es continua
en(=2,1).

. h(x)=

. estd definidaen R — {—7}, por tanto, h(x) es continua en (1, + ).
X+

+ Estudiamos qué ocurre en el punto x = 1:
No existe h(1).

im h(x)=7
x—1"
317 No existe fim h(x).
lim h(x)=— id
x—1T 8

Luego la funcién no es continua en x = 1, tiene una discontinuidad
de salto finito.

113 | Estudiar la continuidad de la funcion:

1
f(x)=42—x
—x24+4x—=2 six>1

si x <1
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o f(x)= 5 estd definida en R — {2}, por tanto, f(x) es continua en (—oo, 1).
—X
. f(x) = —x? 4+ 4x — 2 es una funcién polindmica, por tanto, f(x) es continua
en (1, +o0).

Estudiamos qué ocurre en el punto x = 1:
f(1)=1

/imff(x):1

o — lm f(x)=1
lim f(x)=1 x—1

x—1"

imf(x)=1f(1) — f(x) es continuaen x = 1.
x—1

114 | Se considera la funcion real de variable real definida por:

3 _ .
flx)=4"% 2 sixz 2. Estudiar su continuidad.
X(x—2) six<2

(Madrid. Septiembre 2002. Opcion A. Ejercicio 2)

. f(x) =/ x —2 esta definida en R, por tanto, f(x) es continua en (2, + o).
« f(x) = x(x —2) esunafuncién polindmica, por tanto, f(x) es continua en (—oo, 2).

« Estudiamos qué ocurre en el punto x = 2:

f(2)=0

/imif(x):O

=2 > lim f(x)=0
im f(x)=0 X2

x—2"

lim f(x)=1f(2) = f(x) es continua en x = 2.
X—2

115 | Expresa estas funciones como funciones definidas a trozos, y estudia su continuidad.

a) y=|x| o y=|3-2x| e y=|6—x]
b) y=|x+5| dy=|x>—x—56]
2 f(x)z{x =0
—x six<O0
-« f(0)=0
im f(x)=0
x>0 — Imf(x)=0
im f(x)=0 x—0
x—0T

lim f(x)=1f(0) — f(x) es continuaen x = 0.
x—0

« La funcion esté formada por funciones polindmicas, por tanto,
f(x) es continua en R.
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>
b) f(X):{x—i-S s?xf 5
—X—=5 six<-=5

< f(=5)=0
im f(x)=0
X5 — lim f(x)=0
lim f(x)=0 x5
Xx— —5F

im f(x)=f(=5) — f(x) es continua en x = —5.
X——=5

« La funcion esta formada por funciones polindmicas, por tanto,
f(x) es continua en R.

3_2x six<=>
9 flx)= 2
2x—3 six>>
2
. f[3]—0
2
lim f(x)=0
xod
2 — Imf(x)=0
im f(x)=0 NS
X2 2

im f(x) = f[g] — f(x) es continua en x = i
3 2 2

X—o=
2

« La funcion estd formada por funciones polindmicas, por tanto,
f(x) es continua en R.

X=-=2

d) xz—x—60—>{
X =3

XX —x—6 six < —2
Fx)={—x>+x+6 si—2<x<3
x> —x—6 six>3

f(=2)=0
lim f(x)=0
xX— 2"
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-« f(3)=0
im f(x)=0
x=37 - lmf(x)=0
im f(x)=0 x—3
x—3"

lim f(x)=1f(3) = f(x) es continuaen x = 3.
X—3

« La funcion estd formada por funciones polindmicas, por tanto,
f(x) es continua en R.

Q) 6-x2=0—x=46

X2 —6 six<-6
fix)=16—x2 si—J6 <x<6
X2 —6 six>6

lim 7f(X):O
x> e) S dm f(x)=0
im f(x)=0 x——/6
Xa(fﬁy
lim f(x):f(—\/g)ef(x)escontinuaenx:—\/g.
X—=—\6
. f(J6)=0
lim _f(x):O
x=(V6) - lm f(x)=0
im f(x)=0 x=6
x—=(V6 )"
lim f(x):f(\/g)ﬁf(x)escontinuaenx:\@.
X—\6

« La funcion esta formada por funciones polindmicas, por tanto,
f(x) es continua en R.

116 | Se considera la funcion f(x) =
en el intervalo (0, ).

sen 4 x — % . Estudia su continuidad

(Cantabria. Junio 2001. Bloque 1. Opcién B)

™ ™
| N R a7
sendx ——=0—->sen4dx = — — en el intervalo (0, x)
2 2 57 iy
4x="T 5 x="+
6 24
— —sen4x siO<x<%
f(x)=1{sen4x —— siigxgs—“
6 6
— —sen4x si%‘<x<w
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im f(x)=0
xa17
e = lim f(x)=0
lim f(x)= N
x> 6

x—

6
. f[Sﬁ]_o

6
//’mif(x):O

X—)S?ﬂ

— lim f(x)=0

im f(x)=0 s ST
5m " 6

X——

im f(x)= f[sg] — f(x) es continuaen x = 5?“

La funcion es continua en (0, ).
6 —
117 | Encontrar el valor de k para el cual la funcion f(x) = 2
es continua. x2 +kx six>2

si x <2

« La funcién estd formada por funciones polindmicas, por tanto, es continua
en los intervalos en los que estan definidas. Estudiamos el punto
en el que cambia su expresion algebraica.

- Lafuncion es continua en x = 2 si: fim f(x) = f(2)

x—2

f(2)=4+2k
Existe im f(x) si lim f(x)= lm f(x).

X2 x—2" x—2"
im f(x)=2
e —52=442k52k=-2—>k=—]
im f(x)= 442k
X—2"

118 | Se sabe que la funcién f: (—1, +o) — R definida por:

x> —4x+3 si—1<x<0
fFO)=1 x* +a
X+1
es continua en (—1, +0). Halla el valor de a.

six>0
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Como las funciones son continuas en los intervalos en los que estan
definidas, f(x) es continua en (— 1, +o0) si es continuaen x =0,
es decir, si im f(x) = f(0).

x—=0

f(0)=a
Existe im f(x) si lim f(x)= lim f(x).
x—0 x—0" x—0"
im f(x)=3
Xx—0"
—>a=3
im f(x)=a
x—0*

Dada la funcién:

f)=1"", .
—x“+ax+b six>0

{5+2$enx six<O0
¢Para qué valores de los parametros a y b es continua la funcién f(x)?
(Canarias. Junio 2000. Opcion A. Cuestion 1)
Para cualquier valor de los pardmetros a y b las funciones son continuas
en los intervalos en los que estan definidas.

Estudiamos qué ocurre en el punto x = 0:

f(0)=5

Existe im f(x) si lim f(x)= lim f(x).
x—0 x—0~ x—0"

//'m_f(x):5

x—0 Sbh=5

im f(x)=0b

x—07"

Luego f(x) es continua si b = 5, independientemente del valor de a.

2x+1 six < —2

Dada la funcién f(x) = { ax? + bx si —2 < x < 4,determinaay b
xX—4 sid < x

de modo que sea continua.

(Castilla-La Mancha. Septiembre 2001. Bloque 2. Pregunta A)

« Como las funciones son continuas en los intervalos en los que estan definidas,
f(x) es continua si es continuaenx = —2yenx =4

« Lafuncion es continuaenx = — 2si: fim f(x) = f(=2).
X——2
f(=2)=-3
Existe fim f(x)si lm f(x)= lm f(x).
X— =2 xX—-2" x—-2"
im f(x)=-3
o —4a—-2b=-3
im f(x)=4a—-2b
x— 2%
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« Lafuncion es continuaenx=4si: im f(x) = (4)

x—4
f(4)=16a+ 4b
Existe lim f(x) si lim f(x)= lim f(x).
x—4 x—4" x—47F
//'mif(x):16a+4b
x4 —16a+4b=0
im f(x)=20
x—4*
4a—-2b=-3 a:fi
Entonces: 4
16a+4b=0

121 | Calcular los valores de los pardmetros a y b para que la funcién siguiente resulte
continua en todos los puntos.

ax —b si x < —1
fix)=4ax®> —bx+3 si—1<x<2
—bx3 +a six>?2

Como las funciones son continuas en los intervalos en los que estan definidas,
f(x) es continua si es continuaenx = —1yenx= 2.

« Lafunciones continuaenx=—15si: im f(x)=/f(-1)
f(—)=a+b+3 o

Existe fim f(x)si lim f(x)= Im f(x).

x—=—1 x——1" x——1"
lim f(x)=-a—b
x—==1 - —a—-b=a+b+3>2a+2b=-3
Iim f(x)=a+b+3
x——T"

« Lafuncion es continuaen x=2si: im f(x) =f(2)
x—2
f(2)=4a—2b+3 -

Existe im f(x) si lim f(x)= lm f(x).

X2 X—2" x—2"
im f(x)=4a—-2b+3
=2 —>4g—2b+3=-8b+ad—3a+6b=-3
im f(x)=-8b+a
X—2"
2a+2b:3} a=-2
Entonces: -

3a4+6b=-3

122 | Seaf: R — R la funcién continua definida por:

2 — x| six<a
{xz —5x4+7 six>a
donde a es un numero real. Determina a.

f(x)=
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2—x six<a
- Sia <2, entonces lafuncién es de la forma: f(x) =1 )
X* —=5x+7 six>a

Al ser funciones continuas en los intervalos en los que estan definidas,
f(x) es continua si es continua en x = g, es decir, si: lim f(x)=f(a)

X—a
fla)=a*>—5a+7

Existe im f(x) si lim f(x)= Im f(x).

x—a x—a~ x—at

im f(x)=2—a

x=a —>2—a=ad’—-5a+7—>d —4a+5=0

im f(x)=a’>—-5a+7

x—at

— No tiene solucién.
2—X six <2

« Sia > 2laexpresion de lafunciones: f(x) =1 =2+ x si2<x<a

x2—5x+7 six>a
Como las funciones son continuas en los intervalos en los que estan definidas,
f(x) es continua si es continuaenx=2yenx=a.
La funcién es continua en x = 2 porque fim f(x) = f(2) = 0.
Estudiamos la funcidonen x = a: e

fla)=a’>—5a+7

Existe lim f(x) si lim f(x)= lm f(x).

x—a x—a~ x—a*
im f(x)=—-2+a
Xx—a-

im f(x)=a>—5a+7

x—at

Para cualquier valor real de g, se considera la funcion:

x2 +2x si—o < x<0
f(x) =1 sen ax Sio< x<
(x—=w)P +1 sim< x <+

Determinar los valores de a para los cuales f(x) es continua en todo R.
(Cantabria. Septiembre 2000. Bloque 1. Opcion B)

Para cualquier valor de a las funciones son continuas en los intervalos
en los que estan definidas. Por tanto, f(x) es continuasiloesenx=0yenx = .

- f(0)=0

Existe im f(x) si Iim f(x)= lim f(x).

x—0 x—0" x—0*
//'mif(x) =0
0 = mf(x)=0=1(0)
im f(x)=0 x—0
x—0F

f(x) es continua en x = 0 para cualquier valor de a.

> -24a=ad’-5a4+47>d—-6a+9=0—>a=3
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« Lafunciéon es continuaen x = w si: lim f(x) = f(m)

X—T
f(m)=1
im f(x)=sen ax
X—T ™ 1 .
—senarn=1— ax = —+ 2kxn > a = — + 2k, siendo ke Z
im f(x)=1 2 2
x—nt

124 | Considera la funcion f: (—oo, 10) — R definida por:
f(x) = a¥—6 six<?2
|x—5| si2<x<10

Determina el valor de a > 0 sabiendo que fes continua.

Como f(x) esta formada por funciones continuas en los intervalos
en los que estan definidas, es continua en (—oo, 10) siloesen x =2,
es decir, si: im f(x) = f(2)

x—=2

f(2)=3
Existe im f(x) si lim f(x)= lm f(x).
x—2 X—2" x—2"
lim f(x)=a*>—-6
= »ad*-6=3->0d’=9>a=43
im f(x)=3
x—2"

Como a > 0 la funcién es continua sia = 3.

3,2
125 | Demuestra que la funcion f(x) = xzix?; se anula en el intervalo [1, 3].
x+1

Menciona los resultados tedricos en que te apoyas para hacer tus afirmaciones.

f(x) es continuaen R — { —% } luego es continua en [1, 3].

f(H=-1<0
f(3):£>o
7

Aplicamos el teorema de Bolzano — Existe ¢ € (1, 3), tal que f(¢) =0,
es decir, la funcién se anula en algun punto del intervalo (1, 3).

126 | Seaf(x)=2— x +In x con x € (0, + ). Probar que existe un punto ¢ €
talque f(c) =0.

1,1]
e2

f(x) es continua en (0, +o0), luego es continua en

1
Ll
o2
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Aplicamos el teorema de Bolzano — Existe ¢ €

i, 1], tal que f(c) =0,
e2

) -, , ) 1
es decir, la funcion se anula en algun punto del |ntervalo[2, 1.
e

Demuestra que existe al menos un nimero real x para el que se verifica sen x = x — 2.
(Baleares. Septiembre 2001. Opcion B. Cuestion 1)

Consideramos la funcion f(x) = sen x — x + 2.

f(x) es continua en R, luego es continua en [2, 3].

f(2) =sen2=0909 >0

f(3)=sen3—1=-0858<0

Aplicamos el teorema de Bolzano — Existe ¢ € (2, 3), tal que f(c) =0,

es decir, la funcién se anula en algun punto del intervalo (2, 3),
por tanto, la ecuacion tiene al menos una solucién en este intervalo.

Determinar si el polinomio x* — 4x* — 1 tiene alguna raiz real negativa.
(Extremadura. Junio 2003. Repertorio B. Ejercicio 1)

Consideramos la funcién f(x) = x* —4x? —1.

f(x) es continua en R, luego es continua en [—3, —2].

f(=3)=44>0

f(—2)=—-1<0

Aplicamos el teorema de Bolzano — Existe ¢ € (—3, —2), tal que f(c) =0,

es decir, la funcion se anula en algun punto del intervalo (—3, —2),
luego el polinomio tiene alguna raiz real negativa.

Se considera la ecuacion x3 + x2 + mx — 6 = 0. Utilizando el teorema de Bolzano,
demuestra:

a) Sim > —3 entonces la ecuacion tiene al menos una raiz real menor que 2.
b) Sim < —3 entonces la ecuacién tiene al menos una raiz real mayor que 2.
(Baleares. Junio 2003. Opcidn B. Cuestion 3)

a) Consideramos la funcion f(x) = x> 4 x? + mx — 6.
f(x) es continua en R, luego f(x) es continua en [0, 2].
f(0)=-6<0
fQ)=2m+6>0-2m>—-6—->m>-3

Aplicamos el teorema de Bolzano — Existe ¢ € (0, 2), tal que f(c) =0,
es decir, la funcion se anula en algun punto del intervalo (0, 2),
por tanto, la ecuacion tiene al menos una raiz real menor que 2.

Consideramos la funcion f(x) = x° 4+ x? + mx — 6 continua en R.
f(2)=2m+6<0—-2m<—-6—->m< -3

Alser im f(x)= +oc0— Existe unvalor b > 2, tal que f(x) es continua
X—> +o0

en[2,blyf(b)>0.

Entonces, aplicando el teorema de Bolzano, tenemos que existe ¢ € (2, b),

tal que f(c) = 0, es decir, la funcién se anula en algiin punto del intervalo (2, b)
con b > 2, por tanto, la ecuacioén tiene al menos una raiz real mayor que 2.

=z
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130

131

132

tiene una raiz en el intervalo

Probar que la ecuacion x = cos x tiene solucién positiva.

Consideramos la funcién f(x) = x — cos x.

f(x) es continua en R, luego f(x) es continua en [0, 1].
fl0)=-1<0

f(1)=1—cos1=0459 >0

Aplicamos el teorema de Bolzano — Existe ¢ € (0, 1), tal que f(c) =0,
es decir, la funcion se anula en algun punto del intervalo (0, 1),
por tanto, la ecuacion tiene al menos una solucién positiva.

{Puede asegurarse, utilizando el teorema de Bolzano, que la funcién f(x) = tg x

™ 3T
—, — |? Razona la respuesta.

Consideramos la funcion f(x) = tg x.

s T . .
f(x) no esta definida en x = Y por tanto, la funcién no es continua en

y no puede aplicarse el teorema de Bolzano, asi que no puede asegurarse
que la funcion tenga una rafz en este intervalo.

Calcular, con un error menor que una décima, una raiz positiva
del polinomio x® + x — 1.

Consideramos la funcion f (x) = x° + x — 1continua en R.
f0)=—-1<0
f(1)=1>0

Como f(x) es continua en [0, 1] podemos aplicar el teorema
de Bolzano — Existe c € (0, 1), tal que f(c) = 0.

f(05)=-0375<0

Como f(x) es continua en [0,5; 1] podemos aplicar el teorema
de Bolzano — Existe ¢ € (0,5; 1), tal que f(c) = 0.

f(0,9) =0,629 >0

Comof(x) es continua en [0,5; 0,9] podemos aplicar el teorema
de Bolzano — Existe ¢ € (0,5; 0,9), tal que f(c) = 0,184.

f(0,6)=—0,184 <0

Como f(x) es continua en [0,6; 0,9] podemos aplicar el teorema
de Bolzano — Existe ¢ € (0,6;0,9), tal que f(c) = 0.

f(0,7)=0043>0

Como f(x) es continua en [0,6; 0,7] podemos aplicar el teorema
de Bolzano — Existe c € (0,6;0,7), tal que f(c) = 0.
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SOLUCIONARIO 7

Demuestra que existe un punto x = c en el que la funcion f(x) = x? + x - 2" toma
el valor 2. Encuéntralo, aproximando su expresion hasta las centésimas.
Sif(c)=2—f(c)—2=0
Consideramos la funcion g(x) = x? 4 x - 2¥ — 2.
g(x) es continua en R, luego g (x) es continua en [0, 1].
g(0)=-2<0
g(1)=1>0

Aplicamos el teorema de Bolzano — Existe ¢ € (0, 1), tal que g(c) =0,
es decir, la funcién se anula en algun punto del intervalo (0, 1),
por tanto, f(c) —2=0—f(c) = 2.

g(05)=—1043<0 g(0,7)=—0372<0
g(09) =0489 >0 9(0,75) = —0,176 < 0
g(06)=—073<0 9(0,79) = —0,009 < 0
9(0,8)=0032>0

Como g(x) es continua en [0,79; 0,8] podemos aplicar el teorema
de Bolzano — Existe ¢ € (0,79; 0,8), tal que g(c) = 0, por tanto, f(x) toma
el valor 2 en alguin punto del intervalo (0,79; 0,8).

Dadas las funciones f (x) = x sen x y g(x) = In x, justifica que existe un punto
del intervalo [2, 3] donde ambas funciones toman el mismo valor.
Consideramos la funciéon h(x) = xsenx — In x.

f(x) es continua en Ry g(x) es continua en (0, +0o0), por tanto, h(x) es continua
en[2, 3l

h(2)=1,125>0

h(3)=-0675<0

Aplicamos el teorema de Bolzano — Existe ¢ € (2, 3), tal que h(c) =0,

es decir, la funcién se anula en algun punto del intervalo (2, 3),
por tanto, h(c) = f(c) — g(c) =0— f(c) =g(c).

Demuéstrese que las graficas de las funciones f(x) = e*y g(x) = 1 se cortan
enun punto x > 0. X

(Castilla y Leon. Junio 2004. Prueba A. Cuestion 2)

Consideramos la funciéon h(x) = e* — i
X

f(x) es continua en Ry g(x) es continua en R — {0}, por tanto, h(x) es continua
en R — {0}

h(05)=-0351<0

h(1)=1,718>0

Aplicamos el teorema de Bolzano — Existe ¢ € (0,5; 1), tal que h(c) =0,

es decir, la funcién se anula en algun punto del intervalo (0,5; 1),

por tanto, h(c) = f(c) — g(c) = 0 — f(c) = g(c), es decir, las funciones

se cortan en un punto de este intervalo.
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Limites y continuidad

136 | Dada lafuncion f(x) = x sen [:x ], demuestra que existe o € (0, 4)

tal que f(a) = f(a + 1). Menciona los resultados tedricos que utilices.

Consideramos la funcién g(x) = x sen[Zx]—(x + 1)sen[2(x + 1)].

f(x) es continua en R, por tanto, g (x) es continua en [0, 4].

J2 5v2

9(0)2_7<0 g(4) = >0

2
2
Aplicamos el teorema de Bolzano — Existe o € (0, 4), tal que g(a) =0,
es decir, la funcién se anula en alguin punto del intervalo (0, 4),
portanto:g(a) =f(a)—f(a+1)=0—->f(a)=f(a+1)

PREPARA TU SELECTIVIDAD

1 | Calcula:
1—5n
. 24+n 4 3_3 _n*—
a) llm[ + ] b lim \/n +2n 3 \/n n
n—=+e | 14+n n—+ow n+5

1—-5n
a) //‘m[2+n] - 1"

1-5n I —1]-(1=5 i
//m 2+ﬂ _ nlﬁ:‘ 1+n ]( ") 7eninlx 1+n
n—+e( 14 n
1-5n
lim 1
_ n—+e 14 n 675 __
o5
odntg2m =3 =t =
b) lim — 00 — o
n— o0 n+5
ot —3 =0t —n
fim =
n— o n+5

i (Vn* 120 =3 =Jn* —n J(Wn* 120 =3 440" —1n)

Nt (n+5)(Vn* +2n° =3 +n* —n)
_ n*4+2n° =3—n*+n _
”_)+°°(ﬂ+5)(\/n4 1m0 =3 +nf —n)

_ 2n’ +n—3
=>4 (04 5)(n* +2n° =3 +n* —n )

=1




SOLUCIONARIO 7

Calcule:
n_
a) lim (\/n2—5n+4—n) b) lim 2’8
n—+ow n—+ow 2n+1

(Galicia. Septiembre 2005. Bloque 4. Pregunta 1)

a) /im( n2—5”+4—n)—>oo—oo
n—+ow
i . (\/”2—5”+4+”)(\/ﬂ2—5n+4+n)
ninloc( n2_5n+4+n):nlnloc n2_5n+4 +n N

2 _ _ 2 _
— i n“—=5n+4—n — m 5n+4 :72

e Il —5n+4 +n Y n’—5n+4 +n 2

12" -8 , 2" 2 22 1
b) //m = //m — — //m — - | ==
n—-+oc| Nl n—oo| N+ N+l n—+ow| 2 on 2

Determina el valor de a para el cual:

lim (2x—\/4x2 +ax +1 )=1

X =+

(La Rioja. Junio 2000. Propuesta A. Ejercicio 4)
lim <2x—«/4x2+ax+1 ):
X Foo
(2X—«/4x2+ax+1 )(2x+«/4x2+ax+1 )

= Jm -
X 2X+A4X7+ax+1

o 4x?— 44X —ax ] . —ax — 1
= lim =i =

oA b JAX Fax+1 KO x4+ A Fax 41

:—1:1—>a:—4
4

Determina el valor de a para el cual:

X+3 ]ax
=e
X

lim
X =+

(La Rioja. Junio 2001. Propuesta A. Ejercicio 4)

, [x—i—BJGX .
fim -1

X—> Fo X
X3 ax im X+34] ox im (x+3—x)-ax i 3%
/Im — pfote= X = protw X — ot X —
X—>+eo X

=e3"=e—>30:1+a:%
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Limites y continuidad

5 | Estudia si la funcién:

X si x < —1
f(x)=41—x% si—1<x<2
-3 si2< x
es continua en los puntosx=—1yx=2.
« f(=1)=-1
im f(x)=—1
x> — No existe im f(x) — f(x)no es continuaen x = —1.
im f(x)=20 x——1
x——1"

La funcion tiene una discontinuidad de salto finito en el punto x = —1.

- f(2)=-3
lim f(x)=-3
xo2" — lim f(x)=—-3="f(2) > f(x) es continua en x = 2.
im f(x)=-3 X2
x—2"

6 | Determinar los valores de a y b para que la funcién siguiente sea continua
en todos los puntos.

ax> +b six<0

f(x) = X—a sio<x<1

i-I—b si1< x
X

f(x) estd formada por dos funciones polinédmicas, por tanto, continuas,

y una funcion racional que no esta definida en x = 0, pero que es continua
en el intervalo (1, +o0). Asf la funcién es continua en todos los puntos

si lo es en los puntos en los que cambia su expresién algebraica.

« Lafuncion es continua en x = 0si: im f(x) = f(0)
x—0

f(0)=—ayexiste imf(x) si lm f(x)= lim f(x).
x—0 x—=0" x—0*
lim f(x)="0b
x—0"
lim f(x)=—a
x—0"

—>b=-a

« Lafuncion es continua en x = 1si: imf (x) = (1)

x—1
f(1)=a+ by existe im f(x) si lim f(x)= lim f(x).
x—1 x—=1" x—=1F

im f(x)=1—a

d Sl1—a=a+b
lim f(x)=a+b
x—1T
b=-a a=1
Entonces: 4
2a0+b=1 b=-1
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SOLUCIONARIO 7

Busca algun criterio que te permita afirmar que la ecuacién:
X+ x2—7x+1=0

tiene al menos una solucién en el intervalo (0, 1). ;Qué te dice ese criterio
para el intervalo (—1, 0)? Razona la respuesta.

(La Rioja. Septiembre 2007. Propuesta A. Ejercicio 3)

Consideramos la funcién f(x) = x>+ x> = 7x + 1.
f(x) es continua en R, luego f(x) es continua en [0, 1].
f(0)=1>0

f(1)=—-4<0

Aplicamos el teorema de Bolzano — Existe ¢ € (0, 1), tal que f(c) =0,
es decir, la funcion se anula en algun punto del intervalo (0, 1),
luego la ecuacion tiene alguna solucion en este intervalo.

f(—1) =8 > 0 — No podemos aplicar el teorema de Bolzano en (-1, 0)
porque f(0) y f(—1) no tienen signos distintos.

Demostrar que la ecuaciéon x3 + x — 5 = 0 tiene al menos una solucién
en el intervalo (1, 2).

(Castilla y Leén. Junio 2008. Prueba B. Cuestion 3)

Consideramos la funcién f(x) = x> + x — 5.

f(x) es continua en R, luego f(x) es continua en [1, 2].
f()=-3<0

f(2)=5>0

Aplicamos el teorema de Bolzano — Existe ¢ € (1, 2), tal que f(c) =0,
es decir, la funcién se anula en algun punto del intervalo (1, 2),
por tanto, la ecuacion tiene al menos una solucién en este intervalo.
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