LITERATURA Y MATEMATICAS

El tio Petros y la conjetura de Goldbach

En nuestra primera noche juntos, mientras cenabamos en el come-
dor de la universidad para conocernos mejor, le dije con naturalidad
[a mi companero de habitacion]:

—Puesto que eres un genio de las matematicas, Sammy, estoy seguro de
que podras probar con facilidad que todo ntimero par mayor que 2 es
la suma de dos primos.

Se echo a reir.

—Si pudiera probar eso, tio, no estaria aqui cenando contigo; ya seria
catedratico, quizés incluso tendria la medalla Fields, el Nobel de las
matematicas.

Antes de que terminara de hablar, en un instante de revelacion, adivi-
né la horrible verdad. Sammy la confirmoé con sus siguientes pala-
bras:

—La afirmacion que acabas de hacer es la conjetura de Goldbach, juno
de los problemas irresueltos mas dificiles de todos los campos de las |
matematicas!

Mis reacciones pasaron por las fases denominadas (si no recuerdo mal
lo que aprendi en Psicologia Elemental en la universidad) «las cuatro
etapas del duelo»: negacion, ira, depresion y aceptacion.

¥ De ellas, la primera fue la que dur6é menos.

8 —No... jno es posible! [...]

. —;Qué quieres decir con que no es posible? —pregunté—. jLo es! La 4

conjetura de Goldbach, que asi se llama la hipotesis, pues nunca ha
sido demostrada, es que todos los ntimeros pares son la suma de dos
| primos. Lo afirmé por primera vez un matematico llamado Goldbach
en una carta dirigida a Euler. Aunque se ha demostrado que es verdad
incluso en numeros primos altisimos, nadie ha conseguido formular
una prueba general. [...]

Mi nuevo compariero de cuarto, totalmente estupefacto ante el hecho
de que una hipotesis de teoria de nimeros pudiera provocar semejan-
te arrebato de pasion mediterranea, me rogé que le contara qué me
pasaba; pero yo no estaba en condiciones de dar explicaciones..
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SOLUCIONARIO 2

El tio Petros y la conjetura
de Goldbach

Apostolos Doxiadis

IO PETROS
TURA DE GOLDBACH

Petros Papachristos vivia en una casa a las afueras

de Atenas, retirado del mundo, sin mujer ni hijos, ocupado
solo en cuidar el jardin y jugar al ajedrez. Habfa sido

un matemadtico notable, aunque para sus dos hermanos
menores, que mantenian con su esfuerzo la empresa
heredada del padre, era el «fiasco de la familia». En cambio,
uno de sus sobrinos, el narrador de la historia contenida
en esta novela, lo admiraba por su pasada reputacion.
Cuando acabd el penultimo curso del bachillerato,

un dia le pregunté si también él podria llegar a ser un
buen matematico. El tio Petros le contesto:

—No quiero verte haciendo unos estudios que te
conduciran al fracaso y la desdicha. En consecuencia,

te pido que me hagas la firme promesa de que no te
convertiras en matematico a menos que descubras que tienes un talento extraordinario. ;Aceptas?

El joven acepta el desafio que consiste en resolver a lo largo del verano sin consultar
los libros el siguiente problema: demostrar que todo entero par mayor que 2 es igual a la suma
de dos primos.

Después de llenar durante los meses estivales cientos de cuartillas que acabaron en la papelera,
el joven no logré demostrar esa sencilla conjetura. Admitié su incapacidad y, cumpliendo

su promesa, se matriculd en la licenciatura de Econdmicas, en una de las mejores universidades
norteamericanas. En su tercer afo, le tocd compartir habitacion con Sammy Epstein,

un muchacho famoso entre los estudiantes del primer ciclo porque era un prodigio de las
matematicas. Su primer encuentro con él es el que se describe en el texto extraido de la novela.

Cuando el joven descubre la <broma» que le ha gastado su tio, decide vengarse y ésa es la trama
de la segunda parte de esta maravillosa novela, en la que se narra muy bien la lucha de una
persona por construir matematicas: sus tanteos, sus desanimos, sus éxitos y sus fracasos.

Halla los nimeros primos que cumplen la conjetura de Goldbach para los nimeros
pares 4y 8 y forma una matriz de orden 2 con ellos. A continuacion, calcula

el valor de la expresién a,; a,, — a,; a;, para esa matriz, para su traspuesta

y para la que resulta de sumarle a la primera columna la segunda. ;Qué observas?
;Por qué crees que ocurre esto?

Respuesta abierta. Por ejemplo: 4 =1+ 3 8=14+7

La matriz que forman estos nimeros primos es: A = [1 3]
Asl: a1Gn — G0y =7 —3=4
La matriz traspuesta es: A" = [; ;]

Entonces: a0, — aya, =7—-3=4
L.a matriz que resulta de sumarle a la primera columna la segunda es: A = [g ;]
ASl: G110y — G0y = 28 — 24 = 4
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Determinantes

ANTES DE COMENZAR... RECUERDA

001 | Comprueba si existen combinaciones lineales entre las filas de estas matrices.

o S
a) A=| 5 0 =2 b)B=_120_0
3 0 =2 -
—4 0 2 -2
a) Para comprobarlo estudiamos si: f; = kif, + k.3
Consideramos los elementos de las columnas 1y 3 ya que los de la sequnda
son todos nulos, y por tanto, verifican cualquier combinacion.
—1= 5k + 3k,
k=1 k,=-2
2:—2/<1—2/<2}_> ! ’
Entonces: i = F, — 2F;, — existe una combinacion lineal entre las filas de esta
matriz.
b) Para comprobarlo estudiamos si: i = ki, + ko5 + ksf,
Tomamos los elementos de las tres primeras columnas:
—2==3k — k,—4k, —2=-3k — k, —4k, k= —k,
0= 2k + 2k — 0= 2k+2k - 1 1
ky=——k +—
1= Kk + 2k, 0=—k— Kk 2 2
Si/ﬁ:]%kzZ—’lﬁkg:O—)F]:IEz_Fg
Esta combinacién lineal entre las filas también se verifica con los elementos
de la tltima columna, por tanto, existe una combinacion entre las filas de
esta matriz.
-2 0 -1
002 | Calcula la matrizinversadelamatriz A=| 2 1 0], y comprueba que se cumple
queAA™'=1 yqueA'A=1 0 0 —1
-2 0 =111 0 0 -2 0 —=1{1 0 O -2 0 01 0 —1
21 00 1 0> 0 1T —=1{17 1 O|—= 0 1T 01 1 =1
0 0 =10 0 1 0O 0 1|0 0 —1 0 0 1|0 0 -1
100 7% 0 % 7% 0 %
-1
ool 1 AP0 0 4
0 0 1 0 0 -1 0 0 -1
-2 0 -1 1 0 il 100
AAT=| 2 1 ol %] 12:010
00 —1 h 00 1
0 0 -1
L 0 1 -2 0 -1 1 00
ATA= %1 %~21 o|=l0 1 0
a 00 -1 [0 0 1
0 0 -1




001

002

003

004

SOLUCIONARIO 2

ACTIVIDADES

Calcula el valor de los determinantes de estas matrices.

5 3 —2 2
a) A:[_7 12] b) A=|—=1 5 0
2 32

a) JAl=—24-7=-31
b) [A=30—-6-20—4=0

Calcula x para que estos determinantes valgan cero.

2 1 3 0 =2
a) ‘ 8 b) 1 x 2
-1 1 x

a) 22X 4+8=0-ox*=4—>5x=%42

b) 3x? =2—-2x—6=0—-3x>-2x—-8=0—> 4

e

—4 5
1 -2 2
b) A=|—1 4 0
-3 0 2

a Al=1A=-10+4=—-6
b) |Al=]Al=8+24—4=16

a b
. - 1 )
Si c d‘ , calcula:
c d a c c a
S P b1y g 9 ld b
c d a b
D g b= e d‘1
a ¢ b
o1y g =|c d‘__1
) 1€ 9]¢ di_ |a b_1
g bl Tla b|T e d|T
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005 | Calcula el determinante de Ay, a partir de él, halla | B].

-2 =10
A=|—4 5 7
8 3 6

|Al = — 60 — 56 4 42 — 24 = —98

B =

2 =1 0 -2 =1 0
Bl=| 8 10 14|=—|-8 10 14
-8 3 6 8 3 6
006 | Si a b = —2, calcula:
c d
a —2b —b a
A | —Zd‘ b) ‘—d c
a —2b a b
3) c —2d‘_724C d‘_4
b a b a a b
o) | _g c_i‘d cl e d‘_iz
a b c a b+22a—c c
007 |Si|d e f|=3,calcula|d e+2d—f f].
g h i g h+2g—i i
a b+2a—c ¢ a b+2a c
d e+2d—f fl=|d e+2d f
g h+2g—i i g h+2g i

008 | Halla estos determinantes.

a a a —2a
A 1y b 1y 2
a a a —2a
A 1p =0 R TS
009 | Calcula estos determinantes.
a d a+d a 7
a) b e b+e b) |b 5
c f c+f c 1
a d a+d
a) |b e b+el=0 b)
c f c+f

a b
d e
g h

=0

- = N




SOLUCIONARIO 2

010 | Comprueba que las dos matrices cumplen que |AB| = |A| - |B].
2 -3 6 0
A= B:
e [
(2 =3 (6 o) (15 6 B
AB_[_1 o] [_1 _2]_[_6 O]—>\AB\_36
NS
. — |Al- |8l = 36
Bl=| | _2‘:712

011 | Determina el menor complementario de a,;.

012

013

5 1 3 =2 2
a) A=[_7 12] b) A=|—-1 5 0
2 3 2
a) ()Ly:]
b) om:‘_z 2‘:—4—6——10

Halla los elementos cuyo adjunto es negativo.

11 2 00
a) A:[_3 0] b) A= 1 —1 1
—1 10
a) Ap=—1,An=-3yA,=—1
b) Av=—1,A0=—1,An=—2An=—-2yAps=-2

Resuelve estos determinantes, aplicando la definicién y desarrollando por alguna
de sus columnas.

0o —2 7 —2 5 7 o 1
a -1 0 3 b) [-1 0 3 c)‘712‘
0 3 2 1T =1 2
a) Utilizando la definicién: [Al = — 21— 4 = —25
Desarrollando por la primera columna:|Al = (—1)(=1)+2 _§ Z‘:—4—21:—25
b) Utilizando la definicién: |4l = 15+7 — 6 +10 = 26
Desarrollando por la segunda columna:
Al =502 13 e T2 T =5 1=26
1 2 -1 3
¢) Utilizando la definicién: |Al = — 24 — 7 = —31
Desarrollando por la primera columna: /Al = — 21247 - (= 1)**" - 1= =31

85



Determinantes

Resuelve estos determinantes.

014

b)

1
—2

a)

—2|=3.5-2-(=13)=41

0
1

1
1

4 0 1
0 -3 =2|-2-
1 1T 0

3.

0
-3

4
0

-2 -4

2

-8

Resuelve los siguientes determinantes de orden 4.

015

2 =3 -1

-3
0

0
-3
2

—55

0

—1

—4 3

—1

2 =3 -1

0

016 | Calcula x para que se cumpla que el resultado de este determinante sea —20.

3

=16x+ 44

™M N

2 x—1 x4+3 —x
—x =1

0
X4+ 3

X —1

—4

16x +44 = —-20 —> x
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Halla todos los menores de esta matriz:

SOLUCIONARIO 2

0o 2 -3 -1
A= -3 -3 2 0
-2 0 3 =2
-1 =2 0 -1
Menores de orden 1:0,2, -3, —1,-3,-3,2,0,—-2,0,3, =2, —1,—2,0y —1
0o 2 0 -3 0 -1
Menores de orden 2: ‘_3 _3‘ =6, 3 2‘ = -9, 3 O‘ =-3
2 -3 2 =1 -3 -1 -3 -3 -3 2
-3 2 ‘__5' -3 o‘__g' 2 o‘ 2|2 o‘ 0, 3‘__5'
-3 0 -3 2 -3 0 2 0 -2 0
0 72‘_6' 0 3= o 72‘_6' 3 72‘ o 72‘_4'
-2 3 -2 =2 0 3 0 -2 3 =2
-1 o‘ o R ] I o‘ °l 2 —1‘_*4’ 0 —1‘ -
02| _, [0 =3_ |0 ~1__,2 3_gl2 -)__,
-2 0 -2 3 -2 =2 0o 3 0 -2
-3 -1 -3 =3 -3 2 -3 0 -3 2
=9, =3, =2, =3, =4,
3 2 -1 —z‘ -1 o‘ -1 —1‘ -2 o‘
=3 0|52 ol__,| 0 2/_,| 0 3__5]0 -__
-2 -1 0 -1 -1 =2 -1 0 -1 -1
2 =3 2 - -3 -1
— =4 =
2 0T % —1‘ y‘ 0 —1‘ ’
0o 2 -3 0o 2 -1
Menoresdeorden3: |-=3 =3  2/|=28,|-3 -3 0|=-6,
-2 0 3 -2 0 =2
0 -3 -1 2 =3 -1 0 2 -3
-3 2 0|=-5|-3 2 0|=1|-3 =3 2|=-13
-2 3 =2 0 3 =2 -1 =2 0
0 2 -1 0 -3 -1 2 =3 =1
-3 -3 0|=-9|-3 2 0/=7|-3 2 0/=3
-1 =2 -1 -1 0 -1 -2 0 -1
0o 2 -3 0o 2 -1 0 =3 -1
-2 0 3}=-18|-2 0 =2|=-4,|-2 3 =2|=-9,
-1 -2 0 -1 =2 -1 -1 0 -1
2 =3 -1 -3 =3 2 -3 -3 0
0 3 =2|=-24,|-2 0 3|=-1|-2 0 =2|=12
-2 0 -1 -1 =2 0 -1 =2 -1
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Menor de orden 4:
0 2 =3 -1 1 4 -3 1

3.3 2 0 3.3 2 0 ]
o =2 - =—[-3 2 0|=15
—2 0 3 =2 0 4 3 =2
4 3 =2
-1 =2 0 -1 0 0 0 -1
018 | Calcula el rango de estas matrices.
1T -1
-1 0 3 2 =2 2 =2
a) A= b) B=
) [ 2 06 —4 1] ) 0 0
-3 2
-1 3 .
a) ) & =—12=0— Elrango de la matrizes 2.
b) ‘ ; 7;‘:—1¢O—> El rango de la matriz es 2.
019 | Calcula el rango de estas matrices.
0 1 -3 -1 0 -5 2 0 2
a -4 -1 0o o0 2 by| 4 1 -1 0
4 2 -3 —1 6 13 -1 3
0o 1 -3
a) |4 —1 0/=3=0— Elrangodelamatrizes3.
4 2 =3
-5 2 0
b) 4 1 —1|=-4=0— Elrangodelamatrizes 3.
1 3 -1
020 | Calcula x para que el rango de estas matrices sea 3.
0 2 -3 -1 2 2 1 -1 1
a) |-3 =3 2 4 by |1-3 1 3 —1 1
0 —4 «x 2 -1 3 x 2 -3
0 2 =1
a) |-3 =3 4|=0— Paraqueelrango de la matriz sea 3, el otro menor
0o -4 2 de orden 3 tiene que ser distinto de cero.
0 2 =3
-3 =3 2l=6x—36=0—>x=6
0 —4 x




SOLUCIONARIO 2

2 2 -1
b) |-3 1 —1/=32=0— Elrango de la matriz es 3 para cualquier valor de x.
-1 3 2
021 | Determina la matriz de los adjuntos de las siguientes matrices.
(-1 2 (2 =3 (1 o
045 v e=5 o <=[s
. 1 2 ) 6 4 . 10
a) Adj(A) [72 71] b) Adj(B) [3 2] A Adj(C) [o 1]
022 | Comprueba que se cumple que A - Adj (A) = | A| - I, siendo I la matriz identidad
-3 2 0
deorden3y A= 4 —1 —1].
0 3 -
Al = —
-3 2 0|4 2 =2 -4 0 0 70 0
4 -1 —1|-|4 3 =3|=| 0 -4 0|=-4-/0 10
0 3 —=1](12 9 =5 0 0 -4 0 0 1
023 | Calcula la matriz inversa de estas matrices.
S R
a) A=| 4 —1 —1 b)B=_4 _2 3
0 3 —1 T
-1 =2 0 —1
IR
4 2 =2 2
a) AT =—Adj(A) = 4 3 =3|=|-1 -—— =
|| 4 |12 9 =5 s &
-3 - =
4 4
_3 s 0
22 22 22 11
-3 =5 1 2 6 1. 2 4
Ty 12 -2 -4 -8 non 1T
b) B~ Adj ( — =
) ||J)22 1no-11 =110 b
=21 9 7 =8 2 2 2
L
22 22 22 11
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024 | Calcula x para que estas matrices tengan inversa. Determina la inversa cuando exista.

025

2 0o -2
a) A=[3 x+1 —1
[ 1

2 0

a) [Al=13 x+1
1T =1

3

b) B=|2

-2
—1|=4x+38
1

5

—1

La matriz A tiene inversa si|Al = 0 — x = —2

-2
0 1
X X
2 2x+2

—4

—Xx—4 2 2x+2

1
— Six = —2

1 1 X
A= — Adj (A = N —i
Al 4x 48

X 1 X+ 1

4x +8 2x+4  2x+4

1 1

B X4 2 X+ 2 X+ 2

_X+4 1 X+ 1

Ax+8 2x+4 2x+4
3 -1 =2

by Bl=[2 0 1|=-5x—5

5 X X

La matriz B tiene inversa si |B| =0—>x=—1

. . —X —X
B'=— Adj(B) = J|=2x+5 3x+10
8 XTS5 x o =3x-5
X X 1
5x+5 5x+5 5x+5
2x —5 3x+10 )
= — Six = —1
5x+5 5x+5 5x+5
X 3x+5 2
5x+5 5x+5 5x+5
Calcula los siguientes determinantes.
1T -1 a 2 a—4
a |3 —2 dlb -3 e | 6
12 —4‘ X X2 a+1
b) ‘—9 3 d 1, ) l1—a
1T =1 a 2
a = C =—-3a-2b e
B R >
12 —4 X x?
= d =0
b) ‘_9 3‘ 0 ) 1y f)

—1
_7l=

2

a—4 2
6 a—3

a+1 a—1
1—a a+1

‘:02—70

‘:2a2+2



SOLUCIONARIO 2

026 | Calculag, b, ¢ d... para que se cumplan las igualdades.
4 2_, ¢ 3c-1_s, Je o 2 |_,
a |—3 q| dla ¢ |7 e |2 Je—6
b 4_45 1 _3_7 senf cosf | _
b) |3p —3|~ d) | d d|= f) |cosf —senf| ™
3 8
a | 4 2‘:4a+6:26—>a:5
-3 a
b 4
b = —15b =45 b=-3
) |6 —3‘ -
9 ¢ 3C_1=C2—12C+4=32% c=-2
4 c c=14
20
d |4 dl=—=7>d=2
3 8
Je 2
e) =el—6e —4=0—>e=38
2 e—6
f) senf  cos f = —sen’ f —cos’ f = —1= 0 — No tiene solucion.
cosf —senf
027 | Obtén el valor de los siguientes determinantes.
3 2 —1 —1 4 6 x—1 2 x
a4 o 3 ol 2 =31 e [x+1 4 3
2 =3 5 -8 17 9 -2 0 =2
3 4 2 a 2 4 —a b ¢
by | 2 0 —3 d)o b 3 fy |[=b ¢ a
-1 3 5 0 0 ¢ — a b
3 2 -1 a 2 4
a |4 0 3/=11 d) |0 b 3|=abc
2 =3 5 0 0 ¢
3 4 2 x—1 2 x
b) 2 0 =31=1 e |x+1 4 3|=4x
-1 3 5 -2 0 =2
—1 4 6 —-a b ¢
Q 2 =3 1/=0 ) |-b ¢ a|l=a>+b>+c—3abc
-8 17 9 —c a b
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028 | Halla los valores reales de g, b, cy d para que se cumplan las igualdades.

3 a —1 c—1 c+2 0
a) |4 1 11=2 ) c —1 4| =—-197
2 a -2 2 -3 -
-2 b —1 d d* d-—1
by | b 1 b|=-5 d) 2 -1 0 |=-18
3 5 2 d 0 d
3 a -1
a |4 1 NN=—44+3a=2—>a=2
2 a =2
-2 b -1 b
by |b 1 b :b2+5b—1:—5—>{b:_4
3 5 2 -
c—1 ¢c+2 0
Q| ¢ —1 4| =c? + 23c 4+ 3= —197 — No tiene solucion.
2 -3 —1
d d* d—1
d |2 -1 0 |=—d—-2d"=-18—>d=2
d 0 d

029 | Calcula el valor del determinante de la matriz A + B, siendo:

01 2 2 -2
A=|0 2 1 B=| 2 —1 -3
31 1 0 0 -3
2 -1
A+B=| 2 1 =2|>|A+B =T
1 -2

030 | Calcula el valor del determinante de la matriz AB, siendo:

0 2 0 -2 -3 9
A=| 1 13 —1 B=| 1 —1 17
-1 7 2 0 0 —1
2 -2 34
AB=1|11 =16 231|—]ABl=10
9 —4 108



SOLUCIONARIO

m —1 4
031 | ;Qué relacién deben guardar my n para que el determinante | n 3 3|seanulo?
3 50

=20n—45—-15m=0—>4n=943m

w > 3
"y w =
O w N

032 | Sean las matrices:

35 -2 4 6 —3
A = = =
R S
Comprueba si se verifican las siguientes igualdades. Si alguna se verifica, decide si se
trata de alguna propiedad general de los determinantes.

a) 2A|=2/A| o |C—2B[=|C|-2[g|
b) |A+B|=|A[+B] d) |AB|=1A|-[B|
a) A= 10— 44 d=2.| 2 2l=2.11=2
_2 4 -1 2
La igualdad no se cumple.
19 35 -2 4
b) |1A+Bl= =-15 A+ Bl = =11-14=-3
) lassl=|! 2 A+Bl=| 2 3+
La igualdad no se cumple.
10 -1 6 —3 -2 4
— 2B/ = =] — 2Bl = _9. —
o fe-a=|_Jy =0 t-am=| & -2 4
=6—2—14)=34
La igualdad no se cumple.
9 17 3 5] |—-2 4
d) 148l = =154 Al- 1Bl = . =11-(—14)=—154
) lagl=[2 17— 1s ||||712\3]\ (14 =15

La igualdad se cumple porque es una de las propiedades de los determinantes.

033 | Observaquesi A= [i ;] yB= [; ?] ,se cumple que |A+ B|=|A|+|B|.

¢{Es siempre cierto para cualesquiera dos matrices cuadradas de la misma dimensién?
En caso afirmativo, justificalo y, en caso negativo, facilita un contraejemplo.

6 1
A+ Bl = =5
A+l \13 3\
31 3 0
A Bl = =2+3=5
1Al + 18 \4 2‘*‘9 ]\ N

La igualdad se cumple en este caso pero no siempre, el apartado b) del ejercicio
anterior es un contraejemplo.
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3 51
034 | Calcula el valor del determinante | —2 8 0].
5 =3 2

Comprueba que si realizamos las siguientes operaciones, su valor no varia.

a) L+ 2F b) ¢, —3G o Fk—FK+F d G —3G+2G
351
-2 8 0|=34
5 =3 2
351 351
a) |8 2 4|=34 g |—-2 8 0]|=34
5 =3 2 10 -6 3
0 51 3 =21
b) |-2 8 0|=34 d |-2 14 0/=34
-1 =3 2 5 =14 2

035 | Calcula cada uno de estos determinantes para comprobar que:
a+1 3 0 a 3 0 1 3 0
b+2 1 4/=b 1 41412 1 4
34¢c 2 —1 3 2 —1 c 2 -1

a+1 3 0

b+2 1 4l=—a—1436+12c—8a—8+3b+6=33—-9a+3b+12c
34+c 2 -1

a3 0 1 3 0

b 1 41412 1 41 =36—9a+3b)+ (12c—3)=33—9a+3b+12c
3 2 -1 c 2 -1

036 | Si M es una matriz cuadraday |M| =6, jqué puedes decir del determinante de M??
;Y del determinante de 2M?
e = Ml Ml - Ml = IMPP = 6° = 216
Si nes el orden de la matriz cuadrada M entonces: [2M| = 2"|M = 27 - 6 = 27+ . 3

037 | ;Qué propiedades de los determinantes se han empleado en cada una
de las igualdades siguientes?

a+b 3a:.a+b a:.b a:_.ab
a |c+d 3c c+d ¢ d ¢ c d
31 23| _[1 3
b) | 3 2|73 2
342 513 214 2 3 4
c) 34 51 21/=14 1 1
3 5 2 3 5 2




SOLUCIONARIO 2

3 1 3 3 1 3 0 1 3 0 1 3
d |4 =5 1/=1 =5 1/+|3 =5 1|=|3 -5 1
4 3 4 4 3 4 0 3 4 0 3 4

a) Propiedad 3 — Propiedad 5 — Propiedad 2
b) Propiedad 5 (F, — 10F,)

c) Propiedad 5 (F, — 10F,; F, — 10F3)

d) Propiedad 9 — Propiedad 6

038 | Demuestra, sin calcular el valor de los determinantes, que el primero es multiplo de 6
y el sequndo de 5.

2 9 21 3 7 -1
a) |52 -3 by |4 21 2
6 8 —12 1 4 3
2 9 21 2 9 7 2 9 7
a |5 2 —=31=35 2 —=1=6-5 2 -1
6 8 —12 6 8 —4 3 4 =2
3 7 -1 0 7 =1 2 7 -1
b) | 4 21 2|=125 21 2|=5-|5 21 2
11 4 3 15 4 3 3 4 3
039 | Sabiendoque |2 —3 —4|= 5, determina sin desarrollarlos el valor

2 0 1
de los siguientes determinantes:

3 2 4 322 8 1 4 6 4 1
a) |2 —6 —4 by [T =3 0 O|-5 =3 —4| d)|4 —4 -3
6 0 3 4 —4 1 3.0 1 4 1 0
32 4 31 4 31 4
a |2 -6 —4/=2.2 -3 —4[=2.3.]2 -3 —4|=6-5=30
6 0 3 6 0 3 2 0 1
3 22 3B 1 4
b) |1 =3 0/=|2 -3 —4|=5
4 —4 1 [2 0o 1
8 1 4 3 1 4
0 |-5 -3 —4|=2 -3 —4|=5
30 1 2 0 1
6 4 6 1 4 31 4
d) |4 —4 —3/=—|4 —3 —4|=-2.]2 -3 —4|=-2.5=-10
4 1 0 4 1 0 2 1.0
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-

040 Siendo? Z‘:8,determinasindesarrollar:
a) 2a 3b b) a—3b b 9 b a c d
2c 3d ¢—3d d d ¢ a+2c b+2d
2a 3b| a b _ . o_ a—3b bl |a b]
D e 3 T2 d‘_68_48 I le=zd o~ o
b) b a_ |a b——8 ) c d |_|c d_ Ja b
d ¢ c d— a+2c b+2d la bl |c d

a b
041 | Conocidoque |5 0 10|=1, calcula el valor del siguiente determinante:
1T 1

5a —5b 5c¢
1 0 2
1 -1 1
50 —5b 5c¢ a —b ¢ a b c a C
1 0 2(=51 0 2/=-5-11 0 2|=—[5 0 10|=-1
1 —1 1 T =11 1T 11 T 1 1
a b c
042 | Sabiendoque |d e f|= 6,determina sin desarrollar el valor de los siguientes
g h i
determinantes.
2a 2b 2c 2b c+3a al5
a) |d/3 e/3 /3 Q) |2e f+3d d/5
g h i 2h i+3g g/5
a b c
b) | a+d b+e c+f
a+d+g b+et+h cHf+i

2a 2b 2c a b ¢ 0 b c
fo s dlele £ L2l ey
g h i g h i g hi
a b c a b c
b) a+d b+e c+f |= d e f =
a+d+g b+e+h c+f+i a+d+g b+e+h c+f+i

Il
Q Q Q
>0 o

C
fl=6
i



043

044

a)

a)

2b c+3a a b c+3a a
3 3 ) b c+3a a ) b c a
Q |26 f+3d —|=2-le f+3d —|=—-le f+3d d|=—-le f d|=
> > > |h i+39 g > lh i g
2h i+3g 2 hoit3 L
5 5
b a c a c
= 2led fl=2d e fl=26=12
Slhgil Slgnil 5 5
Justifica sin desarrollar que los siguientes determinantes son nulos.
31 —6 6 1 3 8 5 9 3 -1
5 4 —10 b) |2 5 4 |4 1 3 d) |5 4 1
2 3 —4 8 6 7 2 3 4 9 14
a) Eldeterminante es nulo porque: G = —2C,
b) El determinante es nulo porque: fF3=F, + F,
c) Eldeterminante es nulo porque:
. 8 5 9 4 50
CG=—C+C =4 1 3/=2-12 1 0
2 2 3 4 130
d) Eldeterminante es nulo porque:
3 =10 3 =10
FR=3FK-2R—|5 4 1|=|5 4 1
9 14 3 0 00
Demuestra sin desarrollar que los siguientes determinantes son nulos.
a b c X+y y+z z+x
a+2d b+2e c+2f by | z X y
d—a e—b f—c 2 2 2
a b C a b C a b C
a) |a+2d b+2e c+2f|=| 2d 2e 2f |=2-| d e f |=
d—a e—b f—c d—a e—b f—c d—a e—b f—c
a b c
=2-|d e f|=0
a b c
X+y y+z z+x X+y y+z z+4x X+y x—z y-—
b) z X y |=2-] z X y |=2 z z—x z—
2 2 2 1 1 1 1 0 0
x+y 1 1
=2Ax—20\y—-2)-| z =1 =1]=0
1 0 O

SOLUCIONARIO 2
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045 | Aplicando propiedades de los determinantes, comprueba que:

1
a b c|=(b-—a)c—a)c—Db)
CZ

1 1 0 0
a b cl=la b-a c—a |=
a b a b—a’ -a

b—a c—a
b:—a*> ¢ —-a’

1 1

bta c+a =(b—a)lc—a)c—"b)

:(bfa)(cfa%‘

046 | Trata de convertir el siguiente determinante en el determinante de una matriz
triangular, y asi demostrar la igualdad:

a a+b b
b a b |=(a—b)
2a 3a a+b

a a-+b b a a+b b a—b a+b b
b a b |=1b a bl=| O a b|=
2a 3a a+b a 2a—b a 0 2a—b a

a—b a b a—b>b a b
= 0 a—-b bl=| 0 a-b b |=(a-b)p
0 a—b a 0 0 a—>b

a b c

047 | SilamatrizA=|d e f| tiene determinante n, averigua el valor del determinante

g h i

de las siguientes matrices:

6d 4e 2f d+f e f+e
B=|(3g 2h i C=la+c b c+b
9a 6b 3c g+i h i+h
6d 4e 2f 9a 6b 3c 9a 6b 3c 3a 2b ¢
Bl=1{3g 2n i|=—=[3g 2h i|=|6d 4e 2f|=3-2-13d 2¢ f|=
9a 6b 3c 6d 4e 2f| |39 2h i 3g 2h i
a b c
=6-3-2-|d e f|=36n
g h i



SOLUCIONARIO

12 3
048 | SeaAlamatrizA=|1 4 9.
1 8 27

Sea B la matriz que resulta al realizar en A las siguientes transformaciones: primero
se multiplica A por si misma; después, se cambian de lugar la fila segunda

y la tercera, y finalmente, se multiplican todos los elementos de la segunda
columna por —2.

Calcular el determinante de la matriz B, usando para ello las propiedades
de los determinantes.

12 33(1 2 3 6 34 102 6 —68 102
1T 4 9|-[1 4 9|={14 90 282|—B8=|36 —500 804
18 2711 8 27| (36 250 804 14 —180 282
6 —68 102 6 34 102 6 34 102 12 3f
|8l =|36 —500 804|=-2-[36 250 804|=2-14 90 282|=2:1 4 9|=
14 —180 282 14 90 282 36 250 804 18 27

2
12 3
=20 2 6 :2~[‘2 6
0 6

2 1 ,I2
— . .H-. — ). 2:
6 24]72[26‘3 4] 2-12° =288

049 | Sea A una matriz cuadrada de orden 3.

a) Sisabemos que el determinante de la matriz 2A es |2A| = 8. ;Cuanto vale
el determinante de A? Escribe la propiedad de los determinantes que hayas
usado para obtener este valor.

b) Calcula para qué valores de x se cumple que |2A| = 8, siendo A
X 1 1
lamatrizA=|x+1 2 2].
X 2—x 1

a) Al=22-lA=8= A =1

Si'en una matriz cuadrada multiplicamos por un mismo numero todos
los elementos de una misma fila (0 columna), su determinante queda
multiplicado por ese numero.

X 1 1
b lA=x+1 2 2/=x>=2x+1
X 2—x 1
|2A|:8%|A|:1%x2—2x+1:W%x2—2x:0—>1§ig
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050 | Halla el valor de los siguientes determinantes, desarrollando por la fila 0 columna
que mas te interese.
3 3 -1 4 1 2 3 4
-1 =5 0 6 b —1 2 35
Ay 4 0 2 Y12 20 4
—1 2 1 =2 -3 -2 1 4
33 =1 4 2 50 2 > 5 2
-1 =5 0 6 -1 =50 6
D15 4 0 272 ca0 o777 8=
e e -2 —4 2
-1 2 1T =2 -1 21 =2
2 5 2 0 1T 4 4
=2-|-1 =5 6|=2-|/0 =3 5:2-‘ 3 5‘:34
12— 1T 2 - B
V238 200 |20
b) |~ = TH=—2.]— - —6)=—
) y 20 4 103 o0 2 13 0 2(48+4+4—6) 92
-2 4 8
-3 =2 1 4 -2 0 4 8
3 7 —1
051 | Dado el determinante |—2 0 1|, calculalo:
1 3 —6

a) Usando la regla de Sarrus.
b) Desarrollando por los eleme

37 1
d -2 0 1=7+6—
13 —6
37 -

b |-2 0 1:3.‘0
13 —6 3

052 | Obtén el valor del determinante |2 4

a) Mediante la regla de Sarrus.
b) Haciendo ceros en la tercera

31 2
a) |2 4 -3
1 6 5
31 2 3 =17
b) 2 4 -3|=|2 -8
1 6 5 1 0

ntos de la primera columna.

9—84=-80
1 7 ] 7 =
—(=2)- = 9423947 =-80
B R A B R
31 2
—3/:
16 5

filay desarrollando por ella.

=60—-34+24—-8-10+54 =117

-13 .
—13 :‘_ g
0 _

—13

=221-104 =117
i
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054

055

056

SOLUCIONARIO 2

Calcula el valor del determinante de la matriz:

1 -1
-1 01
=2 2 =1 2f_|=v 00 |y gl L,
2 =3 1 =2| |-1 10 1 -2 1
-2 01
32 1 =2 |-=2 00 1

Averigua, sin realizar ninguna operacidn, el valor que debe tener a para que
12 -2 3

-3 0 a 2
se anule.
2 3 —4 6
5 3 —10 4
12 =2 3
0 0 a—6 0
F=FH+F—F = =
2 >+ 3 —> 5 3 4 6 0—>a 6
53 =10 4
1T =1 0 2
. 1 0o —1 2
Halla el valor de a que hace que la matriz: A = 0 1 1 2 no sea regular.
. .. —1 2 —1 a
(Navarra. Junio 2006. Grupo 1. Opcién B)
Una matriz A no es regular si |Al = 0.
L I -1 1 0 0 0 a+2
1 0 -1 2 0 -1 1 0
o 1 120 1 o1 2T P 2= 2 a=
1T =1 2 1T =1 2
1 2 =14 [0 1 -1 a+2 at at
:‘O a+2:0%a:—2
2 —a
X+2 1 1
1 x+2 1 1 R
= 1
Comprueba que 1 1 x42 1 (x+1°.
1 1 1 1
XTz 12 1 1 XcJ;] 01 8 8 o 00
X+ = Xt = 0 x+1 0 |=(x+1
1 1 x+2 1 0 0 x+10 0 0 x41
1 1 1 1 1 1 1 1
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1
057 | Comprueba que la ecuacién: :

2

11
-3 4
9 16
—27 64

= 0 tiene solo tres soluciones

sin necesidad de calcular el determinante. ;Cuédles son?

Las tres soluciones son:x =2, x = —3,x = 4.

058 | Desarrolla el determinante
y comprueba que es nulo.
321 0 -1 3
4 2 0 =2 O 4
T 1 3 1 1N=11
020 2 0 0
12 3 2 1 1
2a a a
059 | Sealamatriz A = 2a a
a 2a
enfunciondea. \d a a
2a a a a 2
a 2a a a s |1
a a 2a a 1
a a a 2a 1
= a4 .

060 | Obtener, enfunciéndea, byc,
el determinante de la matriz:

NN — NN

S O = M W

w O w O —

a
a

2a

11 1 1 1 0 0 0
x 2 3 4| | x 2—-x —3—-x 4-—x
X2 4 96| |x? 4—x* 9—x* 16—x?
X 8 =27 64| |x* 8—x =27—x> 64—x°
1
=2—=Xx)3+x)(4—x)- 24 x

2—x —3—x
=4—x? 9—x
8—x —27—x°
—1
3—x

4—x
16— x?
64— x*

1
4+ x

XC42x+4 —x*+3x=9 xX*+4x4+16

2 1 0
2 0 =2
13 1
2 0 2
2 3 2
-2 -1
-4 0
0 1
0 0
0 1

_ O = O

I
N}

- =~ w

oL O =

. Calcular el valor de su determinante

11 2 -1 1
T _geft 1 0 0
2 1 1T 0 1 0o
12 10 0 1
-1 =1 2 =1 =
1T 0|+ 1 0ll=a*-(1+4)=5a*
o 11 |1 0 1
1 1 11
A|Tta 1 11
1T 1+b 1 1
1 1T 14c 1
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SOLUCIONARIO 2

1
+a 11 | _|i+a —a —a —a|_| 7 7 7
1146 1 |1 b 0 o] -

0 ¢ ©
11 4c

En este ejercicio los numeros x, y, zy u son todos distintos de cero. Justificar,
sin efectuar su desarrollo, que el siguiente determinante vale 0.

yz xz xy
u u u
PRO=l 0
X y z
(Canarias. Junio 2003. Opcion A. Cuestion 3)
Yz xz Xy Yz xz Xy Yz Xz xy Yz o xz xy
u u u —y 1 1 1 _u 1 1 1 _u |1 1 1
ALY I A e R ] I
X y z X y z y z z
Yz xz Xy
=—-|1 1 11=0
V2ol xz oxy

Averiguar segun el valor de a el nimero de raices reales que tiene la ecuacion.

x> a a a
2
a x> a a
2 =0
a a x* a
a a a x°
(Cantabria. Septiembre 2000. Bloque 2. Opcion B)
x> a a a x° a a a
a x* a al|_la—-x* x*-a 0 0 |_
a a x> a a—x’ 0 X’ —a 0
a a a x° a—x? 0 0 x’—a
x? +3a a a a
0 X’ —a 0 0
= 5 =’ +3a)x*—aP=0
0 0 X°—a 0
0 0 0 X’ —a

« Sia=0— x®* =0 — Laecuacion tiene una Unica solucion real (x = 0).
« Sia >0 — Laecuacién tiene dos soluciones reales (x = v a)
« Sia <0 — Laecuacién tiene dos soluciones reales (x = 4+ —3a )
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063 | Se considera la funcién:

a b —2a 3b
Flx) = -1 x 0 0
0 -1 X 0
0o o0 -1 x

Sabiendo que f(0) = —3y f(1) = f(—1), determinaray b.

a b —=2a 3b

-1 0 0
Sif=-3-|"" 9 0 0l 310 1 ol=3=-35b=-1
0 -1 0 0
0 0 —
0 0 -1 0
a -1 —=2a -3
Asifpy =71 X 90
0 -1 x 0
0 0 -1
a] _1 ‘200 ‘S 10 0 |-1 —2a -3
f(1>f_o : e A 1 0[+|—1 1 0=
- 0 —1 1 0 -1 1
0 0 -1 1
=ad+(—-4—-2a0)=—-4—-a
"1 _] _ZO" _8 1 0 o |-1 =20 -3
== _ =a-|-1 =1 0|+[-1 =1 0=
0 =1 —I 0 0 =1 —1 0 -1 =1
0 0 -1 =1

=a(-N+(-4+2a)=a—4
—4—-a=a—-4—->a=0

064 | Sea A una matriz cuadrada de orden 2 verificando que 2A% = A. Calcular
razonadamente los posibles valores del determinante de A.

Al = 2. A% = 22|A%] = 4lAP

Al =0
A = 4lA” - 4lAP — Al =0— 1
A -1=0—A=—
4
065 | Estudia el rango de estas matrices.
3 5 =2 2 6 1 3
a)[213] g1 4 s ol-2 30 5
—4 =20 8 11 —11 2 24 3 19
6 —9 1T —4 0
b) |-8 12 d|-2 8 3 |-t 2 63
12 —18 3001 -2 4 -8 —24 1
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a) i 8‘:12¢O—>E|rangodelamatrizesz.
b) _g 729‘:0 ‘126 :]Z‘:O 6 = 0 — El rango de la matriz es 1.
35 =2 3 s
o |1 4 5/=0 ‘ ‘:7¢O—>E|rangode|amatrizes2.
1 4
8 11 —11
1 —4 0
d) |-2 8 3| = —39 = 0 — Elrango de la matriz es 3.
3 1 =2
2 6 1 ) 6
e) |[—2 3 0/=0 ‘ 5 3‘:18¢O—>E|rangodelamatrizesZ.
2 24 3 N
f) _jl 3:—13::O—>E|rangodelamatrizesZ.
13 —1 =5
066 | Calcular el del o
alcular el rango de la matriz 2 4 0 —6|°
3 2 4 —1

(Castilla y Leén. Junio 2008. Prueba B. Cuestion 2)

13 =1 =5 1 3 =1 =5

-1 1 =3 =3 -4 -8 0 12 —0

2 4 0 -6 2 4 0 -6

3 2 4 -1 7 14 0 -21

1 3 =1 1T 3 =1 1 3 =5 1 3 =5
-1 1 =3]=0 -1 1 =3]=0 -1 1 =3|= -1 1 =3|=
2 4 0 32 4 2 4 —6 32 -1

1 ? =4 = 0 — Elrango de la matriz es 2.

067 | Los rangos de estas matrices son 2, 3 y 4. Averigua, sin realizar operaciones,
cual corresponde a cada una.

3 6 9 12 123 4 3 6 9 12
—4 -3 —2 1 b 567 8 —4 -3 —2 1
A3 o 3 o Vo 8 7 6 913 0o 2 o
0 1 0 1 1111 0 1 0 1
a) 3 b) 2 Q4
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068 | Comprueba que la matriz [6 _3 2] tiene rango 2. Aihade dos filas que no sean

nulas ni iguales a las anteriores de modo que el rango siga siendo 2.

‘é 3‘ = —20 = 0 — El rango de la matriz es 2.
2 =1 4
) . -3 2
Respuesta abierta. Por ejemplo:
—4 2 2
8 —4 6

4 —6

069 | Dadalamatriz|—6 9], afade una columna de modo que el rango sea 3.
—1
Demuéstralo.

4 —6 1
Respuesta abierta. Por ejemplo:|—6 9 0
2 =10
4 —6 1
—6 9 0|=-12= 0 — Elrango de la matriz es 3.
2 =10

3 1 0 2
070 | Comprueba que la siguiente matriz |—6 —2 3 —1| esderango 2.
12 4 -3 5

Encuentra dos columnas linealmente independientes, y expresa las otras dos
como combinacién lineal de las primeras.

3 T 0 3 T 2 30 0 T 0 2

-6 =2 3 =|-6 =2 —-1|=|-6 3 —-1|=|-2 3 —-1/=0
12 4 =3 12 4 5 12 =3 5 4 =3 5

‘ ; g‘:3¢0—>EI rango de la matriz es 2.

Respuesta abierta. Por ejemplo: Las columnas G, y G; son linealmente
independientes.

G =3G +=2G+ G
071 | ;Para qué valor de m el rango 1 4 6
de esta matriz es 2? 4 m 6
-5 3 -7

Para que el rango de la matriz sea 2, el menor de orden 3 tiene que ser igual a 0.

T 4 6

4 m 6/=0->—-7m—-1204+72430m—-18+112=0
-5 3 -7 - 2m+4+46=0—>m=-2

1 6

9‘4 6

‘ = —18 = 0 — Elrango de la matriz es 2.
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Obtener el valor de a para que el rango de la matriz A sea igual a 2.

1 =2 3 0
A=|2 30 —1
4 -1 6 a

(La Rioja. Junio 2003. Propuesta A. Ejercicio 1)

Para que el rango de la matriz sea 2, los menores de orden 3 tienen
que seriguales a 0.

1 =2 3

2 3 0/=0

4 -1 6

13 0

2 0 -1|=0->—-1246-60=0—>—-6—-60=0—>qag=—1
4 6 a

; 7§ =7 = 0 — Elrango de la matriz es 2.

Calcula el rango de cada matriz en funcién de cada uno de los pardametros.

—1 2 4
a) 3 2 a
-5 —6 2
b 2 -1
by [3 2 b1
7 6 1

d|[-3 6 -9 6

2) ‘_; ;‘:—8¢O%Rango(A)22
1204
3 2 al=-48-16a
5 6 2

+ Sia = —3 — El menor de orden 3 es distinto de cero. El rango de la matriz es 3.
+ Sia = —3 — El menor de orden 3 es nulo. El rango de la matriz es 2.
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o) ‘3 2‘:4¢O—>Rango(%\)22
7 6
b 2 -1 b=2
3 2 b+1=4410b—6b? —6b>+10b+4=0— 1
7 6 b:‘g

+ SibeR— {2, —;} — El menor de orden 3 es distinto de cero. El rango

de la matriz es 3.

-Sibzzob:—i—> El menor de orden 3 es nulo. El rango de la matriz
es 2. 3
A |- 2:—6¢O—>Rango(A)22
30
-1 2 1 -1 4 2
30 =3|=0 3 ¢ 0|=6—-3c
T 1 =1 1 3 1

+ Sic= 2 — El menor de orden 3 es distinto de cero. El rango de la matriz
es 3.

« Sic =2 — Elmenor de orden 3 es nulo. El rango de la matriz es 2.

d| 1 d 3

-3 6| -9|=9d? —36d+36=9(d—2)

d —4| 6
1 7d=673d=0 -3 6:1276d=0

-3 06 d —4

« Sid =2 — Hay menores de orden 3 distintos de cero. El rango de la matriz
es 3.

+ Sid =2 —Todos los menores de orden 2y 3 son nulos. El rango de la matriz
es 1.

074 | Estudia el rango de las matrices segun los valores de los parametros.

1 a 1 1 b 0
-2 -1 2 1 0 b
Al 2 g 5 lp41 0 2
-1 2 3 1 2 0
11
a) 5 2:4¢O—>Rango(A)22
1T a 1 -2 =1 2
—2 =1 2l=4a-12 —1 2 a=3a-23
-1 2 3 1 2 3

Para cualquier valor de a al menos uno de los menores de orden 3 es distinto
de cero. El rango de la matriz es 3.
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b) “ (2)‘=2:¢0—>Rango(A)22
0 1
bl=b*—-2b b+1
0 1

=202 +2b—4=2b-1(b+2)

N OO
N O O
O N O

Para cualquier valor de b al menos uno de los menores de orden 3 es distinto
de cero. El rango de la matriz es 3.

Estudia el rango de la matriz para los distintos valores del pardmetro.

T —1 0 5
0 1 1 a
1 0 —2 3
2 0 -3 a
1T =1
0 1=1:¢O—>Rango(A)22
1T =1 0
0 1 1l=—-3=0—>Rango (A) >3
1 0 -2
1T =1 0 5 T =1 0 5
1 1 54a
0 1 1a:1 0 15—&-021_2 3 |=20—24
1 0 -2 3 1 0 -2 3
2 -3 a
2 0 -3 a 2 0 -3

+ Sia= 10— El menor de orden 4 es distinto de cero. El rango de la matriz es 4.

+ Sia= 10— El menor de orden 4 es nulo. El rango de la matriz es 3.

a b c
Si el rango de [d e f] es 2, ;cudl serd el rango de la matriz

a b c
d—a e—b f—c|?
2a—d 2b—e 2c—f

a b c a b c a b ¢
d—a e—b f—c|= d e f |=|d e f|=0
20—d 2b—e 2c—f 2a—d 2b—e 2c—f 2a 2b 2c

— El rango de la matriz es menor que 3.

a b c
d e f

son linealmente independientes, por tanto, esta matriz tiene rango 2.

Como el rango de [ ] es 2, las dos primeras filas de la matriz cuadrada
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077

078

Silamatriz A = [CCJ b] tienerango 1y la matriz B = [)z( v);] tiene rango 2, explicar

d
qué valores puede tener el rango de las matrices:

a b 0 0 a b 00 a b 0 0
C:chO D:chO E:chO
0 0 x y x y 00 x 0 y O
0 0 z w z w 0 O z 0w O

Por ser la matriz A de rango 1, las dos primeras filas de las matrices C, Dy £
son linealmente dependientes y al menos uno de los valores de la matriz A
es distinto de cero.

Al tener la matriz B rango 2, las dos ultimas filas de las matrices C,Dy £
son linealmente independientes, por tanto, las tres matrices tienen al menos

rango 2.
. ) ) n 0 O
Sien la matriz C elegimos un menor de orden 3 0 B Xy 0
que contenga las dos ultimas filas serd 0 X y=n s owl™
zZ w

de la forma:

Siendo n uno de los elementos de la matriz A. Como las dos primeras filas
son linealmente dependientes el menor de orden 4 es nulo, por tanto, el rango
de la matrizCes 3.

) ) ) b 0 c d o0
Sielegimos en la matriz D un menor y 0l=0y|x y 0|=0
de orden 3 que contenga las dos Ultimas w0 s w0

filas seran de la forma:

N X Q

Como las dos primeras filas son linealmente dependientes, el menor de orden 4
es nulo, por tanto, el rango de la matriz D es 2.

Si elegimos en la matriz £ un menor de orden 3 que contenga las dos Ultimas filas
serd de la forma:
a b 0

y|=—b-|" 7
w

z W

—d.1¥ y‘
zw

o o a
S < o

c
x 0 o |X
z 0 z
Por tanto, dependiendo de si los valores de b o d son nulos o no, los menores
de orden 3 seran distintos de cero o no. Luego, la matriz £ puede tener rango 3.
Como las dos primeras filas son linealmente dependientes, el menor de orden 4
es nulo, por tanto, el rango de la matriz £ puede ser2 o 3.

Encuentra los valores de m y n que hacen que estas matrices tengan:

m 0 n 2
B=Im 4 4
0 2 n

>
Il
o33
3 3o
N A DS

m
m
a) Rango (A)=2yRango(B) =3

b) Rango (A) = Rango (B) =2
¢) Rango (A) =Rango (B) =3
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SOLUCIONARIO 2

=—m-(n—=2)

o 3 3
3 3 0o
N RS
Il
3'\D
s
|
>
3 30
NS
SR N)

a) No podemos encontrar valores de my n que verifiquen las dos condiciones,
por tanto, el rango de A no puede ser 2 si el de Bes 3.

b Sim=0yn=2-|" O‘zO%Rango(A)22
m m

n =2 — Los menores de orden 3 son nulos y los rangos de las matrices son 2.

c) Sim=0yn=2— Losmenores de orden 3 son distintos de cero y los rangos
de las matrices son 3.

Halla el rango de la matriz M en funcién de los valores del parametro x.

2x—6 x —I1
M= X x =1
4 4 x—4
2Xx—6 X —1
X X =1 |=x>=10x>4+28x —24 = (x — 2)*(x — 6)
4 4 x—4

+ Six € R—{2,6}— El menor de orden 3 es distinto de cero. El rango de la matriz
es 3.

-2 2
2 2
de orden 2 distinto de cero. El rango de la matriz es 2.

= —8 = 0 — El menor de orden 3 es nulo y hay un menor

. Six:2—>‘

« Six=6—> ‘i _;‘ =16 = 0 — El menor de orden 3 es nulo y hay un menor

de orden 2 distinto de cero. El rango de la matriz es 2.

Calcula el rango de la matriz A seguin los valores del parametro k.

1 k —1 1
A=]2 1 —k 2
1T =1 =1 k-1

(Baleares. Septiembre 2003. Opcion A. Cuestion 2)

Tk =1

2 1 —k|==K4+k+2=—k=2)k+1

T =1 =1

Tk 1

2 1 2 | =2k +5k—2=(k—2)(1—2k)
T =1 k=1

111



112

Determinantes

+ Si k=2 — Hay un menor de orden 3 distinto de cero. El rango de la matriz es 3.
1 2
2

hay un menor de orden 2 distinto de cero. El rango de la matriz es 2.

« Sik=2-> 1= —3 = 0 — Los menores de orden 3 son nulos y al menos

081 | Estudia el rango de la siguiente matriz para los distintos valores de sus parametros.

a+1 1 —a b
1 a+1 0 2b
a 1 1 0

a+1 1 —a a+1 1 b
T a+1 0|=ala+"1? T a+1 2b|=—ba@+a+")
a 1 1 a 1 0
1 —-a b a+1 —a b
a+1 0 2bl=-bla+)) 1 0 2bl=-ba*+2a+1)
1 T 0 a 10

+ Sia € R—{-1,0}, para cualquier valor de b, hay un menor de orden 3 distinto
de cero. El rango de la matriz es 3.

« Sia=0y b= 0— El segundo menor de orden 3 es distinto de cero. El rango
de la matriz es 3.

. Sia:Oyb:O%“ ?‘:1¢O—>E|rangode|amatrizesz.

« Sia=-1-> ‘? (]) = —1= 0 — Elrango es mayor o igual que 2: el rango

es2sib=0yes3sib=0.

X 1 0
082 | CalculaelrangodelamatrizA=|—1 2X —2| enfuncién del pardmetroX € R.
1 =1 2
X 0
—1T 2N 22[=4N =2 =202x =)
1T =1 2

« SINER— <]O, 1} — El menor de orden 3 es distinto de cero. El rango

de la matriz es 3.

0 1

+ SIA=0—> 10

‘ = 1= 0 — Elrango de la matriz es 2.

1
1 — 3
-Si)\:z—> ) 1:5:&0—)EIrangodelamatrizesz.
—1

1
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SOLUCIONARIO 2

Estudiar el rango de la matriz que sigue, mediante transformaciones de filas
y columnas, indicando en cada caso las transformaciones realizadas.

b a a
A=la b a
a a b

(Pais Vasco. Junio 2000. Bloque E. Cuestion E)

Sirestamos la primera columna a las dos ultimas:

b a—-b a-»b
a b—a 0
a 0 b—a

Si sumamos las dos ultimas filas a la primera:

2a+b 0 0
a b—a 0
a 0 b—a

« Sia=b=0— Elrango de la matrizes 0.

3a 0 O
« Sia=b=0—|a 0 0|—-Elrangodelamatrizes1.
a 00
0 0 0
« Sib=—-2a=0—|a —3a 0 |- Elrangodelamatrizes?.
a 0 —=3a

- Sia=by b= —2a— Las tres filas son linealmente independientes. El rango
de la matrizes 3.

a 0 b O
SiA=b+1 a 00
0 b+1 0 a
0 0 a b

a) Prueba que para cualquier valor de ay b, Rango (A) > 2.

b) Determina un par de valores reales para los cuales sea Rango (A) = 3 y otro par
de valores de a y b de forma que Rango (A) = 4.

(Cantabria. Junio 2001. Bloque 2. Opcion A)

a) Sia=b=0—->b+1=0—Rango(A) >1

b+1 a | _ 2
‘0 b+1‘—(b+1)
b ool .,
a b‘_b

Como ambos menores no pueden ser nulos para cualquier valor
deayb—Rango (A) >3
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Determinantes

b) Respuesta abierta. Por ejemplo:

bi] 2 g 8 a 00 b+1 a 0
=a-lb+1 0 a|+b:| 0 b+1 al=—a*+b*(b+1)’
0 b+10 a
0 a b 0 0 b
0 0 a b

« Para que Rango (A) < 4 el determinante tiene que valer cero:
at=b b+ > a*=bb+)

a 0 b
Como|b+1 a 0]= a? paraque el Rango (A) = 3 basta con tomar
0 0 a

un valor de a que sea distinto de cero:sib=1y a = J2 el rango
de la matriz es 3.

- Para que Rango (A) = 4 basta con que —a* + b*(b + 1)? = 0, por ejemplo,
paraa=1yb =1 lamatriztiene rango 4.

085 | Sean las matricesA:[1 _1];8:[1 0].
4 2 4

Vemos que ambas tienen rango maximo, o sea, 2. Determina los valores de c tales
que la matriz A 4+ cB ya no tenga rango 2. ;Cudl es el rango que tienen las respectivas
matrices suma?

el oy L

4 2 4 1) |4+4c 2—c
T+c =1 =1
4+ 4c 27c’(1+5)"4 24"(”6)(6 2
Sic=60c=—1— El menor de orden 2 es nulo y la matriz A 4+ ¢B no tiene
rango 2.

Como —1 = 0 — Elrango de las matrices A+ 6By A —Bes 1.

086 | a) SiAesunamatrizya € R, jcudndo se cumple que Rango (aA) = Rango (A)?
1 1T —1 —a
b) Estudie, en funcién de los valores de g, el rango de la matriz: |a —1 1 a
1 1 1 a

a) + SiAeslamatriznula, surango es 0y el rango de la matriz aA también es 0
para cualquier valor de a.
« Sia = 0 — El nimero de filas o columnas linealmente independientes
de Ay de gA coincide. Los rangos de ambas matrices son iguales.
» Sia=0— Lamatriz gA tiene rango 0y solo coincide con el rango de A
si esta matriz es nula.

1 1 =1
b)la =1 1|l=-2-2a
1 1 1
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de la matriz es 3.

e Sia=-1->

Respuesta abierta. Por ejemplo:

1

A= Adj (A) — A7 :[
|Al

A

Al AP

Como A~ = 151
Al A

Halla la matriz inversa de estas matrices:

10 2
A:[3 2] B=|—-1 11 Cc=

> 4 -3 2 1
2 -1
a A=2=0-A"=| 5 3
2 2
-1 4 =2
b) Bl=1=0—-58"=|—2 7 =3
1T =2

Si A es una matriz cuadrada de orden n:

Sea A= [ ? ;] una matriz cuadrada de orden 2.

|Adj (A)] =7

Como | Adj (A) | = |Adj (A)| tenemos que:

|A1|=[1] A ()] = —- | Adj ()

SOLUCIONARIO 2

|Ad) (4)] = 4

3 =1
(A = Al=7

Ad) (4 [1 2] A
10 =1

SeaA=|-2 1 2| una matriz cuadrada de orden 3.
0 1 2
0 —4 =2

Adj(A=|1 2 1 |A| =2
1 0 1

] -|Ad) (AY |

= o [P = | ag )=

-1 1
: 1‘ = —2 =0 — Elrango de la matriz es 2.

+ Sia= —1— Hay un menor de orden 3 distinto de cero. El rango

Toma una matriz cuadrada de orden 2 y calcula su matriz adjunta. Compara sus
determinantes. Haz lo mismo con una matriz cuadrada de orden 3. Establece
una hipotesis general y trata de demostrarla.
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Determinantes

_1 3
9 ld=-20=0-c"= 110 170
20 20

1 9 2

00 10 5

& bl=10=0-p"=|-2> 11 _3
10 10

3 7 1

10 10 5

089 | ;Para qué valores del pardmetro a la matriz no tiene inversa? Calcula la matriz inversa
cuandoa=2.

M =a-a
La matriz no tiene inversa si su determinante es nulo, es decir,sia=00a=1.

o L
110 2 2
Sla=2->M=2 0 1|>|M==-2->M"= a1 i 1
31 2 2 2
-1 =1 1
2a a a a
090 | SealamatrizA=|9 20 a al.
a 2a a
a a a 2a
Encuentra su inversa, si existe, cuandoa = 1.
_ 4
Al = 5a 4 -1 -1 —
1T (-1 4 -1 —
ia=1 A= All=—.
Sia=1-Al=5- |47 il IR
-1 =1 =1 4
4 3 X\
091 | Para cada numero real \, M(\) es lamatriz M(X) =2 1 2|, Se pide:
A XN -1

a) Obtener el determinante de la matriz M(\), y justificar que para cualquier
numero real X existe la matriz M(X)~" inversa de M(X\).

b) Calcular la matriz M(0)~".

c) SiA=M(8), B=M(4)y C=M(@3), calcular el determinante de la matriz
productoA-B~'-C™.
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SOLUCIONARIO 2

a) IMOIl=N=2n+2

La ecuacion N> — 2\ + 2 = 0 no tiene solucion, por tanto, el determinante
de la matriz es distinto de cero y siempre existe la matriz inversa.

| w

4 3 0 1 3
b) MO)={2 1 2[|>MOl=2->M"= % 75 »
00 —1 I
0 A= M®B)— |Al=50
B=M4)—lsl=10
C=M3)—lcl=5
A8l =1l lc =1l - =50 Ly
I8l Icl 10 5

A, By C son tres matrices cuadradas tales que |A| =5,|B| =4y | C| = 2. Decide
razonadamente el valor de los siguientes determinantes.

a) |AY q |AB7| e) |(BO)™|
b) |B7"| d) |AB7| f) |c'BY|
a) |Al=1A=5
o) o= =1
Bl 4
9 1 l=lAl- B = 1Al L =5. 1 =2
Ial 4
o) Al =14 ol = L lpl= Lo a= 2
Al 5 5

1 1 1 1
e [B0)=—= =—
Bl Bl-lcl 42 8

f lcB =l I8t = - |8l =

14—
(@ 2
—1 0 —1
a) CompruebaquelamatrizA=|—1 0 0| cumpleque A®>=—A—1
2 -1 1

y calcula la matriz inversa de A.

b) SiA es cualquier matriz de n filas y n columnas tal que A* = —A — I y se sabe
que det (A) = m, calcula el valor del determinante de A + I en funcién de m.
(I representa la matriz unidad.)

(Cantabria. Junio 2002. Bloque 2. Opcion B)
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Determinantes

—1 0 —1) (-1 0 -1 —1 1 0
a) A2 =AA=|-1 0 Of-|—1 0 O|=| 1 0 1
2 =1 1) 2 =1 7 T =1 -1
—1 1 0) (-1 0 —1 0 0
A =AA=| 1 0 1-1—1 0 o= 1 —1 0
1T -1 -1 2 =1 1 -2 1 =2
—1 0 —1 1 00 0 0 1
—A—I=—|— 0 Of{—{0 1 0|=| 1 =1 0
2 -1 1 0 0 1 -2 1 =2
A=-A-los A A= A-A-D=I>A"=-A~1
—1 1 0 100 0 -1 0
A=~ 1 0 1—={0 1 O|=|—-1 —1 —1
T =1 =1 0 0 1 —1 1 0
b) [A+1|=]-A|= Al =-m’
094 | Calculalas matrices X, Y, Zy T que cumplen las ecuaciones.
1 3 15 5 9 2 66 14
X= Z- =
3) [—2 4] [30 o] © [5 1] [—13 —3]

2 =3}, _(11 10 o
b) [4 2]'Y_[14 4 16]

2 3
137 (15 5 |5 10
R b I A
5 10
1
o v —[2 =3} (110 0)_| g
42 e 48| 1
4
66 14) (9 2] 66 14
9 Z [43 73]'[5 1] [713 -3
17 o179
dT=[0 -1 [i ;] =lo -1
6 6 9
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Determina las matrices X, Y, Z

321 14 9
a) |[-3 =2 of-x=|-17 —10
4 21 17 1
-3 2
o v a2 als(2 75 (0 0 )
0 —2 —4 - - -
1 (2 o 3 -7
o | 31— =1 3.z=]| 8
-8 0 —2 —1 10
10 3
o 3372 2 =3 % )
10 2
321‘*149_]3?;149 32
a) X=[-3 =2 0| :|—-17 —10|= S 5 S —17 —=10|=| 4 2
4 21 171 o LU A L B G B
—1
-3 2 0
b)Y:[m -10 —10]_[7 —4 —2]]. PR
-0 10 —10) (13 -2 31, 5,
5 4 1
3 -6 -8 3 10 2
= 18 6 ==
-23 12 —7] 2 [912]
—4 =3 -1
sz 3 3
2 0 '[N (-7 ? ‘1‘ g 8) (4
o Z=|1 =1 3 3[—| 8ll=] — — —=|.|=5|=]|9
0o -2 -1 |l-8) (10 %‘1‘?—180
4 2 4
- 10 3]
4 1) (32 28 111
d)T:[ ][ ]-_241 _
702) 54 o2 )Y,
-2 0 3
(2 -1 (32 28 1| 5 1 7|
T |=7 4) (54 52 194 4 4 4|
10 -1
-2 0 3
(10 4 28)| 5 1 7| (31 9
-8 12 1 4 4 4 0 3 =2
1T 0 -1

SOLUCIONARIO 2

... en las ecuaciones.
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Determinantes

1 2 3 2 11 12
096 |SiendoA=|—1 5 3]yB=|—1 —4 17|, encuentrados matrices CyD
2 5 —4 2 12 2
tales que:
CA=B DB=A

;Qué relacion hay entre Cy D?

21 12 (12 3
C=BA'=|—1 —4 17|-|=1 5 3| =
2012 2| 2 5 —4
2 1 1) (35 =23 9] (31 o0
=1 —4 17|-—|—2 10 6|=[3 0 —2
2 12 2] s 17 11
1 3 (2 11 12)"
D=AB"=|-1 5 3|.|-1 -4 17| =
25 —4|| 2 12 2
1203 (212 122 =238 2 -1 =2
—|-1 5 3].—|-3 20 46|=|-5 3 6
25 —4| 70| 4 2 -3 3 2 -3

(D =BA"AB'=BIB'=BB"'=1-— Cy D son inversas.

097 | Se consideran las matrices cuadradas reales de orden 2,

SRR

Calcular:

a) LamatrizP™".

b) La matriz real cuadrada X de orden 2, tal que P~'XP = Q.
¢) Lamatriz cuadrada (PQP~")%

) Pl=—1=0op'=|3 2
>

v oo (1 2) (2 0) (-3 2)_
o pw =0 x=re=[) L Y2 -

S A I
S <PQP*>2:xz:[6 *2}[6 72]:[24 fmJ

6 —1) 16 —1 30 =11
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SOLUCIONARIO 2

Sea k un numero natural y sean las matrices:

1
0 B=| 1 c=(1 1 2
1 —1

>

Il
o O =
O = =

a) Calcular A%,
b) Hallar la matriz X que verifica la ecuacién: AXX = BC

(Madrid. Junio 2001. Opcién A. Ejercicio 2)

T —k —k 0
by AX=BC—o>X=(A)BC=0 1 0 -0 1 2)=
0 0 1)~
1T —k =ky(0 0 0 0 0 0
=0 1 o1 1 2=[1 1 2
0 0 1)(-1 =1 =2) (-1 =1 =2

099

001 1 0 1
A=l 00 0l yB=|0 1 1
-1.0 0 0 —1 —1

(Andalucia. Junio 2002. Opcién B. Ejercicio 3)

AX=X-Bo>AX-X=-B—>(A-DX=-B—>X=(A-1)"(-B)

1
00 1) (100 (=1 0 1 5
A—I=| 0 0 0|—|0 1 o|=] 0 =1 O|>(A-D"=| 0
-1 00 00 1] |=1 0 —1 1
2
1 1 1 1
—— 0 —— — —— 0
2 20 (=1 0 =1 2 2
X= 0 =1 ol]o0o =1 =1=| 0 11
L L L L A P
2 2 2 2
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Determinantes

1T —1 3 10
0 -1 2
100 | Dadas las matrices A=|—1 0 =3[, B=|—1 2 yc=[_2 1 _1]¢
—1 2 1 0 1
a) Hallalainversade A — BC.
b) Resuelve la ecuacion matricial AX — BCX = A.
1T =1 3 10
a) A=BC=|-1 0 =3|—-|-1 2 [_g _1 _?]—
—1 2 1 0 1
1T =1 3 0 -1 2 1 0 1
=|-1 0 —=3|—-|-4 3 —4|=[3 =3 1
—1 2 1 -2 I 1 1 2
7 =1 =3
JA-BCl=—=1=0—>(A-BCO)"'=| 5 —1 =2
-6 1 3
b) AX—=BCX=A—> (A—BOX=A
7 =1 =3 1T =1 3 11 =13 21
X=(A=BC)'A=| 5 =1 =2|-|-1 0 —3|= 8 =9 16
—6 1 3] =1 2 1 —-10 12 —18

101 | Responde razonadamente:
a) SiAtieneinversa, jcudl es el rangode A™"?
b) ;Es cierto que siempre Rango (A) = Rango (A")?

c) ;Essiempre cierto que, si Ay B son matrices de la misma dimensién,
Rango (A + B) = Rango (A) 4+ Rango (B)?

d) ;Y que Rango (A% = Rango (A)?

a) SiAtiene inversa, verifica que:

1
A= 0—|A = 7 = 0 — Rango (A~') = Rango (A)
b) Si, ya que el rango corresponde al nimero de filas o columnas linealmente
independientes y esta relacidon no cambia al trasponerlas.

c) No.Por ejemplo, si Ay B son dos matrices de orden 2 con rango 2, la matriz
suma A + B también es una matriz de orden 2 que no puede tener
rango 2+ 2 =4.

. . 0 1 0 1] (0 1 0 0
No. P lo:siA= A = . =
d) No. Por ejemplo: si [O O] - [O O] [O O] [O O] de modo

que el rango de Aes 1y el de A?es 0. Solo es cierto cuando A es una
matriz regular.
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SOLUCIONARIO 2

a) Calcula la matriz inversa de

- - o

1
A=]0
1

O = =

b) Escribe en forma matricial el siguiente sistema y resuélvelo usando la matrizA™'
hallada en el apartado anterior:

x+y=1
y+z=-2
X+z=3

(Andalucia. Junio 2007. Opcion B. Ejercicio 3)

AL
2 2 2
» 11
a A=2=00A"=| — — ——
2 2 2
L
2 2 2
11 0) (x N (x) (11 0] (1
by [0 1 1|-|ly|=|-2|—=|y[=]|0 1 1 —2|=
10 1] |z 30 |z 1o 3
AL
I T
i Ty B Il
T R
2 2 2

a) Sean F,, F,, F; las filas primera, segunda y tercera, respectivamente, de una matriz
cuadrada M de orden 3, con det (M) = —2. Calcula el valor del determinante

de la matriz que tiene por filas F, — F,, 2F;, F, + Fs.
b) Dadala matriz C = [; :], halla dos matrices X e Y que verifican:

X+y'=cC
X—y'=c

siendo C'la matriz traspuesta de C.

(Galicia. Junio 2007. Bloque 1. Opcion 1)
a) Siescribimos:
det (M) = det (F, K, i) = =2

Entonces:
det (A —F, 2R, h+F)=2det(F—F, kL L+F)=2det(A, R RL+F)=

=2det (R, h, K) = 2(-2) = —4
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Determinantes

b) Sisumamos las ecuaciones tenemos:

3
1 -
1L (1 2)_(2 3 >
X = ‘— - X =
che [2 1]+[1 1] [3 2]_> 3
2
X+Y ' =CoY ' '=C—XoY=(C=X)"
A M 0 2
X = — = Y=(C—X)"=
[y s[5 g

0

N w
\

104 | Sean F,, F,, F3 y F, las filas de una matriz cuadrada P de orden 4 X 4, cuyo
determinante vale 3. Calcula razonadamente el valor del determinante de la inversa
de P, el valor del determinante de la matriz oP, donde o denota un niimero real
no nulo, y el valor del determinante de la matriz cuyas filas son 2F;, — F,, F5, 7F, y F,.

1
Pl=3>|P = —=— loPl = a*lPl = 304
Pl 3
det 2h —Fi, £, 7h, F) =7det QR —F, F, B, B) = —7det 2 = f,, K, K, F) =
= —7det (2, F,, F, f,) = —14det (R, £, £, F) =
=-14.3=-4

PREPARA TU SELECTIVIDAD

X
1
1 | Sea P(x) =
ea(x)3

w x =
[N
w = -

3 3 3 x

Halla dos raices de este polinomio de grado cuatro.

x 1 1 1 X 1 1 1
T x 1 1 | 1T=x x—=1 0 0
3 3 x 3 |3=3x 0 x-=3 0
3 3 3 x 3—-3x 0 0 Xx—3
1—x 0 0 X 1 1
=—|3-3x x-3 0 |+(x—=17-[3—3x x-—3 0 |=
3—3x 0 X—73 3—3x 0 X =73

(
(
(
(
por tanto, x =1y x = 3 son dos raices del polinomio.
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SOLUCIONARIO 2

Utiliza las propiedades de los determinantes para desarrollar el siguiente:

X 2x4+1 3x4+2
X 2x+4+3 3x+4
X 2x+4+5 3x+6

Enuncia las propiedades que has utilizado.
(Castilla-La Mancha. Junio 2003. Bloque 1. Pregunta B)

X 2x4+1 3x+2 1 2x+1 3x+4+2 1 2x+1 3x+2
X 2x+3 3x+4|/=x-|1 2x+3 3x+4|=x-/0 2 2 =0
X 2x+5 3x+6 1 2x+5 3x+6 0 4 4

En primer lugar, utilizamos la siguiente propiedad: si todos los elementos

de una columna de la matriz estdn multiplicados por un mismo ndmero,

su determinante queda multiplicado por ese nimero. A continuacion,

a las dos ultimas filas le restamos la primera fila de la matriz por la propiedad
que dice que el determinante no varia si a una fila le sumamos una combinacién
lineal de las demas. Por Ultimo, el determinante es nulo porque tiene

dos filas iguales.

a b c
Teniendo en cuentaque |p g r|= 7, calcular el valor del siguiente determinante
. Xy z
sin desarrollarlo:
3a 3b 3c

a+p b+qg c+r
—x+a —y+b —z+4c

(Aragon. Septiembre 2006. Opcion B. Cuestion 1)

3a 3b 3c a b C
a+p b4+qg c+r|=3-la+p b+qg c+r|=
—x+a —y+b —z+c —Xx+a —y+b —z+c
a b c
=3. p q r =
—x+a —y+b —z+c
a b ¢ a b c
=3 p q rl==3-\p q rl=-3-7==-21
—X —y -z Xy z

Hallar los valores de k para que la matriz|

a) Notengainversa.
b) Tengarango 3.

(Canarias. Septiembre 2006. Opcion B. Cuestion 3)
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Determinantes

-k 4 5 6 |-k 4 5 6
2 -k 1 2 3]_|0 -3 -3 =3|_
-k —k 0 = 0 —k—-4 -5 -7
—k —k —k =1 0 —k—4 —k—-5 -7
-3 -3 -3 1 T
=—k-|-k—4 -5 —7|=3k-lk+4 5 7|=
—k—4 —k—-5 -7 k+4 k+5 7
1 1T
=3k-lk—3 =2 o:zk-‘/;’g k*22=
k=3 k=2 0 B B

N

= 3k[(k =3)(k = 2) + 2(k — 3)] = 3k*(k = 3)
Si k=00 si k=3 — El determinante es nulo. La matriz no tiene inversa.

b) Sik=0o0sik=3— Elmenordeorden 4 esigual a cero.
Comprobamos si hay un menor de orden 3 no nulo.

« Sik=0:
4 5 6 4z
T2 3=- = —3 = 0 — El rango de la matriz es 3.
1 2
0 0 -1
« Sik=3
4 5 6
1 2 3]=-12=0 — Elrango de la matriz es 3.
-3 0 -1
2 1 —a
5 | DadalamatrizM=|2a 1 -1|:
2 a 1

a) Determinar el rango de M segun los valores del parametro a.
b) Determinar para qué valores de a existe matriz inversa de M. Calcular dicha matriz
inversa paraa = 2.

2 1 —a
a) [2a 1 —1|=2a-2ad°=2a(1—a?)
2 a 1

b) « SiaeR —{-1,0, 1 — El menor de orden 3 es distinto de cero. El rango
de la matriz es 3.

«Sia=0 > 2 1‘:2¢O—>EIrangodelamatrizesz.

- Sia=1 —>“ _1‘:2:&0—>EIrangodeIamatrizesZ.
) 21 )

« Sia=-1 - 5 1 =4 = 0 — Elrango de la matrizes 2.
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SOLUCIONARIO 2

2 2 1 2 4 1
Dadas las matrices A=[—1 —1 —1| yT=[—1 —3 —1| sepide:
2 4 3 1 2 1

a) Probar que la matriz T tiene inversa, T~', y calcular dicha inversa T~

b) Dada la ecuacion con matriz incognita B, A = T~'BT, calcular el determinante de B.

c) Obtener los elementos de la matriz B considerada en el apartado b).

(C. Valenciana. Junio 2006. Ejercicio B. Problema 1)

T2
a Tl==1=20-57"=| 0 =1 —1
-1 0 2
b) A:T*WBT%B:TAT*W—>IBI:ITI.IAI.IT*’I:ITI-IAI-ﬁ:|AI=2
2 4 (2 2 1 T2
O B=TAT'=|-1 =3 —=1|-|-1 =1 =1|-] 0 =1 —1|=
1T 2 1l 2 4 3|=1 0o 2
2 4 1T 2 1 10 0
=|-1 =3 —=1|-| 0 =1 —1|=]0 1 0
2 4 2/|-1 0o 2/ 00 2
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