Los crimenes de Oxford

[En Oxford han ocurrido tres asesinatos y su autor, antes o después de
cometer cada uno, le ha enviado a un profesor de matematicas un *
simbolo. Un joven que le ayuda en la investigacion de estos sucesos
trata de descubrir el cuarto simbolo, pues piensa que conociéndolo tal
vez se pueda evitar el cuarto crimen.]

Fui a la seccion de historia de la matematica, y segui con un dedo los
' titulos en los lomos. Un libro sobresalia un poco de los demas, como
| si alguien lo hubiera consultado recientemente y no hubiera sido lo
bastante cuidadoso al volverlo a su lugar. [...] La ilustracion de la
tapa era una piramide de diez puntos envuelta en llamas. El titulo —La
hermandad de los pitagoricos— quedaba por muy poco fuera del alcance
del fuego. [...]

v

. Fui hasta uno de los escritorios de la biblioteca y lo abri bajo la lampara.
, : - No tuve que pasar mas de dos o tres paginas. Alli estaba. Alli habia
sienrrd ! estado todo el tiempo, en su simplicidad abrumadora. Las nociones
mas antiguas y elementales de la matematica, no separadas del todo
todavia de sus vestiduras misticas. La representacion de los numeros
en la doctrina pitagorica como principios arquetipicos de las potencias
divinas. El circulo era el Uno, la unidad en su perfeccion, la monada, el
principio de todo, encerrado y completo en su propia linea. El Dos era
el simbolo de la multiplicidad, de todas las oposiciones y dualidades,
de los engendramientos. Se formaba con la interseccion de dos circulos
y la figura oval, como una almendra, encerrada en el centro, era llamada
Vesica Piscis, la vejiga del pez. El Tres, la triada, era la union entre dos
| extremos, la posibilidad de dar orden y armonia a las diferencias. Era el
espiritu que abraza lo mortal con lo inmortal en un todo. Pero también,
el Uno era el punto, el Dos era la recta que unia dos puntos, el Tres era
el triangulo y era al mismo tiempo el plano. Uno, dos, tres, aquello era
I todo, la serie no era mas que la sucesion de los nimeros naturales. Di
vuelta a la pagina para estudiar el simbolo que representaba al namero
Cuatro. Era la tetractis, la piramide de diez puntos que habia visto en
la tapa, el emblema y la figura sagrada de la secta. Los diez puntos
eran la suma de uno, mas dos, mas tres, mas cuatro. Representaban a
la materia y a los cuatro elementos. Los pitagoricos creian que toda la
matematica estaba cifrada en aquel simbolo, que era a la vez el espacio
tridimensional y la musica de las esferas celestes.
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SOLUCIONARIO 1 2

Los crimenes de Oxford
Guillermo Martinez

La primera victima, una mujer mayor, invalida y
enferma de cancer, vivia con su Uinica nieta en una
casa donde la encontro Arthur Seldom asfixiada con Los crimenes
un cojin, segiin le informo después la policia. Seldom de Oxford
mantenia una relacion amistosa con las dos mujeres -

desde hacia muchos afos y habia ido a visitarlas —le

dijo al inspector— porque en su despacho aparecioé una
nota con este mensaje: «El primero de la serie», debajo,
la direccion de la casa, una hora =3 p.m.— y un circulo
negro. A los pocos dias aparecio, pegada en la puerta del
Instituto, una nota: «El segundo de la serie». Raddiffe
Hospital, 2.15 p.m., y un dibujo que podia representar
esquematicamente un pez. A esa hora, en ese hospital
fallecio un hombre de més de noventa afios.

El profesor Seldom habia escrito un libro sobre
sucesiones de simbolos regidos por una regla logica,
en el que dedicaba un capitulo a las pautas de los crimenes en serie. Estos estudios avalaban su
hipétesis de que el asesino utiliza sus crimenes como un desafio intelectual. Pero antes de que
hubieran determinado el tercer simbolo, ocurre la tercera muerte, acompariada con dos notas.

La primera decia: «El tercero de la serie» y la segunda contenia sélo una palabra: «triangulo».
Seldom descubre que estos tres simbolos corresponden a la representacion pitagorica

de los numeros, un hecho que también confirma, como se lee el parrafo seleccionado, el joven
matematico que le acompania. Por lo tanto, el cuarto simbolo debia de ser 1a tetractis. Cuando

se lo comunican al inspector, decide publicar en la primera pagina de un periédico local

la historia completa de las tres muertes con los tres simbolos, y, en las paginas interiores, una
nota del profesor sobre la tetractis. Cree que el asesino se dara cuenta de que ha sido derrotado
intelectualmente y dejara de matar. La realidad, sin embargo, pronto destruye esta esperanza,
porque a los pocos dias, un autobus con diez nifios cae desde un puente y mueren todos. Lo mas
curioso es que una persona, antes del suceso, habia dejado en el servicio de emergencia de

un hospital este mensaje: «El cuarto de la serie es la tetractis. Diez puntos en el triangulo ciego».
Con estas diez muertes acaba la «serie de Oxford». ;Quién es el asesino? ;Qué lo indujo a cometer
estos crimenes? Conocer el desenlace de la novela es el merecido premio para quienes la lean.

Considera la progresién aritmética: 1, 2, 3, 4, ... y calcula la suma de todos los
numeros naturales comprendidos entre 1y 100. ;Cémo podriamos sumar todos
los nimeros reales comprendidos entre 1y 100? Una interpretacién geométrica
del problema te ayudara a resolverlo.

Por ser una progresion aritmética la suma vale: y
s — n(a12+an) _ 100(1+100) 5050 :

La suma de todos los nimeros reales comprendidos
entre 1y 100 es la suma de las infinitas alturas

de la figura representada. Al ser un conjunto de nimeros
no numerable, siempre existe un nimero que podemos
sumary por tanto, la suma de los nimeros reales
comprendidos en cualquier intervalo es infinita.
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Integrales definidas

ANTES DE COMENZAR... RECUERDA

001 | Calculala suma de los 10 primeros términos de la progresién:
3,7,11,15,19,23,27,31, 35,39, ...
(a, +a,) 103+ 39)

5, =2 - — 210
2 2

002 | Dada la progresion aritmética con a, = 10 — 5n, halla la suma de los 25 primeros
términos.
5, = n(a, + a,) _ 25(5 —115) — 1375
2 2

003 | Determina los puntos de corte en cada caso.

a) f(x)=3x*—4 b) f(x)=3x*+2x—6
glx)=x gx)=4x>+x—8
x=—1
a 33X —4=x-23x-x—-4=0—>
X =—
3
4 4
Los puntos de corte son: (=1, —=1)y [3: 3]
b) 3x2+2x6=4x2+x8—>x2x2=0—>{x22W
X =
Los puntos de corte son: (—1, =5) y (2, 10).
ACTIVIDADES

001 | Representa graficamente la funcion f(x) = x? en el intervalo [—2, 2].
Toma una particién de este intervalo y calcula sus sumas inferiores y superiores.

Y..

A 71 O A

L1l D 12 [ x

Tomamos la particion P={—2, —1,0, 1, 2}.

4
S=Y M —x)=4+1+14+4=10
i=1

4
s=Y mx—x_)=140+0+1=2
i=1



002

003

SOLUCIONARIO 1 2

Representa gréficamente la funcién f(x) = v x —1 en el intervalo [4, 8].
Toma dos particiones de este intervalo y calcula sus sumas inferiores
y superiores.

Y

w

Tomamos, por ejemplo, la particiéon P = {4, 5,6, 7, 8}.

4
S:ZM/‘(X/_X/‘—W):Z‘F\/E'F\/E"’\/;

i=1

4
SZme(X/*Xf—w):\/§+2+\/E+\/g

i=1

en el intervalo [2, 4].

Representa graficamente la funcién f(x) =
x —1

b) Determina las sumas inferiores y superiores de cada particion.

Y

1

a) Tomamos la particion P =12, 3, 4}.
Una particion mas fina P, = {2; 2,5; 3; 3,5; 4}.

a) Toma dos particiones de este intervalo, siendo una mas fina que la otra.
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Integrales definidas

. , - Y
004 | Calcula, utilizando la férmula, la superficie +
del tridangulo coloreado. Después, toma 4T
una particién y calcula sus sumas inferiores 1 27
; T 197
y superiores. .l ///
, B.h 4.4 EEESRRTEEE
Arca= ——=——=28
2 2

Tomamos la particion P = {1, 2, 3, 4, 5}.
flx) =x—1

S=) M —x_)=14+2+3+4=10

s=Y mx—x_)=0+1+2+3=6

El &rea estd comprendida entre la suma inferior, s, y la suma superior, S.

005 | Determina el valor del drea que encierran la funcion f(x) =x — 1, el eje X
ylasrectasx=1yx=3.

a) Utilizando métodos geométricos.
b) Mediante la definicién de integral definida.

Y..
f{x)
'I..
! X
a) Area:ﬂzgzz
2 2
b) Tomamos una sucesion de particiones:
{1,1+2-i,1+2~3,..., 1+2.ﬂ:3}
n n n
1 - 200 =1 2 4 I~ 2(n—1)
Sy = m;(x; — xi_y) = +——1-—=—) (i—-1)=
; 1 ;[ n ] n nzg n
3
(x =1 dx = lim 2An—1) =2
1 n—oo n

006 | Halla el valor del drea que encierran la funcién f(x) = 1 — 2x, el eje X
ylasrectasx=0yx=3.

a) Utilizando métodos geométricos.
b) Mediante la definicién de integral definida.
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SOLUCIONARIO 1 2

f(x)

a) Descomponemos el érea pedida en otras dos mas pequenas: A, y A,

1.l 3.5

M
:
Il
i
3
X
|
x
L
Il
e
-
|
N
0|7
>
N
N _
5|
Il

2n n 2 2 4n
" 1 1 1 1 1
Alzj [f—n }dx—//m[——n_ ]— ——=—
o \2 4n n—el 2 4n 2 4 4
ParaAztomamos:{l,l—ki-l,i—f—i-g,‘ ,i+£-£:3}
2 2 2 n 2 2 n 2 2 n
j — 5 25(n —1)

Il
A‘P_lﬂ

I

N
—_—
o —

+

pal
o=
>
=
N’
N}
>

|

|
N
>

n
Sh = me(Xf = Xi1)
i=1

3
J [—25(”*”]dx://m[ 25(n—1)]: 25
1/2

4n n—oo

, ' 25
Como las &reas no pueden ser negativas: A, = —
4

125 13
At A=—t+2=—
4 4 2

Representa la funcion f(x) = —x? en el intervalo [—4, 4].

a) Toma una particion del intervalo y calcula sus sumas inferiores y superiores.
¢Qué signo tienen?

b) ;Representan una aproximacion al drea comprendida entre la funcidny el eje X
en ese intervalo?
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Integrales definidas

S

a) Tomamos la particion P ={—4, —2,0, 2, 4}.

f(x) = —x*

4
S=> M(xi—x)=-32-8-8-32=-80

i=1
4

s=> mx—x_)=-8-0-0-8=-16
i=1

Tienen signo negativo.

<~
—
— 1

Las sumas inferior y superior tomadas en positivo representan
una aproximacion por defecto y por exceso respectivamente del drea
en ese intervalo. Cuanto més fina sea la particién mejor sera la aproximacion.

008 | ;Como calcularias el drea de la zona coloreada?

Geométricamente es un trapecio de bases 1y 3,y altura 2, por tanto su drea es:

Area:%-Z:éL

Mediante la integral definida, teniendo en cuenta que es una funcién negativa,
el resultado sera negativo.
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SOLUCIONARIO 1 2

f(x) =—x
0 [ 2011 2
n = i\ Aj i-1) = —1 T —
s ;m(x X, 1) Z;[ - ] -
-y [_2_“("—”}__2_2(”—”
=\ n n’ n

3
J —xdx = lim [—Z—Z(H_])] =—4 > Area=14

] n—oo

Utiliza las propiedades de las integrales definidas para calcular esta integral:

3
J (4x —2) dx

0

3 3 3
J(4X—2)dx:j4xdx—f2dx
0 0 0

i i=1

n

3
—>J4xdx: /im[18(n_])]:18

n—
0 “ n

3
n n 3
s’ :me(x,-fxf_w):ZZ-;:6 —>J 4xdx:n/igl6:6
i=1 i=1 0

3 3 3
J(4X—2)dx—J4xdx—J2dx—18—6—12

0 0 0

Usa las propiedades de las integrales definidas para justificar la siguiente

desigualdad: 5 s
j xdx < j x2dx
1 1

Como x y x? son funciones continuas en el intervalo (1, 5) y x < x? en dicho
intervalo se tiene que:

5 5
deng'dex
1 1

Aplica el teorema del valor medio a la funcién f(x) = 4 — x? en el intervalo [0, 2].
Calcula dicho valor medio e interpreta geométricamente el resultado.

2 (8 8 8 <
R — = |=8-——=—)
=1 n n ;[n l’)3] ’73;

n n .\2
Sy = EM,(X, — X)) = 2[4 _ [2’]
i=1
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Integrales definidas

n
Vamos a calculary /%

i=1

Paran:1—>212:1 Paran:4%2i2:30
i=1 i=1

Paran=2-) i’=5 Paran=5—)» i?=55
i=1 i=1

Paran:S—)Z/zzM Paran:6—>2/2:91

i=1 i=1

n
Calcular ZF equivale a encontrar el término general, a,, de la sucesion

i=1

{1,5,14,30,55,91, ... }
5-1=4 14-5=9 30-14=16 55-30=25 91—55=36

Como la diferencia entre términos consecutivos no es constante no es
una progresion aritmética (polinomio de grado 1).

Continuamos haciendo diferencias sucesivas.

1 5 14 30 55 91
4 9 16 25 36 — No es un polinomio de grado 1.
5 7 9 11 — No es un polinomio de grado 2.
2 2 2 — Es un polinomio de grado 3.

El término general seréd de la forma: an® 4+ bn* 4 ¢n 4+ d. Sustituyendo
para los distintos valores de n obtenemos un sistema de ecuaciones:

a+b+c+d=1

8a+4b+2c+d=>5 %a:i,b:i,c:i,dzo
27a4+9%+4+3c+d=14 3 2 6
64a +16b + 4c+d = 30
Zn:iz:in3+in2+in:72ng+3nz+n
P 3 2 6 6

8 K. 8 2 +3n’+n
S, =8——) ?P=8—-—.— "= '

n*”; n 6
2
J<4Xz)dxz,,~m88.2rf+3er+n:88:16
o n—o I’)B 6 3 3

r 16 8 .8 NE

4—x)dx=f(c)2—>—=Ff)2>fl()=——4-C=——>c="—
. 3 3 3

012 | Halla el valor medio integral de la funcién f(x) = x — x? en el intervalo [0, 1]
y el punto donde se alcanza dicho valor medio.
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014

015

016

SOLUCIONARIO 1 2

1
J(X—xz)dx: im n(in+1) 2n°+3n*+n 12 1
0 n—o 2/’)2 6/73 2 6 6
142
! . c= 3 5celo,1
J(X—Xz)dX=f(C)~1—>=f(c)—>c—c2:—> 2
0 6 5
1— | =
c= 3 — c£1[0,1]
2
L 1
- = #3 y su valor medio es f(c) = g

Determina la expresién de la funcién integral, o funcién area, de f(x) = x* — 4
en el intervalo [0, 5].

n n )2 3 n
oS-

= |\ n

_ X 2n3+3n2+n_4

X

Sin hallar la integral, calcula la derivada de A(x) = J’ 4t% dt.
0

Por ser continua la funcién aplicando el teorema fundamental del calculo integral,
la derivada es: A'(x) = 4x?

Determina [F(X)]z , sabiendo que F(x) es una primitiva de la siguiente funcion:

flx)=—x>—2
F(x)= [f(x)dx = [(=x> =2)dx = —2x+k
7 —73 _43
[FO, = F(7) = F(4) = 27k —2~4+k]:—99
Calcula el valor del parametro a, sabiendo que:
X 1
¢ =e+1
ax —1],
€ —et1 2 —L:e+1—>a:2
ax =1}, a—1 -1
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Integrales definidas

017 | Resuelve estas integrales definidas.

x2+1

2 e
a) { (2x® —4x +3) dx b) J _ X
-2 0

4 2

X x4 3x
2

-2

2
a) J 2x> —4x+3)dx =
-2

=14-2=12

b)J — dX:'_3|nX2+1] :iln‘€2+7‘*ozi|”‘ez+1‘
2 b 2

0 X2+ 2

018 | Calcula las integrales definidas.

w 4
a) J (2 sen x —4x) dx b) J x—2
1

0

0

fx—2
b)J X7 g =

2
1 X

4

1

Inx—i—zl :\n4+if2:|n4fi
X 2 2

a)J (2senx —4x)dx = [—2 oS X — ZXZ]; =Q2-21")—(=2)=4—-2%°

019 | Calcula, utilizando integrales, primero, y aplicando la formula del drea del tridngulo,

después, el area comprendida entre la funcion y = —%x + 3 ylos ejes

de coordenadas.

Calculamos los cortes de la recta
con los ejes (0, 3) y (2,0).

Geomeétricamente: A = M = Q =3
2 2
Area de la funcion:
2 3 3 2
J [;x+3]dx: —x*43x| =3-0=3
0 2 4 0

Ny =—=x+3

020 | Halla, mediante integrales, el drea del tridngulo determinado por los puntos (0, 6),

(2,0)y(7,0).

Aplica la férmula del 4rea de un triangulo para
comprobar que el resultado es el mismo.

Para calcular el drea pedida,

la hallamos mediante la diferencia

del drea del tridangulo que determinan
los puntos (0, 0) (0, 6) y (7, 0), menos
el drea del tridngulo que determinan
los puntos (0, 0) (0, 6) y (2, 0).
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023

SOLUCIONARIO 1 2

7 2
A:J[_6X+6]dx—J(—3x+6)dx:
0 7 0

2

=21-6=15

0

7
= \_3x2 + 6x
7

- l_3x2 +6x
2

0

Area del tridngulo:
_b-h (7-2)-6
2 2

A =15

Calcula el area del recinto limitado por las graficas de las funciones f(x) = 6x — x>
yg(x)=x*—2x.

Calculamos los puntos de corte de las dos funciones.

f(x)fg(x):O—>(6x7x2)7(x272x):O—>72x2+8x:O—>{§:O

—4
4 2 3 4
J(8x2x2)dx al

452 — 2
3

_ &
3

0

Halla el &rea de la region que delimitan las gréficas de las funciones y = x* — 2x
2
ey=—x’

Calculamos los puntos de corte de las dos funciones.

=0
f(X)—gx)=0=> (X =-2X) = (=x)=0—> X+ x> —2x=0—> {x =1
—2
0 1
A:J (X3 4+ x? —2x)dx +J(X3+x22x)dx =
-2 0
xt X 20 xt X 21 8 |-=5| 37
R e Gl B | e e o e
4 3 e 3 Jdo3 2l

Determina el volumen del cuerpo de revolucién engendrado por la funcién

flx) = 2x —1

en el intervalo

S (-
J ’n[ X= ]dx
1/2 2

8 |

al girar alrededor del eje X.

4
J [xz — X+ 1]dx
12 4

1,
2

V=

=T

— | = T
3 24 24
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Integrales definidas

024 | Halla el volumen del cuerpo de revolucién engendrado por la funcién

2
-2
f(x)= X 5 en el intervalo % 3| al girar alrededor del eje X.
3 > 5 ) 20 3 3
V-J N NESEEY e —ﬂj [X_1]dx S (F
3/2 2 3/2 2 6 3/2
N ‘ 39w
2 16 16
025 | Utilizando areas de rectangulos, demuestra que la integral definida de la funcién
f(x) =x+3 en el intervalo [0, b] es:
b bz
J (x+3)dx=—+3b
o 2
Comprueba que el resultado anterior coincide con el calculo del drea que se obtiene
aplicando las formulas de la geometria.
14
b+31----5 f(x)
3
b X
- [ bi b ', b b’ (n+1)
=Y M(x—x) =Y |=+3]- === i+ =Y 3= 13
; ( 1> ,Z;[ n J n ; n ; 2n
b 2 2
J (X + 3)dx = //m[w+3b]:b—+3b
o n—oo 2/7 2
2
Area del trapecio = (B+oh _ (b+3)+3b _ b +3b
2 2
026 | Utilizando la interpretaciéon geométrica de la integral definida, justifica los resultados
de las siguientes integrales.
b b bz
a)Jkdx:kb b)dex:
0 0 2 y
a) Eselareade unrectangulo
de base by altura k. y=k
b X
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SOLUCIONARIO 1 2

b) Es el area de un tridngulo b
de base by altura b.

027 | Comprueba que, para cualquier nimero natural n, se verifica:
n(n+10(2n+1)
6

Utilizando la definicién, halla la integral de la funcién f(x) = x? en el intervalo [0, b],
e interpreta geométricamente el resultado.

P+224+324+4+..+n*=

n
Vamos a calculary i

i=1

n n
Paran=1-Y =1 Paran=4-> > =30

i=1 i=1

n n
Paran=2-Y i’=5 Paran=5— ) j* =55

i=1 i=1
Paran:B%ZIZ:M Paran:6—>2/2:91

= i=1

n
Calcular Ziz equivale a encontrar el término general, a,, de la sucesion
i=1

{1,5,14,30,55,91, ...}
5—-1=4 14—-5=9 30—14=16 55—-30=25 91-55=36
Como la diferencia entre términos consecutivos no es constante no es
una progresion aritmética (polinomio de grado 1).
Continuamos haciendo diferencias sucesivas.
1 5 14 30 55 91
4 9 16 25 36 — No es un polinomio de grado 1.
5 7 9 1 — No es un polinomio de grado 2.
2 2 2 — Es un polinomio de grado 1.
El término general seré de la forma: an® + bn” + cn + d. Sustituyendo para
los distintos valores de n obtenemos un sistema de ecuaciones:
a+b+c+d=1
8a+4b+2c+d=>5 1
—a=—
27a+9% +3c+d=14 3
64a+16b+4c+d =30

n 3 2
ijzln3+inz+in: 2’ +3n° +n _ n(n+N2n+1)
= 3 2 6 6 6

b
fxzdxz,,»m[b3.mw<2n—w _bv
3

0 n—o 6”3
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Integrales definidas

028

029

030

Dibuja las gréficas de las siguientes funciones, y razona por qué la integral definida
de cada una en el intervalo [—a, a] es nula.

a) f(x)=x? b) g(x) = sen x

a) Y

En ambos casos son funciones impares, por lo que el drea de la region
correspondiente al intervalo [0, a, es igual que la del intervalo [—a, 0],
pero la funcién toma signo contrario, por lo que un érea anula a la otra.

Calcula la integral definida a partir de su significado geométrico.

J Nrr —x? dx
0

La funcion es la semicircunferencia de radio r, por lo que la integral es el drea
del semicirculo de radio r.

J\/rz—x2 de =T
0

2
2

Las siguientes figuras muestran las gréficas de las funciones f, gy h.

Y Y
4 f(x)
5
9(x)
> =2 4 X
—4 4 X
Y
) h(x)
—2, X
3
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SOLUCIONARIO 1 2

Calcula:

4 4 3
a) J f(x) dx b) j g(x) dx Q) J h(x) dx
—4 -2

-2

a) Geomeétricamente es el drea de dos tridngulos con misma base y altura.
4.4
2

4 0 4
J f(x)dx:J —xdx+fxdx:126+126216

-4 —4 0

2 16

b) Geométricamente es el drea de un trapecio de bases 6y 2,y altura 2.

6+2
2

2=38

4 0 2 4
Jg(x)dx—j (x+2)dx+J2dX+J(4—x)dx—2+4+2—8

=2 =2 0 2

c) Geomeétricamente es la diferencia del drea de dos tridngulos.

2 2 2

’ ’ ] ’ 2.2 33 5
J h(x)dx—J (x—])dx—J' (X—])dx—i—J'(x—])dx—'—'——
. 5 5 1 2 2 2

Considere la funcion y = f(x) definida para x € [0, 5] que aparece dibujada
en la figura.

3
Calcule J’ f(x) dx .

0
(Cataluna. Ano 2006. Serie 3. Cuestion 2)

- , . 1
Geométricamente es el drea de un trapecio de bases 3y 1,y altura 2: 3% 2=4

3
Jf(x)dx =4

0
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Integrales definidas

032 | Aplicando las propiedades de la integral definida, calcula:

4 2
a) J(2+x)dx Q J(x2—3x+5)dx

0 0

2 1
b)j x? dx d)J | x| dx
-3 =1

2
a) snzzM(x,x”):22-2:24=4—>J2dx=4

0
. 2
x_sz_%m_wﬁ_mwwnﬁjxm_mwwww_z
i=1 = N n nz 0 n—o nz
2 2 2
J(Z+X)dx:[2dx+dex:4+2:6
0 0 0
. u 5V 5 5 & 30i 257
b) Sn: M/(XI_XV—): [_34—*] T = [9_7+ ]:
; 1 ; n n o n ; n n’
5 30 K, 5K, 150n(n+1  125(2n* +3n* +n)
=2 lon— 25+ 2572 = 45— +
n [ ; 2; ] 2n 6n°

2 3 2
9 J 2 — //m[45— 150n(n+1)  125@2n° +3n +n)]:
-3

n—eo 2n 6n°
s 150 250 _ 35
2 6 3

2
[ N 2i 2 2 N4 8(2n* +3n* +n
T SYTURSRES  E PERIE R S LS L)
i n

i=1 =1\ n n i=1 n’ 6n’
2 3 2
%J%w_m&@n%M+M_8
o n—oo 6n° 3
- 2] 2 2 K2 2n(n+1)
Srn: M/(X/_X/—): [7]*:* — =
; 1 ; n) n n ; n n’
2
_>dex_ /imwz2
o n—ow nz

2
HdeX— lim10 =10

n—oo
0

2 2 2 2
j(xz3x+5)dx:jx2dx3dex+J'5dX=§3~2+1O:230

0 0 0
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033

034

. . il Ny nin+1
d) Sp=) Mxi—xii) = [f1+—]-—=71+ — =1t
; ] ; n) n ;nz 2n?
0
—>J ><d)<:/im[1+n(n+])]=1
4 n—ye 2n? 2
S =S M —x =S L Loy L 0D
i=1 = n n i=1 n? 2n?
1
—>dex://'m[n('w])]:1
o nowe| - 2n? 2

1

—4x six <0

f(x):{ x six>0

n

3

0

Calcula la integral de la funcién en el intervalo [—2, 1].

x+3 six<O0
f(X): 2 X -
x“+3 six>0

n

. af(iY 1 1 &
Sn:ZMI(XI_XIJ):Z; 72; ?:

. - 3i) 3 9 &
Sn: Ml P Xi—1) = _3 7*:—9 e :—9
S M = x2) Z[ + n] + e ;/ + =

0
- J xdx = lim [—4—|—
-2

n—oo

SOLUCIONARIO 1 2

1 0 1 0
J xdx:f de+deX:J XdX+JXdX:[]]+1:1
-1 1 0 1 0 2 2

Halla la integral de la siguiente funcién en el intervalo [—3, 3].

9ntn+1)

0
—>J' xdx = //'m[9+9”(”+])]:
_3 n—co 2n2
' n 0 ( 3) 3 9 n' 9n(n+])
Sn: M/(X/_X/—): [7]*:— = ———
3
—>J'de://m[9”(”‘H)]:
0 n—oo 2n2

3 0 3 0
J f(x)dx:f 4XdX+JXdX:4J XdX+JXdX:4-[9]+:
-3 -3 -3 0 2

anln+1)

4n<n+1>]
2n’

0
S =D Mlx —x_)= 3. 22 6:6—>J 3dx = Im6=6
n . n—oo

6n°

-2
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Integrales definidas

| 2
~
—
=
3
Il
—_—
RS o
=<
+
«
=3
+
S >
><7\J
+
«
Q
Il

1

0 0 1
—J de+J 3dx+Jx2dx+J3dx—2+6+;+3—zj
-2 -2

0 0

1

dx
o T x4

1
035 | Demostrar que 5y SJ

P
T+x2 7 2

1 1
y son continuas en [0,1]—>J o SJ x 1
o T4 x? 0 2 2

X2

036 | Comprueba que a la funcién f(x) = _a se le puede aplicar el teorema del valor

medio para el cdlculo integral en el intervalo [—1, 1], y héllalo.

La funcién f(x) es continua en toda la recta real menos en los puntos x = 2
y x = —2, por lo que es continua en el intervalo [—1, 1. Y por tanto, podemos
aplicar el teorema del valor medio del cdlculo integral.

1 " :
J . 4dx:[x+|n\xfz\fln\x+2”1:
Lx = -

:H—In‘—ﬂ—lnS—l—1—\n‘—3‘—|—|n1:2—|—|né

037 | Dada la funcion f(x) = %x +2:

a) Calcula el valor medio de la funcién en el intervalo [0, 4].
b) Explica el significado geométrico del valor obtenido.
¢) Determina el punto donde la funcién alcanza el valor medio.

a) f[]x+2]dx:
W2

b) Y

7 4
Xj+2x 10 =2

~£=3
o 4 4
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039

SOLUCIONARIO 1 2

El drea del recinto que se determina entre f(x) y el eje X en el intervalo [0, 4],
un trapecio de bases 4 y 2 y altura 4, equivale a la de un rectangulo de base
la amplitud del intervalo que es 4, y altura el valor medio calculado f(c) = 3.

Q) f(c):3%%x+2:3+x:2

1y
Halla el valor medio de la funcion f(x) = x cos x en el intervalo |0, —|, e interpreta
geométricamente esa cantidad. 4
n s
J xcosxdx = [xsenx + cosx]4 =T Q + £ -1
0 0 4 2 2
T 2 2
20 " a2
El valor medio es: f(c) = =—+ —|——1
s 2 | 2
4

O\

~=2

El drea entre la curvay el eje X en el intervalo dado es igual al &rea del rectdngulo
de base la amplitud del intervalo y altura el valor medio f(c).

Obtén el valor medio de la funcion f(x) = v2x —1 enelintervalo [5, 13] y el punto
donde se alcanza dicho valor medio. Interpreta geométricamente los resultados.

13

13
J J2x—Tdx = \/(2x—1)3] :%_9:%
5

x
3

5
£
El valor medio es f(¢) = 3.9 ysealcanzaenelpunto vV2x —1 = %
8 12

2401 2.545

=S 2X—l=—— 2 X=—
144 288

14
f(x)

)
<

El drea entre la curvay el eje X en el intervalo dado es igual al &rea del rectédngulo

de base la amplitud del intervalo y altura el valor medio f(c).
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Integrales definidas

040 | Halla el valor medio de la funcion f(x) = xe* en el intervalo [0, 4], e interpreta
geométricamente el resultado. Razona si alcanza el valor medio en ese intervalo.

4 L 14
o e 6 1 ) e'®
xe* dx = =¢e' — — — Elvalormedioes: f(¢) = — — —
0 2, 2 2 4
16 ]
f(0) =0 < f(0) = % —— < f(4) = 4"
16
Por ser una funcion continua existe ¢ € (0, 4) tal que f(c) = 67 — %

El drea entre la curvay el eje X'en el intervalo dado es igual al &rea del rectdngulo
de base la amplitud del intervalo y altura el valor medio f(c).

041 | Calcula el valor medio de la funcién f(x) = (2x + 2)e** en el intervalo [0, 1],
e interprétalo graficamente.

1
ezx[x + i ]
2

0

2 _ 2 _
= bl — El valor medio es: f(c) = 3e 5 1

1
J (2x 4+ 2)e** dx =

0

El drea entre la curva y el eje X'en el intervalo dado es igual al &rea del rectdngulo
de base la amplitud del intervalo y altura el valor medio f(c).

042 | Halla el valor medio integral de la funcién f(x) = a + b cos x en el intervalo [—, =]
y el punto o los puntos donde alcanza dicho valor.
J (a+bcosx)dx = [ax + bsenx]l = 2an — Elvalor medioes: f(c) =a

-7

fl)=a—a-+bcosc=a:

c=—

«Sib=0—cosc=0— 2
C:_l
2

« Sib=0— cpuede ser cualquier punto del intervalo (—r, ).

—1 2

043 | Sea f:[-2,2] C R — R continua en [—2, 2] tal que J f(t) dt = j f(t) dt,
-2 1

ise puede asegurar que existen by c pertenecientes a[—2, 2] talesque b < 1,c > 1

y f(b) = f(c)? Justifica la respuesta.

Por ser una funciéon continua en [—2, 2] podemos aplicar el teorema del valor me-
dio para el calculo integral a cada uno de los dos intervalos.

=1
Existe b € [-2, —1] tal que J f(t)dt = f(b) (—1—(=2)) = f(b)

-2
2

Existe c € [1, 2] tal que J f(t)dt = f(c)(=1—(=2)) = f(c)

1

=1 2
Deducimos entonces que: f(b) = J f(t)dt = J f(t) dt = f(c)

-2



044

045

Calcula la derivada de la funcion F(x) = J

046 | Dada F(x) = J

047 | Sea F(x) =J

SOLUCIONARIO 1 2

Aplica el teorema fundamental del célculo integral a las funciones

en el intervalo [0, al:
a) f(x)=x+5 b) f(x)=x*>—-3
X X X 2
a) A(x):J(t—i—S)dx:ftdx—l—J sax = X 19X Ay = x4 5= F(x)
0 0 0

X X 3_
(r2—3)dX:Jt2dx—J 3dx:XT9X—>A’(x):x2—3=f(x)

0 0

X

b) Alx)= J

0

X
te” dt en el punto x = 3.

0
Por ser f(x) = xe* continua podemos aplicar el teorema fundamental del calculo
integral: F'(x) = f(x) = xe* — F'(3) = 3¢°
X
tsen t dt, estudiar si x = T es una raiz de F'(x).
1

(Aragon. Junio 2008. Bloque 3. Opcion A)
Por ser la funcion f(x) = xsenx continua podemos aplicar el teorema
fundamental del célculo integral F'(x) = f(x) = xsenx — F'(r) =0.

Es decir, x = w es raiz de F' ().

X

sen t* dt . Calcula la segunda derivada de la funcion F.

0
(Galicia. Septiembre 2005. Bloque 3. Pregunta 2)

Por ser f(x) = senx” una funcion continua aplicamos el teorema fundamental
del célculo integral: F'(x) = f(x) = senx? — F"(x) = f'(x) = 2xcos x*

048 | Sea lafuncion F(x) = J sent dt definida para x > 1. Halla sus maximos y minimos
relativos. 1

(La Rioja. Junio 2005. Propuesta A. Ejercicio 4)
senx . . -
Por ser f(x) = —— continua en x > 1 calculamos la derivada de la funcion

X
aplicando el teorema fundamental del calculo integral.

senx
=0->x=nmparane”Z

=X =0

F'(x)=f(x)
X X
" , XCOSX — senx
Frix)=flx) = —————
X
1 ) .
coshm — < 0 sinpar = maximo
— F'(nm) = = ”7;
n — <0 sinimpar — minimo
nw
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Integrales definidas

X

049 | Dada la funcion F(x) = J e dt, jtiene F(x) puntos de inflexién?

0
Justifica la respuesta.

2 . .
Por ser f(x) = e* continua en la recta real, aplicamos el teorema fundamental
del calculo integral.

F(x)=fx)=e" = F'(x)=f(x) = —2xe "
F'ix)=0— —2x¢ " =0—>x=0

Tiene un punto de inflexién en x = 0.

050 | Calculala derivada de esta funcién:

051

2x
F(x)=J (t +t2) dt

1

2x X X
F(X)—j (t—i—tz)dt—J (2u+(2u)2)2du_J (4u + 8u?) du

1/2 172

t=2u—dt=2du
t:Wau:i

2
t=2x—>u=x

— f(u) = 4u + 8u* es una funcion continua y, por tanto, podemos aplicar
el teorema del fundamental del célculo integral.

2x
F(x) = J (t4+12)dt — F'(x) = f(x) = 4x + 8x?

1

Otra forma de hacerlo es:

2x
F(x) = J (t+t)dt = F(x) = ((2x) + 2x)?) - (2x) = 2x + 4x?)- 2 = 4x + 8x?

1

Demuestra que la regla de Barrow se puede aplicar a la funcién:
1

94 x?

f(x)

en el intervalo [0, 2] y aplicala. Interpreta geométricamente el resultado obtenido.

Por ser f(x) continua en [0, 2] y ser F(x) = 9arcrgi una primitiva de f(x) podemos
aplicar la Regla de Barrow: 3

"
J dx =
0 9+ x?

2 Y
9arcth] = 9arctg£ 1/2J; =457
3, 3

Geométricamente es el drea de la regién limitada por la curva, el eje X'y las rectas
verticalesx =0y x = 2.



052

053

SOLUCIONARIO 1 2

Comprueba que se puede aplicar la regla de Barrow para calcular la siguiente
integral, y halla su valor.
1
eX
J » dx
0s €7 —1

Por ser f{x) continua en [0,5; 1], podemos aplicar la Regla de Barrow siempre
que exista una primitiva de la funcion:

1 1

1 e — -
J ¢ dx:J ! dt:f 12 2 g
05 € =1 t o =1 o 2Ut=1 41

e =t—e‘dt=dt

x:O,S—)t:\/;
x=1l-ot=e
—%[In‘t—]‘—ln‘t—i—]“ (In‘e—]‘—In‘e—O—1‘—|n‘\/;—1‘+|n‘\/;+1‘):
1 le=ne +9 e + 17
= —Nl—F|=— -
2 Je+nWe =1 2 | (e+1

1
eX _i X X ! —
LS T ax = 5 [In T|=In ]0’5
:%(In\e—ﬂ—ln\e—k (In‘f—]‘—ln‘\/_—l—]‘)

( +1)

Calcula las siguientes integrales definidas.
1

5
a) J(2+4X3)dx ‘X—Z‘dx

|

IS

&

sen 2x dx

—
=

Rﬁ%

s

cos® x dx

(3x +x) ax K)

o

d) | 2xe” dx

- o
5
x
)
&

3
—
w
3
%
53

o

/2

X sen 2x dx

—

0
/4

f) tg x dx

o[

o

172

\x —4\dx 0)

A
|
)
2 -
J2*+J§ n)
|
Jb

o
[ >
x
-
53
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Integrales definidas

5
a) J (2+4x*) dx = [2x + x“]f — 6353 = 632

1
/4
ficos2x =0- [1] _ 1
) 2 2

/4
b)J' sen2xdx =
0

9 9
S J(ﬁw?)dx: %z/x% -
1 1
—[3%/94 +18]—[3+2]—9%@+195
] 4 4 3 4 12
2 Z“
d) 2xe*dx:[ex} =e—1
o 0
1 4 4 10
e) J(Zex—élxz)dx— 2ef ——x}| =2e———2=2e¢——
0 3 0 3 3
J " +~2x ) dx = |2°In2 + \/ 3 =(8In2+2v6) - [4|n2+:]—
:4|n2+2\/——§
‘(1 ‘ 1 i
9) J[—]dx—ln ‘—0— ] [|n4+ ] [|n2+ ] In2 — —
XX X 4 2 4
3 -2 2 3
h) J' x24dx:J (x24)dx+J (4x2)dx+J(x24)dx:
—4 —4 -2 2
3 -2 3 3 E
=X ax] glax— X 42X _ax :£+2+17
3 . 30, |3 333
1 1 (3 s
J' X2dx—J (2—x)dy = |2x — X :[+]:4
-1 2|, 2 2
J 3 6(] (12-6)=6
1&
Jcosxdx X+M _[W—O]—1T
4 | |2 2
Jlnx dx—[ 2X+X|ﬂX] =(—2e+2e+2)=2
J 3xe” dx = [3xe* 3eX];=3e2+3
/2 /2
J' sen 2x X COS2X iy ™
xsen2xdx = |——— """ | =_—_—_0=—
2 ), 4 4
/4
J tgxdxf In\cost —In\/g—o_lnﬁ
1/2 1/2
J 1 , [1 1 ] 1 1
=|—arcsenx*| =|—arcsen— —0|= —arcsen—
N 2 L2 4 2 4
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054

055

056

057

058

SOLUCIONARIO 1 2

10

Calcula el valor de la integral: J (x —2)"* dx
3

(Extremadura. Junio 2007. Opcioén B. Ejercicio 2)

’ ° 3) 45
J (x —2)"3dx = :[12—]:
, , 4) 4

i(X _ 2)4/3
4

4 —2x? 2
Sea f(x) = ———. Calculese J f(x)In x dx.
X 1

(Castilla y Leon. Septiembre 2006. Prueba B. Problema 2)

" 4o (4
J _Xlnxdx:j [—Inx—lenx]dx:
. X , Ux

NP
2
2|n2x—x2|nx+X2] :ZInZ\/E—ZIn\/g—k%
1

Sea la funcion con valores reales f(x) = xv4 — x? (se considera solo la raiz positiva).
1

Calcula: J f(x) dx
-1

(Asturias. Septiembre 2005. Bloque 5)

J xN4—x7dx = l\/(4—><2)3

3

| =J3-J3=0

1
Calcular: J e*(2x —1) dx
0
(Galicia. Septiembre 2008. Bloque 3. Opcion 1)

! 1

1 1
J e"(2x — T dx = [(2x — N’} - J 2e*dx = [e*(zx - 3)]O —(—e43)=3—¢

o 0

U=2x—1—-du=2dx

dv=¢e"dx >v=e¢e

™

Calcula la integral definida f e*sen x dx .
0

(Castilla-La Mancha. Junio 2008. Bloque 2. Pregunta B)

J e*senxdx T [e*senx}g —f

T ks

s
e*cosxdx = [e*senx - excosx]O - J e*senxdx

0 0 0

U =senx — du = cos x dx U= cos x = du = —sen x dx
dv=e"dx —>v=e" dv=e"dx >v=e"

™
us
ZJ e*senxdx = [e*senx - excosx]O

0
T

e“senx — e*cos x

«
- J e’senxdx =
2

0
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Integrales definidas

1
059 | Calcule laintegral siguiente: | = J (x> —1e™> dx
0
(Murcia. Junio 2006. Bloque 4. Cuestion A)
] G
J (2 —Tedx = | =X "V o2r| 4 J xe dx =
0 i 2 b Jo
u=x*—1-du=2xdx U= x—>du=dx
dv=e¥dx—v= ie’“ dv=eYdx —v= %e’“
(x> =1 X ] "
e—Zx + 76—2X + 7e—2x dX —
2 2 o 02
1
=|—e(1—2x —2x?) 31
4 , e’ 4
/3
060 | Sealafuncién f(x) = _ X Caleula: f(x) dx
2 —cos x 0

(Asturias. Junio 2005. Bloque 6)

/3 3
senx /3
7dx=[ln\2—cosx” =In—
0o 2—Cosx 0

061

1
Calcular el valor de la integral: | = J' xe* dx

0
(Murcia. Junio 2005. Bloque 4. Cuestion 2)

1 1
j xe*dx = [xex];; — J e’dx = [e*(x - 1)]; =0—(—1)=1
0 0
u=x—-du=dx
dv=e*dx >v=c¢e"

2
062 Calculaf X-\x\dx.
—1

(La Rioja. Septiembre 2005. Propuesta B. Ejercicio 3)

2 0 2 3 0 3
j x-xdx—J' —xzdx+szdx— —);] + al
-1 —1 —1

0

3

2
~[o+ (2 +0)->

, 3) (3

Halla las siguientes integrales definidas de funciones racionales.

3 5
a) 3 dx Q) x+3 X
P x+2

063

1
d e) ! dx
, x—1 X742
P2 " o
b) X dx d) dx f) | —— dx
0 X2 +1 0 X2+ 1 L x(x+)
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064

065

066

SOLUCIONARIO 1 2

gk

J In‘x +1 H IN10 —InT=1In10
0 X? —H

5
JX+3dX:J[H— 4 ]dx:[x+4|n\x—1”5:
5 x—1 5 X —1 2

=544In4—-2—-4In1=3+4In4

dx_sln\x+2\] (3In5— 3|n3)_3|ng

dx—arctgx] =T _0="
OX +1 4 4
e J dx = LarctgLW - arctgﬁf 1 actgi—
X2 2 NPY NG 2 2
™ ™ ™
= — 4 —=—
4 4 2

—

3 3
f) J1dx:J[1—]:[lnx—lnx+1]3:
P x(x+1) Ax o x+1 !

:In3—|n4—|n1+|n2:|n%

2

d
Calcular: >
L X+ 2x

(Madrid. Septiembre 2006. Opcion A. Ejercicio 1)

2 2 2
- I | 2
J 1 dX_J v 1/2]_ nlx| Inpe+2]
L X2+ 2x Ax x+2 2 2 !
_In2—In4 In1—In3 il 3
2 2 2 2
- . +1
Calcule la siguiente integral: p dx
X —

(Murcia. Septiembre 2006. Bloque 4. Cuestion A)

1 5 1 -~
e
0 0

5 1
=1+—=In—
4 3

0

2
2
- . - X +1
Calcular el valor de la siguiente integral definida: J ﬁ dx
x(x +
(Pais Vasco. Junio 2006. Bloque D. Cuestion D) !

P e 1 ’ 1
J o] [
P x(x+1) ] X

= dx:[x—f—ln\x\—zln\x—kﬂr 1+l
X+1 ' 9

1
X—&—iln\x—z\—iln\x—&-ﬂ =
4 4
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3 1
067 | Sealafuncion f(x) = 3x , calcula f(x) dx.
x°—4 -
Ve 1 6 6
[ e[ oot
X’ -4 ., Xx—2 x+2
3x? ] 3

?+6|n‘x—2‘+6ln‘x+2‘

7f+6\n3—3—6|n3:0
2 2

-1

! 3
2
068 | Calcular laintegral: X+l dx
o X2 +3x+2

1 1
x> +2 1 6
—————dx=| [x=3+ + ]dx=
JOX2+3X+2 JO[ X+1 x+2

1

2 —
:X——3x+|n\x+1\+6ln\x+2\ :—5+6\n3—5|n2
2 B 3
‘ 1
069 | Sea a un numero positivo menor que 4. Calcula: dx
. x> —4x*> —25x +100

- 1 “(1/10 0 —1/9  1/9
dx = + + ]dx:
Ja x> —4x? —25x +100 L[X—S Xx—4  x+5

—\]Inx—5+]lnx+5—1lnx—4] =
10 % 9 i

:i\n‘a—S‘+L|n‘a+5‘—iln‘a—4‘—
10 90 9

—iln‘—a—S‘—iln‘—a+5‘+iln‘—a—4‘
10 90 9

070 | Halla los valores de b para que se cumpla:

b 2
a)J(x—}—xz)dx:O C)J (4+bx)dx =2
0 -2
0 3
2 22 2
b) | [x* —1dx =22 d | (b+x)dx=12
b 3 0
b 2 XBb bZ 3 b
a)J(x+x2)dx—+ +—>J(X—|—X2)dX—O
0 3 0 2 0
b=0
2 3 2
%b——kb—:Oﬁb—(B—f—Zb):Oﬁ 3
2 3 6 b=——
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072

SOLUCIONARIO 1 2

b) « Sib< —1:
0 -1 0
Jx2—1dx—J (X2—1)dX+J (1—x%)dx =
b b -1
3 -1 X3O 4 P
=|——x| +|x——| =———+b
, 31, 3 3
3
sz 1‘dx_—2—>i—b—+b:2—>b3—3b+1820—>b:—3
3 3 3
< Si—1<b<:
3 3
jx21dx=f 1—xY)dx = x—2 b——b
i 3
’ 2 b 2
Jx2—1dx— S —b="25p"—3b-22=0
) 3 3 3
— No tiene solucién en el intervalo (—1, 0].
’ bx? ’
@] J (44+bx)dx = T+4X =2b+8—-2b+8=16=2
) >

No existe ningun valor de b que lo cumpla.
3 3 3

X3
d) J (b+x?)dx =|bx+—

0

0 0

2 X3
Sea I=J — dx.

o N1+ x?
a) ExpresaIaplicando el cambio de variable t =1 + x2

b) Calculaelvalordel.
(Andalucia. Junio 2006. Opcién A. Ejercicio 2)

3 5
X3
a) ——dx = —dt
Rovaal kv

t=14x> = dt=2xdx

x=0->t=1
XxX=2->t=5
5 B 5 3 >
b)JHdt—J[\/t_—]]dt— \/T_\/? i
N L2 2 o3

8
SeaI=J ;dx

3 \/1+X —1

a) Exprésala aplicando el cambio de variable 14+ x —1='t.
b) Calculal.
(Andalucia. Septiembre 2005. Opcion B. Ejercicio 2)

—3b+9—>J (b+x)dx=12-3b+9=12—>b=1
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Integrales definidas

8
1 206+ 1)
a) dX:J dt
J3\/1+ —1 ? 1 t

t=JTHx —1odi=—
PANAR DS

x=3-t=1

xX=8->t=2

2
[ =2+2n2

——d

2 2
b)J 2t +7) t:“Hz]df:[szlnt
1 ! t

e

073 | Calcularla integral:f In x* dx

(Murcia. Junio 2007. Bloque 4. Cuestion A)

e
jInxzdx:[—2x~¢-x|nx2 T =(—2e+2e+2)=2

1

1

\/E 3
2x dx.

074 | Hallad ——
L VX241

(La Rioja. Junio 2008. Propuesta A. Ejercicio 2)

4

3
NE il =842, 8
3 3 3

2 dx =
o X+ t 1\/?
t=x’+1—dt=2xdx
x=0->t=1
x:ﬁ—)t:é&

NE) 9y 4 :
j al d—JI_dt—

I
Calcular el valor de a para que la integral entre 0 y a de la funcién xe* sea igual a 1

075
(Canarias. Septiembre 2007. Opcion B. Cuestion 2)

j xe*dx = [ex(x — 1)]; =ella—1)+1

0
ela—N+1=1-¢ela—-1)=0->a=1
076 | Se considera la funcién f(x) = —<.
(1+e)? .
Determinar el valor del pardmetro a tal que: | f(x) dx = 1
4
0
(Madrid. Septiembre 2005. Opcién A. Ejercicio 2)
e a4 - 1
j € ax = = — =
o (1+e") T+e ), 14+e” 141 1+4¢°
=1 1 —1 -3
=— > =—>oe'=——>a=-In3

14 e’
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078

079

080

SOLUCIONARIO 1 2

La funcion f: [0, +o) — R definida por:
v ax sio<x<8

(Aragon. Septiembre 2007. Opcion A. Cuestion 2)

2 2 2w
J f(x)dx = J (x? + 2acos x) dx + J (ax’ + b)dx =
0 0 ™

27

3 B 3
= X—+Zasenx + ai—kbx =

3 0 3 T

3 3 3 3
Z%—I—ga%—a%—l—%w—bﬁzw—l—bﬁ

sen x? 6 x>0 Jar
Dada: f(x) = X hallaf x*f(x) dx
x2—2x six<0 N

(Castilla y Ledn. Junio 2008. Prueba B. Problema 2)

o Vo ) :
J X’ f(x)dx = j xsenxidx = |[—2X | o=
N N N 2 2

Sea f(x) una funcion derivable en (0, 1) y continua en [0, 1], tal que f(1) =0
1

0 0

(Madrid. Junio 2005. Opcién A. Ejercicio 1)

JZX f'(x)dx = 2x f(x) — 2Jf(x) dx
-

u=2x — du=2dx

dv="Ffx)—>v=>Ffx

fx)=1x*=32
— six>8
X —4
10
es continua en [0, +o0). Calcular J f(x) dx.
0
(Aragon. Junio 2006. Opcion B. Cuestion 2)
Para que f(x) sea continua a = 8.
10 2 _ 5 P 2
J dx—J\/Sde—f—J 32 dx = (8x) +X—+4x—16ln\x—4\
. x—4 12 2
*%4—504—40—16”\6 32—-324+16In4 = 206 16|n%
3x+2 six <0 2%
Sea: f(x) = {x>+2acosx si 0<x < . Calcular J f(x) dx
ax*+b six>m 0

10

8

1
y J 2x f'(x) dx = 1. Utilizar la férmula de integracién por partes para hallar J f(x) dx.
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Integrales definidas

1= J 2x f'(x)dx = [ZX f(x)}; — 2J f(x)dx = 2f(1) — 2J f(x)dx =

0 0

= ZJ f(x)dx — j f(x)dx = f%

0 0

081 | Seaf:R — Rlafuncién dada por f(x) = ax? + b. Halla los valores de ay b sabiendo

6
que J f(x) dx = 6 y que la pendiente de la recta tangente a la gréfica de la funcion f
0

en el punto de abscisa 3 vale —12.

Por ser la pendiente de la recta tangente igual a —12 en el punto de abscisa x = 3,
sabemos que f'(3) = —12.

f(x)=2ax - f3)=6a—> —-12=6a—>a= -2
Luego la funcidn es: f(x) = —2x*> +b

2 L bx| = —144+6b

0
S b=25>f(x)=—-2x*>+25

6 6
6—Jf(X)dX—J(2X2+b)dx_

0 0

082 | Calcular un polinomio de tercer grado p(x) = ax® + bx* 4 cx + d sabiendo
que verifica:
« Tiene un méaximo relativoenx = 1.

« Tiene un punto de inflexion en el punto de coordenadas (0, 1).
1

« Se verifica: J p(x) dx = 2
o 4

p'(x) = 3ax’ +2bx + ¢

p"(x) = 6ax + 2b

« Pasaporelpunto (0,1) = p(0)=1—>d =1

« El punto (0, 1) es un punto de inflexion = p”(0)=0—>2b=0—->b=0
. Tieneun méximoenx=1—-p'()=0—-3a+c=0

ax* o g«
x| =T
2 4 2

1 1
. i:jp(x)dx:J(aﬁJrCXwLDdX:

0 0

—>a+2c=1

Formamos un sistema con las dos ultimas condiciones:
3a4+c=0| __ 1 3

+ s a-6a=1ad=———>C=—
a+2c=1 5 5

Luego, el polinomio es: p(x) = %)ﬁ + %x +1
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SOLUCIONARIO 1 2

083 | Utilizando el célculo integral, halla el drea del recinto que delimitan las rectas:
y=2x+6 y=0 x=3

Calcula con la férmula correspondiente el area del triangulo anterior y comprueba
que el resultado coincide con el obtenido anteriormente.

Y

Calculamos los puntos de interseccion.

y_2X+6}ex=—3

y=0
e

3
-3

3
J (2x+6)dx=[x2+6x] =94+18—9+18=136
-3

612

Area del triangulo = 36

084 | Mediante integrales halla el area del triangulo determinado por los puntos (—5, 0),
0,0y (0,2).
Calculamos las rectas que determinan los lados del tridangulo.

) - . 2
Ellado que contiene los vértices (—5,0) y (2, 0) esta en larecta y = Ex + 2.

Y

El'lado que contiene los vértices (—5, 0) 51 =
y (0,0) estdenlarecta y = 0. =
El'lado que contiene los vértices (0, 0) e
y (2,0)estdenlarecta x =0. > X
) (2 2 ’
Area = [—x + Z]dx = [ +2x| |[=5

s\5 .
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085 | Obtén el area del recinto que delimitan la parabolay = —x* + 9y el eje X.
Hallamos los puntos de corte de la pardbolay el eje X:

X=-3

—X2+9—O—><[
x=73

3
_XS

=-94+27-9+427=36

-3

3
J (—=x? +9)dx = +9x
-3

086 | Utilizando el célculo integral, halla el &rea del sector circular que forma
la circunferencia x> + y* = 1 con los semiejes positivos de coordenadas.
Comprueba que este resultado coincide con el que se obtiene cuando se aplica
la férmula de area de un circulo.

Y

g X'+ y’=1

1
2
Area — J m o — arcsenx n XNT—x _
. 2 2 4
0
Area= ~m? = &
4 4
087 | Calcula una primitiva de la funcion f(x) = X2+ 21 .
X —
1
Determina la integral J f(x) dx.
-1
j X+2 dx = J[g/an_Vz]dx = iIn\xf]\filn\xJHHk
x? —1 x—1  x+1 2 2

2

dx no se puede calcular porque la funcién no es continua

1
La'ntegralj Xt
Xt =

en los extremos del intervalo, de hecho, si intentamos aplicar la regla de Barrow
obtendriamos:

1
j X+ 2 dy =
oxE =1

1

31— L1 =
2 2

-1

:ilnofl\nzfilmqtlan:fw
2 2 2 2

Luego esta integral no existe.



088

089

090

SOLUCIONARIO 1 2

Determina el érea de la regién limitada por la grafica de la funcién
f(x) = (x —2)*(x + 2) y el eje X en el intervalo [—3, 2].

Y

——

]

[iF(x)

Hallamos los puntos de corte de la funciéon con el eje X.

y:(x—Z)z(x+2)}_>{X:2

y=0 X=-2
El drea es:
-2 2
Area _J (x — 2)*(x + 2)dx +j (x —2)%(x + 2)dx | =
-3 -2
4 3 -2 4 3 2
| X2 —2x* +8x| + X—fzi72xz+8x =
4 3 ., 4 3 >
44 15 20 44 131 64 387 29
=|-—+ 2|+ =t ==
3 4 3 3 12 3 12 4

Halla el area limitada por la gréfica de la funcién f(x) = In (1+ x?) yel eje X
en el intervalo [0, 2].

La funcién no corta al eje X en el intervalo [0, 2] luego, el drea en el intervalo [0, 2]
es el valor de la siguiente integral:
2
j 2X dx
o 14+ x°

2
J In (14 x?) dx

0

T [x In(1+ xz)]é —

2x

u=In(1+x%) - du=—"—
T+ x°dx

dv=dx ->v=x

:[xln(1+x2)72x+arctgx+k]; =2In5—4+arctg 2

Calcula el area de la region limitada por la grafica de la funcién f(x) = X,

eleje Xy lasrectasx= —4yx = —2. x* =1

(Castilla y Leén. Junio 2007. Prueba A. Problema 2)

La funcion f(x) =

corta al eje X Unicamente en el origen de coordenadas.
x° =1

f(x)=0— =0—->x=0

x-—1

755



Integrales definidas

Por tanto el drea buscada es:
-2
X
dx
X1

091 | Calcula el area limitada porlacurva y = xvx+1 ,larectay=0ylarectax=1.
Previamente haz un esquema del recinto cuya area hay que calcular.

(La Rioja. Junio 2007. Propuesta B. Ejercicio 5)
Y

Area =

)
1|r1><2—1] :‘i|n3—iln15‘:iln5
2 L2 2 2

Calculamos los puntos de corte
de la funcién conlarecta y = 0.

y=0 \/— x=0
- xVx+1=0—
— X y=X\/X+1} {XI 1

= x4+
0 1 1 2
Area = J XN X 4 1dx|+ jxﬂx%—]dx :J(t2—1)2t2dr +J (2 =12t%dt| =
-1 0 0 1
X+1=t? = dx = 2tdt
x=—1=t=0
x=0—->t=1
x:W—)t:\E
J2
B S S R T N 1
5 30 5 34 5 3 5 3 5 3
4 4 4J2  8+442
_4 4 a2 8yan
15 15 15 15
092 | Calcular el area del recinto limitado por la curva de ecuacién f(x) = ‘xz — 4‘
ylasrectasx=—1,x=4ey=0.

(C. Valenciana. Junio 2006. Ejercicio A. Problema 3)

Calculamos los puntos de corte de la curva f(x) = x? — 4] yeleje X(y =0).
=0 - _
i_X2—4}_>X2_4:O_){§=+§
Escribimos la funcion valor absoluto como funcién definida a trozos.
X —4 six<=2
f=Ix—4l={4-x si—2<x<2
X} —4 six>2

4
J (x? —4)dx

2

+

-1
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093

094

095

096

Calcula el area determinada por la funcién f(x) =
x=0yx=3.

(Murcia. Junio 2006. Bloque 4. Cuestion B)

—9/2
x+3

dx

3
1/2
[+
0 X 41

:3+i|n472|n7+3|n3
2 2 2

3 Xz
0 X2+ 4x+3

Dada la funcion f(x) = —1
x+1
gréficaylasrectasx=0ey=0.

(Castilla y Leon. Junio 2006. Prueba B. Problema 2)

Calculamos los puntos de corte.

y=0
X —1 X 1:O—>><:1
:x+1 X+1
Cx—1 ] 2
Area:JX_ dx:J[H— —
o X+1 0 X +1

=[1-2In2|=2In2-1

(Murcia. Septiembre 2007. Bloque 4. Cuestion B)

x=0
y=0
— xcosx =0 — T
Y = XCOsX X =—+4 N~
2
El drea es:
0 /2
Area = J X cos X dx +J xcosxdx| =
—x/2 0

eleje X, el eje Yylarectax=2.

y=0

y=|x=n3x— 1)} =[x =1Bx -1 =0

0 /2
= Hcosx + xsenx} /2‘ + Hcosx + xsenx]0 ‘ =
-7

X =

X2

x2+4x+3

x+1|nx+1—9|nx+3‘
2 2

Calcular el area encerrada por el eje X'y la funcién f(x) = x cos x entre x

Calculamos los puntos de corte de la funcion con el eje X.

Halla el area de la regién limitada por la gréfica de la funcién f(x) = \(x —1(3Bx —1)

Hallamos los puntos de corte de la funciéon con el eje X.

x =1

1

3

-

SOLUCIONARIO 1 2

y lasrectasy =0,

La funcién no corta a y = 0 salvo en el punto de abscisa x = 0.

3

0

, calculese el 4rea de la region limitada por dicha

]dx:“x—Zln\x—HH;‘ =

’
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097

098

Escribimos la funcién en forma de funcion definida a trozos.
, . 1
3x°—4x+1 six < E

f(x)=|=3x"+4x—1 si%<x<1
3x2—4x+1 six>1

1 2

(—3x2+4x—1)dx+J (3x* —4x+Ndx =

1

1/3
Area :J (3x2—4x+1)dx+J

0 1/3

= “)@ —2x* + x]w‘ + “—X3 +2x7 — ><]1
0 /3
4 4 62
=Lyl =22
27 27 27

+“X3 —2x* + xm =

Sea f:R — R la funcion definida por f(x) = x|x —2].

a) Esboza la gréfica def.

b) Calcula el &rea del recinto limitado por la gréfica de fy el eje de abscisas.
(Andalucia. Septiembre 2007. Opcién A. Ejercicio 2)

a) Y

f(x)

T~

~

b) Calculamos los puntos de corte.

y=0 }%xx—2—o—>{xz
y:x‘x—z‘ X =

Escribimos la funciéon como funcién definida a trozos.

_x? i <
f(x):x\x—2\: X4 2x six <2
X2 —=2x  six>?2
2
] —x3 4
Area:J(—xz-i-Zx)dx: x| =2 14="
o ) 3 3

La parabola f(x) = 4 — x? su recta tangente en x = 1 y el eje Y limitan un recinto

finito en el plano. Dibujar un esquema de dicho recinto y hallar su drea mediante
calculo integral.

(Pais Vasco. Julio 2007. Bloque D. Problema D)



SOLUCIONARIO 1 2

Calculamos la recta tangente en x = 1.

f(1) = 3 — larecta pasa por el punto (1, 3).

fx)==2x—>f(1)=-2 >5m=—-2.

La recta tangente en el punto (1, 3) es:

Yy=Yo=mx—x)) > y—3=-2(x—-0)—>y=5-2x
Y

Area=

1 X3
(X* =2x 4+ Ndx|= [3_X2+X

0

1
J (=2x +5—(4 — x*)) dx

0

099 | Halla el drea del recinto limitado por la curva y = x* — 4x, el eje Xy la recta x = 5.

Hallamos los puntos de corte de la curva y = x* — 4x con el eje X
queeslarectay =0.

:O =
Y 2 }—>x2—4x:0—>{x
Yy =x"—4x X =
4 5 5 4 5
AreaJ(X —4x)dx+J(x2—4x)dx | TS +[ —2X*| | =
0 4 0 4
:‘_2‘+ 7|43
3 3
. L X3 —1 .
100 | Calcula el area encerrada por la funcion f(x) = . ylosejes XeY.
x° 41
(Murcia. Junio 2007. Bloque 4. Cuestion B)
3_
Calculamos los puntos de corte de la curva y = al con el eje X
queeslarectay =0. 1
=0
y x> =1
x> —1 0> x=1
— 2
= X°+1
X°+1
1 3 1
JX ]dx:J[x— x ]dx:
0 X2 1 0 41T x24T
1
_ [ _Linpe 41— arctgx :‘i_'ﬁ_i _m+2in2-2
2 , 2 4 4
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101 | Halla el drea del recinto limitado por el eje Xy la gréfica de la funcién
f(x) = x* —6x* + 8x.

Calculamos los puntos de corte de la funcién con el eje X.

x=0
XX —6x24+8x=0—-x(x>—6x+8)=0—1{x=2
x=4

—+

4
J (x* —6x% +8x)dx

2

2
Area = J (x> —6x° +8x)dx
0

2 4

4 4
= {X——Zx3+4x2 + lx——2x3+4x2 =
4 o 4 >
4 4 4
= 2—72~23+4.22 +‘4—72-43+4-4272—+2-2374-22
4 4 4
- x? —12 . -
102 | Dada la funcién: f(x) = Zicalcular el area de la region acotada encerrada
x“+4
por su gréficay el eje X.
Hallamos los puntos de corte de la funciéon con el eje X.
212
X =0 X —12=0— x=+J12
x> +4
iz = Ji2 16 Ji2
Area = J' X T | = J [1 - ]dx =||x— 8arctg1]
_m X +4 N X+ 4 21

:‘2\/1_—1@%

103 | Sea la funcidn f(x) = x sen 2x. Calcular la integral de esta funcién entre x =0
y su primer cero positivo.
Nota: Llamamos ceros de una funcién a aquellos puntos donde se anula.

Calculamos el primer cero positivo de la funcion f(x) = xsen2x
x=0

xsen2x =0 — Xzo+/<7ﬂ

. e T
El primer cero positivo es x = 5

/2 /2 /2 /2
X COS2X Cos2x X COS2X sen2x
xsen2xdx = |————| + dx = + =
0 2 o o 2 2 4 |
U= x— du=dx
_ cos 2x

dv =sen2xdx »v = 5

=4+|-4l=8



SOLUCIONARIO

104 | Una pardbola corta al eje X en el origen y en el punto x = 3. Halla su ecuacién,
sabiendo que el recinto delimitado por ellay el eje X tiene dos unidades cuadradas
de drea.

La parabola es de la forma: f(x) = ax? + bx + ¢
+ Pasa porelorigen > f(0)=0—c=0
« Pasaporel (3,00 >f3)=0—>9%+3b=0—>b=-3a

3 3
3 22
. jf(x)dx =2 - J(axz—_%ax)dx =2 = &+ 3ax =2
0 0 2 b
LA
- 9072770:2—”790\:4% 9
a=—

Hay dos soluciones:
- f(x) = iX2 —ix
9 3

. fx)= Ay + 2y
9 3

105 | Se considera, en el primer cuadrante, la region R del plano limitada por el eje X,
elejeY, larectax=2ylacurva:

. 1
4 4 x?

y

a) Calcular razonadamente el 4rea de la regién R.

b) Encontrar el valor de o para que la recta x = o divida la regién R en dos partes A
(izquierda) y B (derecha) tales que el drea de A sea el doble que la de B.

a) Lafuncion y = no corta al eje X'y siempre es positiva.

44 x
o 1 %[ = n
Area :J dx = —arctg—} = —[——O] =—
VI 2 20 24 8
b) L= J ! dx = iarctgil = i[arctgg]
16 J, 4+ 2 2L 2 2

earcrgg—1 —>o¢—2tg1
2 8 8

106 | Dibuja razonadamente el recinto limitado por la curva y = xe*, el eje Xy la recta
paralela al eje Y que pasa por el punto donde la curva tiene su minimo relativo.
Calcula el drea de dicho recinto.

Calculamos el minimo relativo de y = xe*.

y'=(x+10e* - 0= (x+1Ne* - x = —1.Alcanza el minimo relativo en x = —1.

761



762

Integrales definidas

Y
/
/
1 /
/ X
X
. X
’ 2 2 2
p 0 —
Area = J xe*dx | = ‘[(X—Dexu = ‘—1—— = ‘—H—— =1-=
_1 e e e
107 | Halla el drea limitada por la curva y = xe™ el eje de abscisas y larectax =g,

108

siendo a la abscisa del punto maximo de la curva.
(La Rioja. Septiembre 2007. Propuesta B. Ejercicio 4)

y=xe" >y =01-2x")e"

J2

Y =0-0=01-2x"e" ex:i?

J2

i L 2 .
La funcién alcanza un méximo en x = — yunminimoen X = ——.
2

y=0-0=xe" — x =0 — Lafuncion corta al eje de abscisas en x = 0.

V272 o e
J xedx| = le 1
2

0
Calcula el drea del recinto limitado por la curva:

e 2 1
-2 -2

1 1

2 2nfe

Area =

y=x—2senx
ylasrectas:y =0 x=—1 X =

3 3
Realiza un dibujo aproximado del recinto.

(Baleares. Junio 2007. Opcién B. Cuestion 4)

La funcién es una funcién impar luego, el drea es:

/3 Xz /3 5 P
Area_zj (x — 2senx) dx| = 2||— + 2cos x :2“——1‘: -
) 2 o 18 9
Y
/
1 y=x—2senx
/
/ X
[ gL T
V= 3 P4




SOLUCIONARIO 1 2

109 | Se sabe que cierta funcidn F(x) verifica las condiciones siguientes:
1

Ix

F'(x)= F()=3

a) Calcula F(x).
b) Calcula el &rea comprendida entre F(x) y el eje X desde x = 0 hastax = 1.

(Cataluia. Junio 2008. Cuestion 1)

4 3
2 P = —— SR = |——dx = 22X g
Ix iIx 3
-F(]):3—>i+k:3—>k:i
3 3
4/ 3
Por tanto: F(x) = 4\/37 +§

b) Lafuncidn F(x) es siempre positiva luego:

1 1 4
jF(x) dx J [4\/)(_3 +§]dx
0

oL 3
16 5‘ 17
=|—+—]=—
21 3 7

1

Area =

|16<‘/x_7+5x

21 3

0

110 | Halla la ecuacién de la recta tangente a la curvay = x> — 7x? 4+ 12x
en el punto de abscisa 1. Calcula el drea del recinto limitado por esa recta,
lacurvayeleje.
y'=3x* =14x +12 = y'(1) =1 que es el valor de la pendiente m = 1.
y(1) = 6 — La recta pasa por el punto (1, 6).
La recta tangente a la curva es:
Y=Yo=mMX—X) > y—6=1x—0)—>y=x+5

Y

X — 74 12x

1
J(—X3+7X2—11X+5)dx =

1
J(x+5—x3+7xz—12x)dx

Area = =
0 0
x4 71X ]
=|-= L -
4 3 o
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111 | Representa graficamente la figura plana limitada por la curva y = 2x su recta
tangente en el origen de coordenadas y la recta x = 2. Calcula su area.

(Extremadura. Septiembre 2007. Opcion A. Ejercicio 2)

y=2x>—>y0)=0

y'=6x—->y0)=0

La recta tangente en el origen es:

Yy=Yo=mx—x)—>y—-0=0(x—-0)—>y=0
14

~_|

Area =

2 4 2
j2x3dx :[X]
0 2 b

112 | Calcula el drea del recinto limitado por las gréficas de las funciones:

=|8-0|=8

y=x y=—x>+4x
Hallamos los puntos de corte.
y=x S —3x=0-1""
y =—x>+4x X =
’ ’ © 3| 7] 9
Area = J(x+x2—4x)dx —J(xz—Sx)dx— —_— :‘9—— ==
0 0 3 2 0 2 2

113 | Hallese el &rea del recinto limitado por la parabolay = —x?ylarectay = 2x — 3.
(Castilla y Leon. Junio 2006. Prueba A. Cuestion 4)

Hallamos los puntos de corte.

2 _
y=-x > x*4+2x—3=0—> x 3
y=2x-3 X =
, ] e ' 1 2
Area=|| (X’+2x =3)dx|=|—+x*=3x| |=|—+1-3-9-949|="F=
_3 3 3 3 3

114 | Determina el area del recinto limitado por larectay =3 — 2xy lacurvay = 2x — x2
Calculamos los puntos de corte.

y=3-2x
y =2x — x*

—1
}—)2)(—)(2:3—2X—>x2—4x+3:O—>{X 5
X =
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SOLUCIONARIO 1 2

Area= — —

3
j(Zx—x2—3+2x)dx

1

3
J' (—x? + 4x —3) dx

1

3

:‘—9+18—9+i—2+3‘:i
3 3

3
:l—x+2xz_3X
3

1

Hallar el area del recinto limitado por las curvas de ecuaciones:
y=x*—4 y=3x—6
(Castilla y Leén. Junio 2007. Prueba B. Cuestion 4)

Calculamos los puntos de corte de las dos curvas.

y=x*—4

X —4=3x—65x —3x+2=01""
y=3x—06 X =

Area = = =

2
J'(x2—4—3x+6)dx
1

2
J(X2—3x+2)dx
1

:‘§_6+4_i+i_2‘:‘_
3 3 2

Calcula el area de la region del plano encerrada por las graficas de las funciones:
f(x) = 2x g(x)=6+3x—x2
(Navarra. Junio 2007. Grupo 2. Opcion D)

Calculamos los puntos de corte de las gréficas de las dos funciones.
y =2x
y=6+3x—x’

X =—2

}—>2x:6+3xx2—>x2x620—>{ 3
X =

3 3
Area:J (2x — 6 —3x 4+ x?) dx :J (x> —x—6)dx|=
-2 -2
¥ 2 r ‘ 7 2| 125
= ||— — —6X = - | =
3 2 - 2 3 6

Halla el area del recinto limitado por las curvas:
y=x*—4x y=6x—x*

Calculamos los puntos de corte de las dos curvas.

2 _ =

y ==X X —Ax=6x— X =2 —10x=0—1"
y=6x—x° X =

5 5 23 5
Area:J'(x2—4x—6x+x2)dx=j(2x2—10x)d)<: X s | =

0 0 3 0

_‘_g ‘_E
3 3
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118

119

Representa graficamente el recinto plano limitado por las parabolas y = 1 — x?
ey =2x?y calcula su area.

(Extremadura. Junio 2007. Opcion A. Ejercicio 2)

Y

K
S

v \

) X=——
y=1l=-x S1-x=2x>53x-1=0—> 3
y=2x J3
=2
3
J3/3 V373 A
Area = J 2x2 =14 xH)dx| = J (3x? = 1) dx :‘[ﬁ—x}_ﬁ/a =
—J3/3 373

R ERNE)
R 9

Esboza las graficas de las parabolas f(x) = 2x?y f(x) = —x* + 3, sombreando
el recinto cerrado que determinan. Calcula el rea de dicho recinto.

(Castilla-La Mancha. Septiembre 2007. Bloque 2. Pregunta B)

Y

—

] \ %
43—

Calculamos los puntos de corte de las dos curvas.
_ 2 —_ —
y=2x =X £33 —3=0 X T

y = —x*+3 x=1

Area =

1
J (2x* + x> = 3) dx :‘[x3—3x]11‘=\—2—2\:4
-1

J (3x? —3) dx




SOLUCIONARIO 1 2

120 | Sea P, la pardbola de ecuacién y = x(4 — x)y sea P, la pardbola de ecuacién
y = (x — 4)(x — 2). Dibujar un esquema grafico del recinto finito del plano limitado
por dichas parabolas. Hallar el area del recinto mediante calculo integral.
(Pais Vasco. Junio 2007. Bloque D. Problema D)
Y
|
\ [y= (x—2)x—2)
AN
\ X
/ \
/ \
y=Ix(4 + x)
Calculamos los puntos de corte de las dos curvas.
y=x4=x A =X = X —6x+8—> 2 +10x—8=0— ] T
y=x—-4)(x—-2) X =
4 4
Area = J (4x — x> — x> +6x+8)dx| = J (=2x% +10x — 8) dx | =
1 1
—2x° | e
= | e -a | =24 1=
3 1 3 3
121

Calcula el area de la region del plano encerrada por las graficas de las funciones
f(x) =x*—=3xyg(x)=x.

(Navarra. Junio 2006. Grupo 2. Opcion D)

Calculamos los puntos de corte de las dos curvas.

_ X=-2
Fx) = x 3X}%f(x)—g(x)e)@—?)x—><—>x3—4>(:0—> x=0
g(x) = x -~
xX=2
0 2 0
Area = J (x> =3x — x)dx +j(x3—3x—x)dx = J' (x> —4x)dx |+
-2 0 -2
2 0 2
x* x*
+J(X3—4x)dx —[—ZXZ +l——2x2 = 4|+ |-4]=8
0 4 2 4 o
122

Dadas las funciones f(x) = x? y g(x) = x?, determina el area encerrada
por las gréficas de ambas funciones entre las rectasx =0y x = 1.

(Aragon. Septiembre 2006. Opcion A. Cuestion 2)

Calculamos los puntos de corte de las dos gréficas.

2 _
f(X)_X3}—>f(x):g(x)—>x2:x3—>x3—x2=0—>{x_o
glx) = x X =

1
Xt

Area =

3 4 12

_‘L_L 1

3 4
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123

124

125

768

Seanf:R — Ry g: R — R las funciones definidas mediante f(x) = x* + 3x?
yg(x) =x+3.

a) Esboza las gréficas de fy g calculando sus puntos de corte.
b) Calcula el area de cada uno de los dos recintos limitados entre las graficas de fy g.

(Andalucia. Junio 2007. Opcion A. Ejercicio 2)

a) y
gl
\ |
/ |
| /
| \3
T
X
3 2
OO =243 ) Z g+ 3 = x+3
gx)=x+3
X=-3
S XX +3)=(x+3) =0 =Nx+3)=0—{x=—1
x=1
B x4 X2 179
b) Area1:J (x> +3x* —x=3)dx|=||—+x*———-3x :‘—+—‘:4
_3 4 2 3 4 4
1 X4 2 1
Area2:J (3 +3x2 —x—=3)dx| = 7—0—)(3———3)( =
-1 -1
= _2_1‘:‘_4‘:4
4 4
Calcula el area del recinto limitado por las curvasy = x’ e y = 2x — x2.
Calculamos los puntos de corte de las dos curvas.
3 x=-2
y=x X =225 X +x-2x=0-={x=0
y =2x—x’ -
0 1
A'rea:J (X3 = 2x + x?) dx +J(x3—2x+x2)dx =
-2 0
0 1
xt X xt X 8 5 37
=||—+=—X| |+||=—+ =X |= | |+|-=|=—=
4 3 i) 4 3 o 3 12 12

Halla los puntos en que se cortan las funciones f(x) = x*> — 3xy g(x) = 2x?y calcula
el &rea de la region del plano encerrada entre sus gréficas.

(Navarra. Junio 2008. Grupo 1. Opcién D)



SOLUCIONARIO 1 2

Calculamos los puntos de corte de las dos funciones.
F0) = X — 3 x =—1
X=X o —3x =20 5 X =2 —3x =0 {x =0
f(x) = 2x?
X =3
0 3
Area = J' (x* —3x —2x%) dx |+ J (x> =3x —2x%) dx| =
- 0
x* 23 3x? x*2x* 3x? 7 45 71
=||—-=- === =|—=|+|-—|==
4 3 2 ], 4 3 2 | 12 4 6
126 | Dadas las curvas:
y=Kx—1) y=5—x*
calcular razonadamente:
a) Su punto de corte.
b) El area encerrada porellasy el eje Y.
(C. Valenciana. Junio 2005. Ejercicio A. Problema 3)
a) Calculamos el punto de corte.
=(x=1°
y==0 }—>(X—1)3 —5—x" > X =2 +3x—6=0
y=>-x S x=2)(x*+3)=0->x=2
b) ElejeYeslarecta x=0.
2 2
Area = J ((x —1° = (5 — x?))dx | = J (x* = 2x> 4+ 3x — 6)dx| =
0 0
X¢ 3 ’ 2| »
= ||— — 4+ —bx| | ==
4 3 0 3 3
127 | Calcula el drea de la regién limitada por las curvas:
y=x+x>+1 y=x"—x+1
(Baleares. Junio 2006. Opcion B. Cuestion 3)
Hallamos los puntos de corte de las dos curvas
S 2 _
y =X XA A= —x 1 b x =01 1
y=x"—x+1 x=0
0 0
Area:J X+ x2+1=x"4+x—="Ndx :J (X2 4+ x)dx|=
-1 -1
x| ‘1 1‘ ‘ 1‘ 1
=] —4 = == | = —
3 2 15 3 2 6 6
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ylarectay =4.

Fx) =x

VX =4 -5 x=16
y=+4

128 Halla el area de la regidn limitada por la gréfica de la funcién f(x) = Ix el ejeyY

Calculamos los puntos de corte de la funcion f(x) = \/; ylarectay = 4.

Y ) 1 5 )
130  Dadas las funciones f(x) = — y g(x) = —x + Sse pide:
X
a) Esboza sus gréficas y sombrea el recinto encerrado entre ellas.
b) Calcula el area de dicho recinto.
(Castilla-La Mancha. Junio 2007. Bloque 2. Pregunta B)

a) Y

16 ,—3 16
Area = J(\/_—Al)dx:{z X —4x} _|1® 64‘—‘—6—4=ﬁ
0 3 o 3 3 3
129  Determina el area del recinto que forman al cortarse las curvas:
y= ° y=-—x"+7
X
Calculamos los puntos de corte de ambas curvas.
6 X=-3
Y= S T 6 T —TX+6=0x =1
¥ = = = =
y=—x"+7 X x=2
Como lafuncion y = o presenta Y
X \ 6
una discontinuidad en el cero, el Unico SEC T Tx
recinto que forman las dos curvas
estaentrex=1yx=2.
1
/IR EEEENERE NN
/ \
2 6 3 2
Area = J[+x2—7]dx = 6|n\x\+x——7x =
v X 3 1
:‘6|n2+§—14—i+7‘ :‘6|n2—£‘:£—6|n2
3 3 3
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SOLUCIONARIO 1 2

b) Hallamos los puntos de corte.

y=— 1
* S e 2 1= 225X +2=05 =5
5 X 2 2 -
y=—x+= x=2
2
" 5 > sy [
Area = J [—+ ——]dx =||In| x 22X =
128 X 2 2
= |n2+2—5—|ni—i+£‘:‘—£+2|n2 :E—Zlnz
2 8 4 8 8

Hallar el area de la region acotada comprendida entre la grafica de la funcion

1 5
(x) = ———ylasrectasy =1, x = —.
(x —2)2 Y Y 2

(Madrid. Junio 2006. Opcion B. Ejercicio 4)

Y

~_
——
—
S

Hallamos los puntos de corte.

—_— 1 _ oy x=1
(x —2) —)7(X_2)2—1—>(X 2) 1—){)(:3

El recinto esta situado entre las abscisas x = % yXx=3.
’ 1 1

[t
oo\ (x —2) X —2

Hallar el area de la region acotada comprendida entre las graficas de las funciones

3

Area =

:‘_4+2‘:i
2 2

5/2

y= L y=—>
x2+4 16

,yelejeY.

(Canatrias. Junio 2007. Opcion A. Cuestion 2)
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Hallamos los puntos de corte.

2
tal 1 X e iax—16=0
y—i X’ +4 16
16 SX=2(X*4+2x+8)=0—>x=2
o i 2 P 1
Area = J[ S ]dx —[ArcrgX—X ===
ol x?+4 16 2 2 32 b 8 8 8

133 | Halla el area de la region limitada por las graficas de las funcionesy = e*, y = e™*
elejeXylasrectasx=1yx=—1.

l

Hallamos los puntos de corte.

y=e }%ex—exﬁe“—1ﬁx_0
y=e’
’ ‘ 1 i 2
Area = J eXdx| + jede =Me*]g1 +‘[fe’x]g)‘:‘1f—‘+‘f—+1‘=27
-1 0 e e e

. . 1
134 | Calcular el érea encerrada por las funciones f(x) = 1+ Inxy g(x) = —
ylasrectasx=1yx=2. X

Calculamos los puntos de corte por si alguno estuvieraentre x =1y x = 2.

y=T1+Inx

1
1 > l+lnx=——>x=1
y=—- X
X

2
Area = j[HLlnx]]dx
: X

135 | Sealafuncién f(x) =1 — x%

:“flnerx\nxm:‘f|n2—|—2|n2‘:\n2

a) Su gréfica determina con el eje de abscisas un recinto limitado D. Calcula su érea.

b) La gréfica de la funcién g(x) = x? divide D en tres partes D,, D, y Ds. Haz un dibujo
de los tres recintos.

. . . 1
¢) Calcula el area del recinto D, que contiene al punto [0, 2].

a) Hallamos los puntos de corte de la funcion f(x) = 1— x? con el gje X.
12 - _
L BN T Y L ]
y=0 x =1
1 & 1| 4
Area = J (1= x2)dx|=||x =2 :‘17f+1,f‘:
. 31 3 3 3
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//
(\\

c) Hallamos los puntos de corte de ambas curvas.

J2

12 =
y_]2x}—>1—x2—x2—>2x2—1% 2
y=x 2

2
V272 25 V272
Area—J' (1—x>=x2)dx|=|| x — ]
272 3 1_on

R R R £ )
2 6 2 6 3

Calcula el valor de m para que el drea del recinto limitado por la recta y = mx
y la curva y = x* sea 2 unidades cuadradas.

(Galicia. Junio 2006. Bloque 3. Opcion 2)
Hallamos los puntos de corte.

x=0

x:i\/g

Para que se forme un recinto deben cortarse en mas de un punto
luego, m > 0.

y = mx
3

]._>mx—x3—>x3—mx—09x(x2—m)—0—>1
y=x

Jm
f (x> —mx) dx

0
Area — J (x> — mx) dx
—Jm

+ e
0
Jm
_ﬁ_mx20 x“_mx2 B
4 2 dm 4 2 b
|| m
4 2 4 2 2

2
%:2_””2:4_””:2

773



Integrales definidas

137 | Lacurvay =x*— 2x+ 1y larecta que pasa por los puntos A(1,0) y B(3, 4)
limitan un recinto finito en el plano.

a) Traza un esquema gréfico de dicho recinto.
b) Halla su area.
(Asturias. Septiembre 2006. Bloque 6)

a) Larecta que pasa por estos dos puntos es:

y=0 _x-1 —Sy=2x-2
4
Y
\ /A
\ /
=Xx1—2+1
\ /
X
g=2x—2

3
b) Area = J(X2—2X+1—2X+2)dX

1

3

= J(X2—4x+3)dx

1

3 3

X o 43x
3

:‘O_i‘:i
3 3

1

I 2
‘ . - . X
138 | El drea del recinto limitado por las curvas de ecuaciones y = — e y = vVax ,
cona >0, es 3. Calcula el valor de a. a

(Andalucia. Junio 2006. Opcion B. Ejercicio 2)

Hallamos los puntos de corte.

2 4
= X X X =
Y —>:\/ax—>2:ax—>x“—a3x=0—>{
X =

a
y:\/a_x a a

3 a2 3 a
Area = J[X_\/gx]dx = L—g ax’? =
o\l a a 3 o
_|a_2a|_a
3 3 3
2
3=——a=3
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La curva y = x>, su recta tangente en el punto x = 2 y el eje X limitan en el primer
cuadrante un recinto finito del plano. Dibujar un esquema grafico de dicho recinto
y calcular su érea.

(Pais Vasco. Junio 2006. Bloque D. Problema D)

y'=3x > y2)=12
y(2)=38

La recta tangente es:
Y=Yo=m(x—x) = y—8=12(x—2) > y=12x—16

Y
|
/
|
I
1
1 y=12x+ 16
II X
yl=Ix I
4/3 2
Area:J X3 dx |+ [ (x> =12x+16)dx | =
0 4/3
4 4/3 4 2
BT | ISP :‘6;* +‘ﬁ _4
4 I 4 473 81 81 3

Representa graficamente la figura plana limitada por la curva y = x* su recta
tangente en el punto (1, 1) y el eje Y. Calcula su érea.

(Extremadura. Junio 2006. Repertorio A. Ejercicio 2)
Y =4x 5 y() =4
La recta tangente en el punto es:

Y=Yo=mx—x) = y—1=4x—-1)—>y=4x-3
Y
=x1\ I
\

i y=l4x—3
Vi
/ X
[
/

1

:‘i—2+3‘zﬁ
5 5

5
:[X—2x2+3x
5

0

1
Area:J (x* —4x +3)dx

0

775



Integrales definidas

141 | La parabolay = 4 — x?, su recta tangente en el punto x = 1y el eje Y limitan
un recinto finito del plano. Dibujar un esquema de dicho recinto y hallar su area
mediante el célculo integral.

(Pais Vasco. Julio 2007. Bloque D. Problema D)
y()=3
y'==2x->yl=-2
La recta tangente en el punto es:
Yy—Yo=m(x—Xx,) >y —3==-20x—-10)—>y=-2x+5

Y
y=52
-
/
i \
AN \
I N X

1
—J(—x2+2x—1)dx

0

1
Area_J(4—x2+2x—5)dx

=%i+FW:l
3 3

0

142 | Calcula el drea de la region limitada por la pardbola y = x + 4 y sus tangentes
enlospuntosx=—1yx=1.

y()=5 y(=1)=5
-2

Yy =2x— {y’(—ﬂ
y' (=2

Las rectas tangentes son:

Y=Yo=mx—X) >y —5==2x+10)—>y=-2x+3

Y—=Yo=m(x—X,) > y—-5=2x—-1)—>y=2x+3

Y

]
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1
+ J(x2+42x3)dx

0

0
Area:J (x> +4 4+ 2x —3)dx
-1

1

+

3
[X——x2+x
3

0
-1

[X3 2
=|| =+ x+x
3 o

143 | a) Halla el area delimitada por g(x) =x+ 2y h(x) =4 — x*.

b) Da otra expresion p(x) tal que el drea comprendida entre la grafica de y = p(x)
y el eje X, entre los valores x = —1y x = 1, coincida con el drea que has calculado
en el apartado anterior. Justifica la respuesta.

a) Hallamos los puntos de corte.

= 2 =
y=x 2}—>x+2_4—x2—>x2+x—2_0—>{x

y=4—-x X =

1
2 3
—[X—zxﬂl
2 315

1
Area—J (x+2—44x*)dx
-2

:‘i_2+i_2_4+§H_2‘:2

2 3 3 2 2
b) Basta tomar una recta paralela al eje X, y = a, de tal forma que:

a~2:3—>a=2 p(x):g

2 4 4

PREPARA TU SELECTIVIDAD

1 | Sea f: R — R la funcién definida por f(x) = e~
a) Justifica que la recta de ecuacién y = —2ex es la recta tangente a la gréfica
de fen el punto de abscisa x = —%.

b) Calcula el &rea del recinto limitado por la gréfica de f, el eje de ordenadas
y la recta tangente del apartado anterior.

a) y[—%] =e, y=-2e"> y’[f—] =-2e

1
La recta tangente en el punto [—5 e] es:

Y—Yo=m(x—x,) > y—e=-—2e x+%]%y:—2ex

1
b) Larectatangentey la curva se cortan en el punto [—E e].

0

2 2 4

‘_1ee

—2x
= [_e +ex?
2

-1/2

0
Area = J (e7 4 2ex)dx
—1/2
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2 | Dada la funcion f(x) = x? — 2x + 2:

a) Hallar la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de fen el punto
de abscisa x = 3.

b) Calcular el area del recinto acotado limitado por la grafica de f, la recta tangente
obtenida en el apartado a) y el eje V.

a) f)=5 fx=2x—-2->13)=4
La recta tangente en el punto de abscisa x = 3 es:
Y=Y :m(x—xo)%y—5:4(x—3)—>y:4x—7

3
j(x2—6x+9)dx

0

0

3
b) AreaJ(x2—2x+2—4x+7)dx

3

=|9-27+27]|=9

3
X——3X2+9x
3

0

3 | a) Paracadavalorde c> 0, calcular el area de la regidn acotada entre la gréfica

1
delafuncién f(x) = cx* + —x*>+1,elejeXylasrectasx=0,x=1.
¢

b) Hallar el valor de ¢ para el cual el drea obtenida en el apartado a) es minima.

1 5 3 !
a) Area= J [cx“+ix2+1]dx _[O(+X+x -
0 C 5 3¢ o
c 1 c 1
=l—+—+1|=—+—+1
5 3 5 3
b) Queremos minimizar la funcién g(c) = % + 3L +1
c
1 1 1 1 5
g'lc)=—-— -5 g9(=05———=0-23?=5>3c=,|—
5 3¢ 5 3¢ 3
j t? dt
4 | Razonar sipara F(x) = 074 se satisface que linz) F(x) = lin% F'(x).
X X— X—

0 3 ?)X4

ImF(x) = im2— =0
x—=0 x—0 3

im ) = im2X =0
x—=0 x—0 3
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SOLUCIONARIO 1 2

Dada la funcién f(t) = at + b (con a y b constantes reales), se define

x+1
F(x) = XJ f(t) dt . Se pide obtener razonadamente:
1

x+1

a) Laintegralj f(t) dt.

1
b) La expresion de la derivada de F'(x) de la funcion F(x).
c) Larelacién entre los valores ay b para la que se verifica: F"(0) = 0
(C. Valenciana. Septiembre 2008. Bloque 3. Problema 1)

x+1

x+1 X+1
at’
a)J' f(t)dr:J (at+b)dr:7+bt =
1 1 1
2 2
:M+b(x+])_£_bzw+@(
2 2 2
2
b) F(X)—X[G(X ;2X)+bx]_

9

= %(X3 + 23+ bx? 5 Fl(x) = ; 3x? + 4x) + 2bx

O F'(x) = %(m £ 4)+2b—F(0)=2a+2b

0=2a+2b—>a=-b

Sea R el rectangulo del plano con vértices en los puntos V; (0, 0), V; (3, 0), V5 (3, 9)
y V4 (0, 9). Demostrar que para todo valor de A la curva de ecuacion

y = Ax? + (3 — 3A)x pasa por los vértices V; y V5 y divide al rectdngulo

en dos regiones.

Calcular el érea de dichas regiones y encontrar el valor de A para que la regién
situada por encima de la curva tenga un area doble que la situada por debajo
dela curva.

(Pais Vasco. Junio 2008. Bloque D. Problema D)
y = Ax*+ (3 —3A)x
y(0) = 0 — La curva pasa por el vértice V.
y(3) =9A+ (3—3A)-3 =9 — Lacurva pasa por el vértice V5.
El drea delrectdnguloes: b-h=3-9 =27

El &rea de la parte del rectdngulo que queda bajo la curva es:

3

3 3 _ 2 _
Area—J(AX2+(3—3A)x)dx— i-ﬁ-ﬂ :‘9A—27<1 A)‘:
0 2 0 2
7 a5, .3
_‘ﬁA_E‘_ 2 2 5
LI P N |
2 2 5
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Integrales definidas

El drea de la parte del rectdngulo que queda sobre la curva es:

PR 2B A<l

Area = 27—‘—/4—— = 821 4? g
20 208 by a2

2 2 5

Para que la region situada por encima de la curva tenga un drea doble
que la que estd por debajo:

27 45 1
e T A-9=0—>3A=—
3.‘@,1‘:27%‘@,1‘:9% PN 5
2 2 —A-——9=0—>A=1
2 2

0 si x < -2
P42 six>—2'
del plano limitada por las gréficas de g(x) y h(x) = |x|.

Dada la funcién g(x) = 1 calcula el area de la regién

(Galicia. Septiembre 2007. Bloque 3. Opcién 2)

Y

Hallamos los puntos de corte.

X +2=-x>o>x—x-2=0->x=-1

x4 2=x| >
X 2=x>xX4+x—-2=0—>x=1

+

1
J(—x2+2—x)dx

0

0
Area :J (—x% 4+ 24 x) dx
-1

. . - X
En un plano, el trazado de una carretera discurre segun la ecuacién y = — —x,
4

J’_

3 2 7
_L+2X_L‘
3 2 1o

X x|
——+2x+ —]
3 2 1

siendo un rio el eje X. En el terreno entre el rio y la carretera hay un pinar.
Si expresamos las distancias en kildémetros, jcuanto vale el pinar si la hectarea
se pagaa60<€?

(C. Valenciana. Junio 2004. Ejercicio A. Problema 4)



SOLUCIONARIO 1 2

Hallamos el corte de la carretera con el rio.

=X x? X =

El 4rea del pinar en km? es:

4 2
Area = J [X—fx}dx
o\ 4

El precio del pinar es:

%400 - 60 =16.000 €

X

12 2

4
0

a5l
3 3 3
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