FARINS T v e 1 B I CHPRSTOE

o 4} D
’I ’I Integrales indefinidas

La tabla de Flandes

—Segun estan dispuestas las piezas
y teniendo en cuenta que acaban
de mover negras, lo primero es
averiguar cual de las piezas negras
ha realizado ese ultimo movimiento.
[...] Para conseguirlo resulta mads
facil descartar las piezas negras que
no han podido mover porque estan
bloqueadas, o por la posicion que
ocupan... Es evidente que ninguno
de los tres peones negros A7, B7 o
D7 ha movido, porque todos siguen
aun en las posiciones que ocupaban al empezar el juego... El cuarto
y altimo peoén, A5, tampoco ha podido mover, bloqueado como esta
entre un peoén blanco y su propio rey negro... También descartamos
el alfil negro de C8, todavia en su posicion inicial de juego, porque el
alfil se mueve en diagonal, y en sus dos posibles salidas diagonales hay
peones de su mismo bando que atn no han movido... En cuanto al
caballo negro de B8, no movio tampoco, pues solo habria podido llegar
ahi desde A6, C6 o D7, y esas tres casillas ya estan ocupadas por otras
piezas... ;Comprenden?
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—Perfectamente —Julia seguia la explicacion inclinada sobre el tablero—. |
Eso demuestra que seis de las diez piezas negras no han podido
mover...

—Mas de seis. La torre negra que esta en Cl es evidente que tampoco,
pues mueve en linea recta y sus tres casillas contiguas se encuentran |
ocupadas. .. Eso hace siete piezas negras cuyo movimiento en la ultima §
jugada hay que descartar por imposible. Pero también podemos .
descartar el caballo negro D1.

—:Por qué? —se interesd César—. Podria provenir de las casillas B2 o
E3...

—No. En cualquiera de las dos, ese caballo habria estado dando jaque
al rey blanco que tenemos en C4 [...] Y ningun caballo o pieza que
tenga a un rey en jaque abandona el jaque voluntariamente; esa es
una jugada imposible. En vez de retirarse, comeria al rey enemigo,
concluyendo la partida. Semejante situacion no puede darse nunca,
por lo que deducimos que el caballo D1 tampoco movié.

—Eso —Julia no levantaba los ojos del tablero— reduce las posibilidades
a dos piezas, ;no?
/ p &
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SOLUCIONARIO 1 1

La tabla de Flandes

Arturo Pérez-Reverte

Mientras Julia, una joven restauradora, limpia un cuadro
y lo pone a punto para ser subastado, descubre la frase: <
Quis necavit equitem, cuya traduccién serfa ;Quién maté ;’ La tabla de Flandes
al caballero? La frase, que fue ocultada por el propio =" Arturo Pérez-Reverte
artista mediante varias capas de 6leo, aumentara
seguramente la cotizacién del cuadro, pero antes Julia
quiere averiguar qué significa y por qué el pintor decidié
ocultarla. Con la ayuda de un ex-novio, profesor de
Historia, logra identificar a los tres personajes de esa
tabla flamenca pintada en el siglo xvi por Van Huys:

los dos hombres que juegan al ajedrez son el duque
Fernando de Ostenburgo y uno de sus caballeros, Roger
de Arras; la mujer que, en segundo plano, lee un libro,

es aesposa del duque, Beatriz de Borgofa. Se entera
también de que el caballero Roger fue asesinado tres
anos antes de que se pintara la tabla, pero el asesino
nunca fue descubierto. ;Quién fue su asesino y cudles
los motivos?

Con este enigmatico planteamiento logra Pérez-Reverte enganchar tanto a Julia, la restauradora,
como a los lectores de su novela La tabla de Flandes. ;Por donde empezar? César, un viejo
anticuario que es como un padre para Julia, conjetura que la clave para resolver el enigma esta
en la partida de ajedrez, pues ocupa el centro de la composicién. Segun él, el caballo blanco,

ya fuera del tablero, representa a Roger de Arras y por lo tanto, se trataria de averiguar, primero,
qué pieza elimind a ese caballo y, sequndo, a qué personaje real representa. Un buen ajedrecista
al que trasladan el problema propone «jugar hacia atras», partiendo de la posicién que tienen
los trebejos en la tabla hasta llegar al punto en el que una pieza negra come el caballo blanco.
Al dia siguiente, el jugador de ajedrez -Mufioz- acude al estudio de Julia para exponerle a ésta
y a su amigo César como evolucionan sus pesquisas y a ésa escena pertenece el parrafo
seleccionado.

Razonando de este modo, con tesén y mucha habilidad, en los dias sucesivos el ajedrecista
consigue resolver completamente el problema. Su solucién, transferida por Julia y César del
plano simbdlico al de la realidad histdrica, resuelve el enigma de la pintura. Ya saben quién maté
al caballero 'y por qué el pintor oculté esa frase, pero antes el novelista ha puesto en marcha otra
historia. Alguien, asumiendo el papel del jugador de las piezas negras, decide continuar

la estancada partida del cuadro ajustandose a la misma alegoria: las piezas representan

a personas reales y, cuando alguna de las negras come en el tablero, ocurre un asesinato

en la realidad. La primera victima es el ex-novio de Julia, el profesor que le habia ayudado

a iniciar su investigacion sobre la tabla de Flandes. Conocer el desenlace de todas estas historias
requiere leer la novela.

En matemadticas se usa una estrategia andloga a la que emple¢ el ajedrecista: partir
del final y llegar al principio. Si sabemos que la derivada de una funcion es 3x? + x — 5,
;cudl es esa funciéon? ;Solo hay una?

2
L X ,
Lafuncién es: x> + =— — 5x + k con k un ndmero real.
2

Esta funcién no es Unica, para cada valor de k tenemos una diferente.
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Integrales indefinidas

ANTES DE COMENZAR... RECUERDA

001 | Comprueba si los siguientes nimeros son raices del polinomio
P(x) = x* 4+ 3x> — 2x> + 6x — 8.

a) x=1 b) x=2 ) x=-—1 d x=-—4

a) P(M)=1"43-1"=2-1"46-1—-8=0— 1esraizde P(x).
2°43.22-2-2246-2—-8=36-—2noesraizde P(x).
N =(=1*4+3- (=1’ =2-(=1P%+6-(=1) —8=—18—= —1 noes raizde P(x).
—4) = (=D +3- (=4 —2-(—4*+6-(—4) — 8=0— —4noes raizde P(x).

002 | Factoriza estos polinomios.

a) 2x* —8x*+2x+ 12 Q) 2x* —15x3 +31x2 + 12x
b) 3x> — 8x* —20x+ 16 d) x*+5—x*—17x+ 12
a) 2 -8 2 12
—1 -2 10 —12
2 -10 12| 0
2 4 —12
2 —6 0 =26 —8+2%x=2(x+1)(x—2)(x—3)
b) 3 -8 =20 16
-2 -6 28 —16
314 8] 0
4 12 -8

3 =2 0 -3¢ —8¢—20x+16=(x+2)(x—4)(3x—2)

Q) 2X* — 15 4+ 317 + 12x =x(2x°* — 15> + 31x + 12)
El polinomio 2x* — 15x* + 31x +12 no tiene raices racionales.

d) 15 -1 —17 12
1 1 6 5 —12
16 5 -12] 0
1 1 7 12
17 12l o
-3 -3 =12
1 4 0 =X 4+5¢ =X —17x+12=(x—1)(x+ 3)(x + 4)

003 | Realiza las siguientes divisiones de polinomios. Comprueba, en cada una de ellas,
el resultado que obtienes.

a) 2 —=3x*=5x—5):(x*—2x—1) A X*+1):034+1)
b) 2x) —3x*+4x—3):(x*—=1) d *+2x3—1):(x*—3)

666



001

002

SOLUCIONARIO 1 1

a) 2% —3x¥—5x—5 X =2 —1

—2x% +4x° 4+ 2x 2+ 1
—x*=3x =5
X4 2% + 1
- x—4

S22 =3 —5x—5=0 == DX+ 1)+ (—x—4)

b) 2 —3¢%+4x —3 x> =1

—2x? + 2x 2X—3
— 3 +6x —3
+ 3% +3
6x

S22 =3+ 4x—3=(*—1)(2x—3) + 6x

g x +1 X+ 1

—x' =X X =1
—xX*+1
x4 1
2

SXHT1=0+ D=1 +2

d  x +2¢ —1 x’ =3

—x° +3x° X +5x
5x° -1
— 5% 4+ 15x
15x — 1
X+ 2= 1= —3)+5x) + (15x — 1)
ACTIVIDADES

Determina si la funcidn F(x) = x* es una funcién primitiva de f(x) = 4x°.
Escribe dos funciones que también sean primitivas de esta funcion.

F(x) = x* = F'(x) = 4x* = F(x) es una funcion primitiva de f(x).

Determina una primitiva de las funciones.

a) f(x)=5x* b) f(x) = 2e* o flx)=2=

a) fX)=5x">F(x)=x"+k

b) f(x)=2e*— F(x)=2e"+k
X3 x*

Q flx)= — = F(x) = —+ k
2 8
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Integrales indefinidas

003 | Resuelve las siguientes integrales.

a) J(5x4+3x2)dx Q) J(—cosx+ 3x) dx

b) J(4 cos x + 2x) dx d) J(x3 +2) dx

a) J(Sx4 +3x)dx=x"+ x> +k

b) J(4cosx +2x) dx = 4senx + x> + k

2

+k

Q) J(—Cosx + 3x) dx = —senx + 3)2(

4
d) J(x3+2)dx=);+2x+k

004 |Si Jf(x) dx=F(x)+ky Jg(x) dx = G(x) + k, halla:

a) J[f(X)+g(X)] dx 9 j %

f(x) —2g(x)

b) J[Zf(x) —g(x)] dx d) J[—f(x) +b-g(x)] dx

X) 4 g)] dx = F(0) + GX) + k

i 0| dx = - F(0 — 2600 + k
z 2

J = 2F(x) — G(x) + k

d) J[—f(x) +0b- g(x)} dx = —F(x) + b - G(x) + k

005 | Halla estas integrales.

a) sz dx b) J 2 i 9 Jz#x_z dx

X
3 5
a) szdx—xﬂ—k Q JZ%/X_de—&/SXi—i-
2 —4

k



SOLUCIONARIO 1 1

Calcula las siguientes integrales.
b) JZX\/XZ —1dx

006
a) J—4(3—2x2)dx
5 2x°
a) 4(3—=2x%) dx = —4 [ (3 —2x%) dx = —4|3x — 3 + k
3
J2X\/X2—1dX=2 ) + k
007 | Calcula estas integrales de funciones potenciales
a) JX('I + 2x%) dx b) JXZ(Z —2x%)d
a) Jx(1+2x2)dx—;J4x( T4+ 2xY) dx =
T 1 .
=— —(14+ 2V +k=—(0+2x7 +k
4 2 8
b) JX2(2 —2x) dx = ;j 6x2(2 —2x3) dx =
-1 1 —1 "
=— —Q2=24+k=—0Q =22 +k
6 2
Halla las integrales.
b) J(x2 + 1)% dx

008
j\/7+2x dx
J\/7+2xdx:;J2\/7+2x dx:%-%\/(7+2x)3 + k=

=%\/(7+2x>3 p
5 3

2x +x+k
3

b) J( )dx:f(x“+2x2+1)d -
009 | Calcula estas integrales de tipo logaritmico
2
a) 2x dx b) J dx
x* +3 x—3
a)J dx—ln\x +3\+k
x’+3

dx =21In|x —3]+k
669
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Integrales indefinidas

010 | Determina las integrales.

a) | —X dx b) | ——2— dx
(Bx* —2) V2 —x2
) dex_ijdX_V]H_
(3x* —2)° 6J) (3x* =2)° 6 —2(3x* =2)
= L +k
12(3x% —2)
X 1 3,
b)J ax = — J =— =3JQ2—-x) +k=
J2—x 2 2
%\/ —)
011 | Calcula las siguientes integrales.
X 4x
a) J32 dx b) Je*“dx q J[;] dx d) J(e‘”—i— e %) dx
x : 0
2 J32d><_ j132dx_ 3 k=23 g
2 In3 In3
b) J X+1 dX x+1 +k
[ W ]4x [ _I ]4)(
4x 4x - -
9 j[]] de] SV € S b
2 4] (2 4 0 41n2
2
—3x
d) J(3x+ex2)dX_J63de+Jx2dX_ +x2+k
012 | Halla estas integrales de funciones exponenciales.
X 5x—1
a) JVZ“ . 2x dx b) JSeZH dx q j37 dx d)J X2 dx
eX

X2 +1

+ k

77 2x dx =
In7

1 L2 X
502 d10j2€2 dx =10e2 +k

5x— 5x—1 S5x—1
J‘Q’ JssSHdX L A Sy

7 35 In3 35In3

J e dx = _WJ—ZX e ¥dx = _—]e’X2 +k=——F+k
2 2 2e”
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SOLUCIONARIO 1 1

Calcula estas integrales de funciones trigonométricas.

sen %
a) Jsen 2x dx Q J 5 dx
b) Jcos (x + 1) dx d) Jsen (—x) dx
—C0s 2X

a) jseandx—isteandx— + k

b) jcos(x+1)dx=sen(x+1)+k

sen — :
Q) j 2 dx—Jsenxdx——cosx+k
2 2 2 2

d) fsen (—x) dx = —J—sen (—x) dx = cos (—x) + k

Halla las siguientes integrales.

a) J'21 dx Q J(x + 1) - cos (x* + 2x) dx
cos® (x + 1)
X
b) J—3 sen (2X + 1) dx d) fcosz(xz—:i) dx

aj1<u=@u+n+k
cos? (x +1)

b) J—3S€n(2X+1)dX—jJZSGH(ZX+1)dX—2COS(2X+1)+/<

Q) j(x +1)-cos (x* +2x) dx = ;Jz(x +1)-cos (x* +2x) dx =

=%5en(x2+2x)+k

X 1 2x 1
d) jdX:JdX:t (x> =3)+k
cos® (x* = 3) 2 ) cos? (x? =3) 2 J

Resuelve estas integrales de tipo funciones arco.

1 1

a) de b) de

J1—25%2 T+ (x —3)?

a) j1dx—]J’5dx—arcsen5x+k

\1—25x%? 5J) \1—25x?
1
b) | ————dx=arctg(x—3)+k
JH(X—S)Z I
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Integrales indefinidas

016 | Halla la solucion de las siguientes integrales.

1 X
a) J dx b) ‘[4 dx
J1—(@2x —3) T+ 9x

a) J]dx—]fzdx—]arcsen(ZX—@-i-k
1—(2x —3)? 2 1—(2x —3)° 2

b) J al dx]‘[wdx]arcrg (3x%) + k
T4+ 9x* 6 ) 1+ (3x%)° 6

017 | Halla estas integrales integrando por partes.

a) sz In x dx b) szsen X dx

3 3 3 2 3 3
a) szlnxdx—xln X—JX~1dX—X|ﬂ X—dex—xln x4k
3 3 X 3 3 3 9

u:\nx—)du:idx
X

3
dV:XZdX%V:X?

b) szsen X dx = —x? cos x + JZXCOS X dx = —x?cos x + 2xsen x — J2sen X dx =

u=x>— du=dx dx u=2x —du=2dx
dv =senx dx —v = —cosx dv = cosx dx — v =senx

= —x2c0os X + 2xsen x + 2cos x + k

018 | Utiliza la integracion por partes para calcular:

a) je* (7 + 2x) dx b) J(4x2 —3x 4+ 1) cos x dx

a) Jex(7+2x) dx = (7 4+ 2x)e” —JZeX dx = (7+2x)e* —2e* +k=e*(5+2x)+k

u=74+2x—>du=2 dx
dv=e*dx—v=e"

b) J(4x2 —3x + )senx dx = —(4x> —3x + )cosx + J(Sx — 3)cosx dx =

U=4x>—3x+1—du=(8x—3x) dx
dv=senx dx —v=—cosx

= —(4x% —3x 4+ )cos x + (8x — 3)senx — JS senx dx =

u=8x—3—du=8dx
dv=cosx dx —>v=senx

= —(4x% —3x 4+ Ncos x + (8x — 3)senx + 8cos x + k
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SOLUCIONARIO 1 1

Resuelve estas integrales racionales.

2
a) 5 dx b) —;dx
x* =1 x24x—=2

b)J—3dx:H L ]dx:
x> 4+ x—=2 x+2  x-—1

:J ! dx—l—J il dx:ln\x+2\—|n\x—1\+k
X+ 2 X —1

Calcula las integrales racionales.
a |21 4 b | X724
x* —5x* + 4 X3 —=2x? —x+2
5 —1 —1

1
a)J 2% +1 dX_J 22 6 4 |
x* =5x* 4+ 4 X—2 x—=1 x+1 x+2

= 2 infe—2| = Ll — 1= i fx 1]+ in e+ 2|+ &
12 2 6 4

-5 -3

b)f 7x =2 dX_J 42 2
X =2x2—x+2 x—2  x—=1 x+1

:4j ! dx_5j1dx_3j T e
X—2 2] x—1 2 ) x+1

=4ln \X—Z\—gln\x—]\—%ln\x—i—ﬂ—i—k

Resuelve estas integrales racionales.

x? 3x —2
a) | ——dx b) | ———d
j(x—T)3 )J (2 —x)? X
2
a)J AN j[ b, 2 4 ]dx:
(x =17° (x=70 (x=17  x-=1

:J 1 dx+2j ! dx+J ' =
(x =1)7° (x =1y X —1

-1

2x =12 x—1

:SJ ! dx—]J' ] dx—1f 1 dx+]J ! dx =
12 ) x—=2 2] x—1 6) x+1 4 ) x+2
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Integrales indefinidas

o) J— X2 dx—f[ -3 ]dx—
(2 —x)? 2—x? 2-x

=4J - dx—3j o=t 3o x|k
(2 —x)? 2—x 2—x

022 | Calcula las integrales racionales.
p— 2 p—
a)J 2T g b)f" 2
x> +6x2+12x+8 x*
—Jx? — i)
) J 26 +1 dX_J[ 7,8 ]dx_
x> 4+6x°+12x+8 (x+2°  (x+2° x+2

——7J ! dx+8J ] dx—2f ] ax =
(x+2) (x+2) X+2

-7 8 —2|n\x+2\+k
2Ax+2°  x+2

X—2 1 -2 1 1 —1 2
b) dx = [+]dx—de—2de+ +k
J x* J X x* X3 x* 22 3%

023 | Resuelve esta integral racional:

J 4x* —2x
——dx
(x +2)(x —=3)

16 4
2_
J4X2x dx_J6+5+5dX—
(X +2)(x —3) (x—37  x—3 x+42

=6j1dx+]6j ] dx+4j W dx =
(x —3)? 5/ x—3 5) x+2

S O L Y PR B Y P B
X—3 5 5

024 | Calcula laintegral racional:

j —x* +7x
—_——dx
x3—x* —x+1

72 J—
dex—J =B 2]dx—
X=X = x+1 (x =17 x—1 x+1

SJ 1 dx-i—J ! dx—Zf 1
(x —1?° x—1 X 41

2 = 2hfx 1]k
X —1

dx =




025

026

027

Resuelve estas integrales racionales.

SOLUCIONARIO 1 1

a)J 2 dx b)J—3X_2dx
x* 41 2+ x?
2
a) j 5 dx = 2arctgx + k
X +1
b) j_sz dx:J— 3x dx+J 2 dx =
2+ x? 24 x? 24 x?
3 2 X
=—=InR+x* +arctg[]—|—k
S P xtl et |

Calcula las integrales racionales.

— 2 u—
2 szwdx J x=2
x> —x*4+3x -3 X2 (x* +1)
1 —7/ 7
X741 . 47
a)dex:J dx =
X =x*+3x-3 x—1 x*+3
1 7 7
L _L_L
:J 4 dx+f 4 4 dx =
x—1 x> +3
1 7 7
- —x ——x
:J 4dx+f 4 dx—i—f 4 ax =
x—1 X243 X’ +3
1 7 7 X
=——Inlx=1—=In|3+ x| — arctg[]+k
RN R Ve
EE EN
X2(x2 41 X2 X x2 41
:J_zdx+J1dX+J'_X+22dx—
X X

X

dx =

= 2dX+J1dx+J —
X X 1+

>

Resuelve estas integrales racionales.

dx+J 2
x° T+ x°

:£+|n\x\—%ln‘1+xz‘+2arcz‘gx+k

4 3
a) szdx b) J—de
(x —1? (2—x)
4
a)J 2x dx:J'[2x+6+ 12 + 8 2 dx =
(x—=17° x—1 (x=1*  (x=1°
= x4+ 6x+12In|x =1 - L
x—1 (x="1°
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Integrales indefinidas

3 _ _ _
b) J—de—ﬂ—gx—m 22 730 -
(2—x)? 2—x  (2—x)

a2
S T VS Y Y I R
2 2—x

028 | Calcula las integrales racionales.

_ 5
N JZX-de
x* —2x2 +1

b J -
x2(x* 4+ Nx =)

—1 —9 3 —7
— 5 . T 7 -

a) JZX ! dx_J—2x+ 4y 4 44 4 4 o=
xt—=2x* +1 (x—=1% x—=1 ((x+1 x41

—1 3
—j—2xdx+J 4 dx+J 4 dx+j 4 dx—i—J 4 gy
(x =17 X —1 (x + 17 X+1

9
= —x ——In‘x—ﬂ— ——In‘x—H‘—i—k
4(x —1) 4 4(x + 1)
6 1 1 — -1
b) JZ o] dx_ﬂx+1+++ = ]dx:
X2+ (x =) X2 x X241 X241
XZ

:—+x—i+|n\x\—iln\xz—H\—arctgx—f—k
2 X 2

029 | Calcula estas integrales mediante un cambio de variable.

a) Jx2(7 + 2x3) dx

5
b J"’de
X
2 3)\2
a) JX2(7+2x3)dx=1Jtdt=r+/<=(7+2X)+/<
6 12 12
=742
dt = 6x? dx
log®x s £ log®x
b) dx=In10|t°dt =In10-—+k=In10-——+k
X 6 6
t=log x
dr:*dx
In10-x
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SOLUCIONARIO 1 1

Halla las integrales con un cambio de variable.

a) Jexz (2x3 + 2x) dx b) J4X dx
V2 —3x?
a) Je*Z(ZX3 4+ 2x) dx = J(ert +e') dt = Jertdr + Jefdr = Jeftdt +e' =

t=x’
dt=2x dx

= te' —Je‘dt—l— el =tel + k= x% +k

u=t—du=dt

dv=e'dt—sv=e

J 4x 2J1dt —at a2
N2 —3x? t 3 3
t=2-3x2
dt=—6xdx
Calcula estas integrales.
a) Jsen5 X cos? x dx b) J'\/ 4 —x? dx
a) Jsensxcoszx dx = —JU — ) dt = —J(t6 =2t ) dt =
t=cosx
dt = —sen x dx
KA R cos’x . 2cos’x  cos’x
= — 4 k== + - +k
7 5 3 7 5 3

2
)j\/4—xzdx—2j 1—[X] dx—ZJ’\H—senzt~2costdt—4jcosztdr—
Vo) b

=sent

dx =2 costdt

= J[H—czoszr]d =2t+2sen2t+k=

= 2arcsen % + 2sen?2 [arcsen )2(] +k =

2
:2arcseni+2'i 1—[11 +k =
2 2 2

= 2arcsen §+ §\/4 — x> +k
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Integrales indefinidas

032 | Halla la solucién de las integrales.

dx
4

[5 2
a) Jsenzxdx b) JZX

a) JSGHZXdX_Jde—X+M+k

2 2 4
\/ J— 2 ’
b) JHdXﬁj 1—[X] dx\/gﬁﬂ—senzr\/gcostdt
4 4 2 4
Lfsem
5
dx =2 cost dt

;Jcos tdt = JHLCOSZI

= 1[ senZt] k= —arcsen\/_ \/ —x* +k

033 | Comprueba, en cada uno de los casos, que la funcion F(x) es una primitiva
de la funcion f(x).

a) F(x) =3x> —2x+1 f(x) = 15x* —2
b) F(x) = (x* —2) f(x) = 15x*(x° —2)?
9 Flx) = 2—x flx) = 2x —6
3 X4
&) F) = X=1_3 flx) = —XF2
x? x3
e) F(x) =Invx? + 2x f(x) = X+
x? 4+ 2x
f) F(x) = 5e™ + 11 f(x) = —10xe™
g) F(x) =arctg Ix f(x)= !

2Ux (14 x)

h) F(x) = cos® x —1.492 f(x) = —sen 2x

a) F(x) =3x° = 2x 4+ 1= F'(x) = 15x* — 2= F(x) es una funcién primitiva de f(x).
b) F(x) = (x* —2)* = F'(x) = 15x*(x®> — 2) = F(x) es una funcion primitiva de f(x).

c) F(x)= 2; X +7 > F(x)= 217:6 — F(x) es una funcién primitiva de f(x).
d) F(x) = Xx_21 -3 F(x) = _Xx+ ZIEN F(x) es una funcion primitiva de f(x).
e) FixX)=InVx?+2x = F'(x) = ijrr;)( — F(x) es una funcién primitiva de f(x).
f) Fx) =5 +11 > F'(x) = —10)«9**2 — F(x) es una funcién primitiva de f(x).

g) F(x) = arctg \/— — F'(x — F(x) es una funcién primitiva de f(x).

2f1+x

h) F(x) = cos’x —1492 — F'(x) = —2 senxcosx = —sen 2x — F(x) es una funcién
primitiva de f(x).
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035

SOLUCIONARIO 1 1

Calcula una funcién primitiva F(x) de cada una de las siguientes funciones
que cumpla la condicién que se indica.

a) f(x)=3x? FO)=1
b) Fx) = — F() =4
5x
o f(x) = sen3x F(m) = _%
2x 2
d) fix)=e F(0) = 5

a) f(x)=3x> > F(x)=x*>+k
FO =12k=1>Fx)=x>+1
b) () = —— 5 F(x) = = In|x| + k
5x 5

F(1)=4—>k:4—>F(X):%|nx+4

Q) flx)=sen3x — F(x) = %]cos 3x +k

15(11):———>——H<:—i—>k:—3 F(x) = —— cos 3x — —
3 3 3 3
er
d) f(x)=e™ = F(x) = ; +k
2x
FO)=2 o yk=2 sk="rn=211
3 6 2 6

Halla mentalmente una primitiva de cada una de las funciones polinémicas,
y comprueba que tu respuesta es correcta.

a) f(x) =1.001 e) f(x) = x?

b) f(x) = 2x f) f(x) = 4x3

q f(x)=x g) f(x) = (n+ Nx"
d) f(x) = 3x? h) f(x) = x"

b) F(x)=x*+k = F'(x) = 2x
2

0 F(X)z%—i—k—)F’(x):x

d) F(X) = x> +k = F(x) = 3x?

X3
e) Flx)= ?+k - F'(x) = x?

f) Fx)=x*+k = F(x) = 4x°
9) FX)=x""+k = F ()= (n+Nx"

XH-H

h) F(x) = + k= F(x)=x"

n+1
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Integrales indefinidas

036 | Calcula mentalmente una primitiva de cada una de estas funciones con radicales,
y comprueba que tu respuesta es correcta.

! 1
a) fix) = d) f(x) =
2x X—4
1 1
b) f(x) = e) f(x) = ———
) f(x) N T
! 1
9 f(x) = == f) f(x) = ———
X+1 1—X2
1
N =x +koFlx)=
2&
b) Fx) = 2vx +k = F(x) f\r
O F=2yx 11 +k—Flx) = — 1
X+
N=2x—4 4k Fl=—
xX—4
=250 ks )=
3 3x+10
f) F(x)=arcsenx +k — F'(x) = ! :
1—x

037 | Halla mentalmente una primitiva de cada una de las siguientes funciones racionales,
y comprueba que tu respuesta es correcta.

a) fx) =12 d) fx) = —2
X 2x+3

b) f(x) = —— &) f(x) = ——-
19x X

o f(x)= ! f) f(x) = ! 2
194+ x 1+ x

a) F)=19In|x|+k = F(0) =

InM

b) F(x)= +k—>FX)=—
19x
O FO=IN9+x|+k—F(x)= ]
19+ x
d) FOO) = 2In[2x + 3+ k = Fi(x) = —
2x +3

1

e) F(X):i+k—>F’(x):— 5
X X

1

f) Fx)=arctgx+k - F(x)=
T4+ x2




038

039

040

SOLUCIONARIO 1 1

Calcula mentalmente una primitiva de cada una de estas funciones exponenciales,
y comprueba tu respuesta.

a) f(x) = e 0 flx)=e”*® e) f(x)=2""7
b) f(x) = e* d) f(x) =2~ f) f(x) = 2%+*

a) Fx)=e*+k > F'(x)=¢e"

2x

b) Fx) = ez ko F) = e

eSx+55

Q Fx) = : +k—Fx)=e"">

2x

d) F(x)= (x) =
In2
2x—7

e) F(x)= +k—oF(x)=2""
In2
29x+5

f) F(x)= + k> F'(x) = 2%
9In2

Obtén mentalmente una primitiva de cada una de estas funciones trigonométricas,
y comprueba tu respuesta.

a) f(x) = cos x d) f(x) = 3sen x
b) f(x) = cos 3x e) f(x) = sen (x — )
c) f(x) = cos (x + 3) f) f(x) = 3sen (x — =)

a) F(x)=sen x+k — F'(x) = cos x

b) FO) = 23X 4k 5 P = cos 3x

Q) F(x)=sen(x+3)+k — F'(x) = cos(x + 3)

d) F(x)=—-3cos x +k — F'(x) =3sen x

e) F(x)=—cos (x—x)+k = F'(x) =sen(x — =)

f) F(x) = —3c0s (x —w)+k = F'(x) = 3sen (x — «)

Contesta a estas preguntas.

a) ¢Por qué una primitiva de una funcién polinémica f(x) es otra funcion
polindmica F(x)?

b) Sif(x) es de grado n, jcual es el grado de F(x)?
a) Porque la derivada de un una funcién polinémica siempre es otra funcién
polindmica.

b) El grado de F(x) es n + 1, considerando que f(x) es un polinomio o que n
sea distinto de —1.
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Integrales indefinidas

041 | ;Puede ser una funcién logaritmica una primitiva de una funcién racional?
¢Y una funcién trigonométrica?

La funcién logaritmica puede ser primitiva de una funcion racional,
. . 1
por ejemplo, si f(x) = — — F(x) =In M .
X
La funcién trigonométrica no puede ser primitiva de una funcion racional porque

la derivada de una funcién trigonométrica siempre es otra funcién trigonométrica.

042 | Calcula estas integrales de funciones polindmicas.

a) J(4x—25) dx j[—sx —x* 4+ 2x| dx
b) J(5x2+2x—7)dx JX—5
0 ”4x3—5x2+1] dx (x +1)°
3 3
d) J[—1x6 —x4+1]dx J )(x —1)°
4
a) J(4x —25)dx = 2x? —25x + k
3
b) J(sz—i-Zx ) dx = 5)3( + 7x +k
4 3
Q) j[4XS—SX2+]JdX—X _ —Q—i—i—k
3 3 3 3 3
7 5
d) J[—]xf’—]x“—H]d =X X L xk
4 4 28 20
3,8 5
e) J[—3x7—x4+2x]dx_ 3x ARV
5 40 5
_ £y
f J(XS)de: (x 35) K
4
9) J<x+1>3dx=(xj]) +k
x X!
h [(x+D(x —1)°dx = (X“72x3+2x71)d><:?77+x27x+k

043 | Halla las integrales de funciones con radicales.

a) Jstde d)JiJr@]dx
b) J(Z\/;—ﬁ/;)dx o) j(%—s@) dx

4

9 J[&+f—9W]dx f)j%/;—\/;]dx
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044

35x dx = 2V5x° +k

2vx = 3¥x) o SF—E%/X_“H
[ﬁwf—w]w%f+w_
[%+ ]x_8|n\x\+ ox* vk
@x - 8J_¢n—3J_ 32%F+k
]dx_3\/_ 8Jx +k

a)

e)

B (ra

Determina estas integrales de funciones racionales.

dx aj L
(x —1?

SOLUCIONARIO 1 1

D 4k

/ ]dx
X+ 3

5

1
x2 41

— dx:ln\x\—i—%—f—k
X X

=
P—
< | =
RN
XN‘,\,
!

]dx=2|nx+3|nx

+k

1 7

(x =1
2 5 -1

X+3

dx f) J 2 -
(x +3)°

[ 2 ]w )J 1,
X+ 3 X —4 9 X2+1

dx

(x =3)

1

X2

dx

_2+ﬂw
x?2 '

4]+ k

+ ]mz LI P
x—1

5+k

_ dx —
(x4 3)° (X—S)Z]X (x 4 3)?

X +1  x X

1 2 3 2
. -+ dx =arctg x+—+3
x“+1 x X X

! +12]dx:arctgx—1+k

[
[
[
d)julmzm:xl4
[
[
[
|

(x =3)

In|x|+ k
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Integrales indefinidas

045 | Obtén la integral de cada una de las siguientes funciones, indicando las propiedades

que utilizas.
2 3 1.492 5
a) f(x) = + q f(x)= _2
x —1 X+ 4 x—7 X
b) fx) = —— — 1 d f 6 _ v
x+3 x-—5 x24+1  x?

¥

2 + 3 ]dx—J 2 dx—|—J 3 dx =
X —1 X+ 4 X —1 X+ 4
J(HQ)ZJHF Ja-f:aff

—ZJ' ] dX+3J ! dx:Zln‘x—1‘+3|n‘x+4‘+k
X —1 X+ 4

Ji:\n\f\w
f

EEREE Ja=a]s

:7J 1 dfo L =70+ 3]—In|x - 5|+ &
X—=5

lem\f\w
;

[rra=[r+ s [ort=als

—1.492[ 17 dx—5[1dx—1.492|nx—7—5|nx+k
X —

1 1 1
—6J dx—J x =6arctgx ——+k
x° 41 x? X
J1+ff’-2 =arctgx f
[f’f": -
n+1



046

047

Halla estas integrales de funciones exponenciales.

2
a) Je*3 dx d) J 53" dx
3)(—i
b) |e>*'" dx e) |77 2 dx

Q) J(Sx + e¥) dx

a) je” dx =e 7 +k

2x+14

b) JeZXJerXZ € +k
2
Q) j(3*+e*)dx—
In3
2 2x
Zy 3
d) J53 dx =222
2In5
1 3x—i
e) J73X2 7
3In7
o 3.22)(
f) 132 +7)dx = +7x+k
2In2

Calcula las integrales de estas funciones.

7
a) Jcos 2x dx f) J . dx
sen” 3x
b) J4sen(x+11)dx g)J’ > dx
cos® =
9 (3 } [
cos | — ——|dx h) dx
1—x?
. 3
d) JSsen (2x — =) dx i) J 5 dx
x* +1
J3sec j) J ! dx
(3x)? +1

a) Jcos 2x dx = %sen 2x + k

b)J4sen(x+ﬂ)dx:—4cos(x+11)+k

c)JBcos[ﬁ—X dx:—9sen[“—x]+k
2 3 2 3

f) J(3-22X+7)dx

SOLUCIONARIO 1 1

685



686

Integrales indefinidas

048

d)f55€n(2X—7\')dX—COS(ZX—TT)—i—k
1
5 1 5 1
e) |3sec’—x dx =15 dx=15tg —x +k
5 5 | 5
cos> —x
f)J ! dx:7j 3 dx:flcotg3x+k
sen’3x 3 J sen®3x 3
1
g)j > dx—15J 3 =15t L4k
cos* = cos’ —
3
3
h)j dx = 3 arcsen x + k
71— x?
) 3
|)J dx =3arctg x + k
X2+ 1

j) J] ax :iarcrg 3x + k
(3x)* +1 3

Resuelve estas integrales.

a) j 2x dx i) j6xe3x2 dx
X2 +1
8X — dX X+ x d
4’ —3x+1 j) |(3x* + e X
J 6x* +1 K juzx —6x)e™’ >+ dx
2x3 + x —
sen x ,
j )] J "X dx
cos X
jcot X dx m)j =2
7 4+ x2
-2
J3x2 sen x> dx n) j dx
3—x?
j2x+1 ) sen (x> 4 x+5) dx 1) J—xe * dx
|
J6x cos (3x? —5) dx o) J[w] dx
X

a)J X = In|x? + 1)+ &
x? 41

b) dex—ln4xz—3x+1 +k
4x* —3x +1



049

SOLUCIONARIO 1 1

6x% 41

dx—ln‘2x +Xx—9|+k
2x% + x —

senx

= —In|cos x|+ k
cos x

cotg dx = J OX g =1n \senx\ +k
nx
3x?senx® dx = —cosx® + k
2x 4 1) sen (x> + x 4+ 5) dx = —cos (x> + x + 5) + k

6xcos (3x* —5) dx = sen (3x*> —5)+ k

3x241) e Hdx = e 4k

3 3 2
12)( —6X 4x 3x+7dX 4x—3x +7+k

Y e
) [
J
g
o
J
J
. |
'
o)
dre
d

xedx = 2
dx = — X = —arct ——f—k
4—|—><2 2J [ ] g
2J1dx——20rc5enx+k
NE 3 [X]2 J3
L
J3
—xe* dx4J2xeX2dx— —° 4k
2 2

2
o) J)(Jrlnxdx—de—i-J’lnX dxx+J|nX dx:x+mTX+k

X X X

Calcula las siguientes integrales.

a) Jcos (5% + 1) dx b) f1 dx
(x +2)°

sen (5x —1)
5

a) Jcos (5x = 1) dx = + k

1 -2
b) J ax = + k
Jix 427 Jix+2)
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Integrales indefinidas

050 | Calcula la integral de cada una de las funciones, indicando las propiedades

que utilizas.

a) f(x) = x + cos x d) f(x) =2x> —x*+ 4
b) f(x) = 6e* e) f(x) = 10x* —3sen x
o f(x) =5x>+7x f) f(X)=8-2X+£

Ix

2
a) J(x + cosx) dx = Jx dx + Jcosx dx = XTqL senx + k

ff fn+1
f+g=|f =
J( +9) J+Ig J P

Jf'cosf:senf

b) J6 e’dx = 6Je*dx =6e" +k

[a-f:ajf Jf'ef:e"
5 5 5 5% 7’
Q |[(Bx*4+7x)dx = [5x“dx+ |7xdx=5[x"dx+7|xdx= 3 +T+k
J(f+g):Jf+Jg Ja-fza[f Jf’f”: m”
n+1

d) J(2x3 — X 4+ 4)dx = J2x3 ax — sz ax + J4X dx =
J(f+g):Jf+Jg Jaf:ajf
xt X3
=2|xdx— | x*dx+ 4 xdx:7_7+4x+k
Jf’f”: fr
n+1
e) J(1Ox4—3senx) dx—J]Ox“dx—JSsenx dx =

fie9=re [ for=of

= WOJX“ dx — 3J5enx dx = 2x> 4+ 3cosx + k

n+41
Jf’f”: f
n+1

Jf’senf:—cosf
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051

052

053

SOLUCIONARIO 1 1

o [ oo [Lar

ng):fujg Jg-f:aff

1 2"
=8|2dx+10 | — .
.[ f\/; t In2

Comprueba, con ejemplos, las siguientes afirmaciones.

a) Laintegral de un producto de funciones no coincide con el producto
de las integrales de cada una de ellas.

b) Laintegral indefinida de un cociente de funciones no coincide con el cociente
de las integrales de cada una de ellas.

3
a) szdx=x+k
3 —>Jx2dx¢jxdx-dex

2 4
XdX:XeJ'xdx-dex:X—kk
2 4

b) J1dx:fxdx:x+k
X dex

x? X
, [de - - 7dX¢7
xdx:X——>7: > +k=1+k JXdX
2 xdx X
2

cos x
Calcular dx.
sen® x

(Castilla y Ledn. Junio 2002. Prueba A. Cuestion 3)

Jcosx dx = —1 K
sen’x 2 sen’ x

Calcula J(Zx —3) tg (x*> —3x) dx, siendo tg la funcion tangente.

(Andalucia. Septiembre 2006. Opcion A. Ejercicio 2)

(2x —3) sen(x? — 3x)
cos(x? —3x)

f(z><—3) tg (x* —3x) dX—J dx = —In|cos (x* = 3x)| + k
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Integrales indefinidas

054 | Sealafuncion f(x) = 26X . Encontrar una funcion primitiva de f.
x* +1

(Asturias. Junio 2002. Bloque 4)

j 26X1d>(:3f 22X1d)<:3|n\x2+1\+/<
X+ X°+

055 | Calcular JX dx .

V14 2x?

(Castilla y Leon. Septiembre 2002. Prueba A. Cuestion 4)

deXJJ“XdX:R/—sz k
V14 2% 4 ) 14247 2

X+ 4
N1—x?

(La Rioja. Septiembre 2003. Propuesta A. Ejercicio 4)

X+ 4 J X J 1
dx = X+ 4| ——dx =
j\/1—x2 NA NT—x?
= 1—x* +4arcsen x + k

056 | Calcula la integral indefinida f dx.

057 | Calcula: 3x+4 dx
X241

(Andalucia. Aho 2007. Modelo 5. Opcién B. Ejercicio 2)

J3X+4dx—J 3 dx+4j ! dx:iln‘x2+1‘+4arctgx+k
x*+1 x? 41 x? 41 2

058 | Calcula la primitiva de J)H;/; dx.
X

(Castilla-La Mancha. Septiembre 2005. Bloque 2. Pregunta A)

j xx

XZ

dx—j]dx—kj ] dx:ln‘x‘—i—i-k
X

Vi Vi

dx en funcién del valor de A.

059 | Calcular la primitiva que sigue: j 2x + A
x> +4

(Pais Vasco. Julio 2004. Bloque D. Cuestion D)

J2X+AdX:J 2 dx+AJ L dx:ln\x2+4\+2A~arcrgi+k
x>+ 4 x* 44 x4 4 2
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060

061

062

063

SOLUCIONARIO 1 1

Una funcién y = f(x), con x > —1, tiene por derivada: y' = ,donde a

14+ x

es una constante. Determina la funcion si, ademas, sabemos que f(0) =1y f(1) = —1.

dx=aln|l k -
14+ x X ‘+X‘+ - f(1):—1—>a|n2+1=—1—>a:—2

fO)=1—=alnl+k=1=k=1
f(X)—J
In2

Por tanto la funcion es f(x) = l_—z In \1 + X‘ +1.
n2

Calcular la primitiva de la funcién f(x) = (x> + 1)7'x que seanulaen x = 2.

(Extremadura. Septiembre 2002. Repertorio B. Ejercicio 4)

F(x) = j(xz +1) 'xdx = J
In5

f(Z):O%%In\H—Zz‘—f—k:O—)k:—T:_In\/g

5 dx:ilnh—l—xz\—kk
x°+1 2

- F(x):%ln‘]-ﬁ-xz‘—lm/g

De la funcién f: (—1, +0) — R se sabe que f(x) = ﬁy que f(2)=0.
X

a) Determinaf. +

b) Halla la primitiva de f cuya grafica pasa por el punto (0, 1).

(Andalucia. Aiio 2004. Modelo 6. Opcion A. Ejercicio 1)

a) f(x):J 3 =3 +k
(x +1? X+ 1

f(2):0—>%3+k:0+k:1—>f(x):

-3
X +1

+1

X +1

b) F(x)—ﬂ_s+1]dx_—3|nx+1+x+k

1
Calcular la primitiva de la funcién f(x) = (x + 1)°x 2queseanuleenx=1.

(Extremadura. Septiembre 2005. Repertorio A. Ejercicio 4)

1
2 (x +1)° e 2
(x + 1)°x de:f dx=2J(r2+1)2dt:2[++t]+k:
J X t 5 3

t=vx

dr=—1

Wx
Wy 2l
= 5X + ; +x +k

5 3
31 2J7+23x +\/;_%1

/:(]):0_>£+£+1+k:0—>k:——%/:()<):
5 3 15 5

dx
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Integrales indefinidas

064

065

066

Determina la funcion f: R — R sabiendo que su derivada segunda es constante
e igual a 3 y que la recta tangente a su grafica en el punto de abscisa x = 1 tiene
de ecuacién 5x —y — 3 =0.

f"(x)=3

f(x) = Jf”(x) dx = J3 dx = 3x +k

f(x) = jf'(X) dx = J(3X +k)dx = % X + kix + k,

La recta tangente en el punto de abscisax=Tes y = 5x — 3
— La pendiente esm = 5.

Parax=1—y=5-1—3=2— Lafuncidn pasa por el punto (1, 2).
fl=5-3+k=5->k=2

f(1)=2—>%+k1+k2:2—>§+2+kz:2%kz:—%

f(x)= 3 +2x L
2 2

Halla una funcién polinémica de tercer grado f(x) que cumpla simultdneamente
las siguientes condiciones:

« Suderivadaes f(x) = x* —3x.
« Elvalor del maximo relativo es el doble del minimo relativo.
X 3x?

f(x) = jf’(x) dx = J(xz —3x)dx = +k
3 2

Calculamos su maximo y mfnimo relativo.

27 -9

x=0->f0)=k

Imponemos la condicion.

f<0)—2f(3>+k—229+k]+k—9
3 2

fn=22-2 4o
3 2

De una funcion derivable se sabe que pasa por el punto (—1, —4)
y que su derivada es:
2—x six<1
fi(x) =
(x) X si x >1
X
a) Halla la expresion de f(x).

b) Determina la ecuacion de la recta tangente a f(x) en el punto de abscisa x = 2.



067

SOLUCIONARIO 1 1

2
2x—%+k1 Six <1

a) flx)=
In x|+ k, six >1
Como pasa por el punto (—1, —4):
)= =4 —> -2 k= —4 o = —=
2 2
Como existe la derivada en x = 1, necesariamente la funcion es continua
y derivable en dicho punto.
im F() = lim f(X)%Z—%—%:O—FkZ k=0
x—1 x—1"
x> 3
- =2 six <]
La funcién es: f(x) = X 2 2 SIS
In [x| six >1

b) Larectatangentees: y —f(2) = f(2)(x — 2)
X—2

1 1
fFQ=——>y—-h2=—(x-2)—>y=
2 Y 2 Y

Calcula estas integrales por partes.

; j o [nra J

g fomma 0 [
) |
|

(2x? + x —2)e** dx
d) farc tg x dx h) J(Zx + 3)e* dx )

nx

In(2x 4+ 1) d f) —5) cos x dx

¥ sen 2x dx Jx sen 2x dx k)

(2 4+ e*) cos (x + 1) dx

4 3 4 4 4
a) Jx3lnxdx— X lnX—dex— X lnx—x——f—kzx—lnx—i +k
B 4 4 16 4 4

u:\nx—)du:idx
X
4

dv=xdx—v=""
4

1
2x+1

b) Jln(2x+1)dx—xln2x+1—J 2 dx—xln2x+1—j[1— ]dx:
} 2x+1

=nx+1N)—>du= dx

2x+1
dv=dx—->v=x
In{2x 41
+7‘ 5 +k——[x

=xIn2x+1 - +;J|n2><+1—x+k

693



Integrales indefinidas

cos 2x 1
)] Je*sen 2x dx = —e ™~ > — Je*cos 2x dx =
u=e*—>du=—e"dx u=e*—>du=—e*dx
dVZSEﬂZXdX*)V:%SZX dv:costdxav:Sean
cos 2x 1 sen 2x 1
= —— [e‘X + fe‘*sen 2x dx]je‘*sen 2x dx =
2 2 2 2
cos 2 sen 2 1
=—e " X e x X Jexsen 2x dx
2 4
5 Cos 2x sen 2x
Jexsen 2x dx = —e ™" +
4 2 4

—X

765 (2 cos 2x + sen 2x) + k

- fe*sen 2x dx =

dx:x~arctgx7M+k

d) Jarctgx dx = x-arctng X
x> 41

u=arctg x = du= dx
X% 41
dv=dx—>v=x
Inx Inx Inx In x In? x
e) de:lnzx ——dx 52| —dx=Inx - | ——dx= +k
X X X X 2
u:\nx—)du:idx

X

dv:idx—w:lnx
X

X COS 2X sen 2x
- + + k

—X COS 2Xx Cos 2x
f) stenb(dx —O—J' ax =
2 2 2 4
u=x—-du=dx
dv:sen2xdx—>v:%szx
, —x? cos 2x
g) | x“sen2x dx = ———— 4 | X cos 2x dx =
2
u=x>—>du=2xdx U=x—>du=dx
—Cos 2x dv = cos 2x dx —sv = 0% 2

dv=sen2x dx —»v=

—x%cos 2x  x sen2x sen 2x —x%>c0s2x  xsen2x  os2x
= + - ax = + + +k
2 2 2 2 2 4
2x 2x 2x
h) J(Zx—i—?;)e“dx M—Je“ dx :%— 62 k= (x+Ne” +k

u=2x+3->du=2dx

2x

dv=e"dx —v=
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069

SOLUCIONARIO 1 1

) JX =~ +Je-de: L=k

u=x-—-du=dx
dv=e"dx >v=—e"

) J(x2 —5) cosx dx = (x* —5) senx — ijsenx dx =

U= x*>—5-du=_2xdx U= x—du=dx
dv = cosxdx — v = senx dv =sen x dx - v = —cos x

= (x?—5) sen x + 2x cos x—2J’cos x dx = (x> —5) sen x +2x cos x —2 sen x + k

2x° +x=2e* j (4x +1)e* dx— 2x* +x=2e*

3 3 t 3
U=2X"+x—2—du=(4x+1) dx U=4x+1->du=4dx

3x 3x

k) J(sz + x—2)e*dx T

e
dv=e*dx ->v=

e
dv=e¥dx -v=

1

3

3x 3x 2 — 3x 3
(4x+1e _J4e dx]: @xx—2e™  (Ax+De™ | 4 s
3 3 3 9 27

) J(2 +e*) cos(x+1)dx = JZcos (x+1) dx + Je“cos (x+1)dx=

=2sen(x + 1)+ e*sen(x + 1) — JZe“sen (x+Ndx =

u=e” —du=2e"dx
dv=sen(x+1) dx > v=—cos (x +1)

=2sen(x+ 1)+ e*sen(x+ 1)+ 2e*cos (x + 1) — 2J262Xc05 x+10)=

e”sen (x 4+ 1) 4 2e*cos (x + 1)
5

=2sen(x+1)+ +k
Utilizando el método de integracién por partes, calcule I = Jln X dx.

(Murcia. Septiembre 2002. Bloque 4. Cuestion 1)

I:JInxdx:xlnx—jdx:xlnx—x—kk

u:Inx—)du:idx
X

adv=dx >v=x

Utilizar el método de integracién por partes para encontrar una primitiva
de la funcién f(x) = x cos 3x.

(Pais Vasco. Septiembre 2002. Bloque D. Cuestién D)

chos 3% dy = Xxsen 3x _Jsen 3x dx = Xxsen 3x n cos 3x Tk
f 3 3 3 9
U=x—du=dx
sen 3x

dv=cos3x dx »>v =
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Integrales indefinidas

070

071

072

073

Aplicar el método de integracién por partes para calcular las siguientes primitivas.
a)I:Jxez"dx b)J=JX|nXdX

(Pais Vasco. Junio 2004. Bloque D. Cuestion D)

2x 2x 2X 2x
a) Jxe“dX: xe _Je =2 ¢ g
t 2 2 2 4

u=x—du=dx

2x
e
dv=e"dx —»v=

2 2 2
0 Jﬂnm:x.m_fxdx:x.m_uk
t 2 2 2 4
u:lnx—)du:idx
X
XZ

av=xdx s>v=-—
2

. 2 - .
Calcula la integral fX sen x dx indicando los pasos realizados.
™

(C. Valenciana. Junio 2003. Ejercicio A. Problema 2)

2 2 2
jxsenxdx = J’xsenxdx = —(—xcos x + J’COSXdX) =
iy iy ? s
U=x—du=dx
dv =senx dx —v =—cosx

= 3(—><cos><+.senx)+k
™

Sea la funcion f(x) = x?e* Calcular una primitiva.
(Asturias. Septiembre 2002. Bloque 4)

fxzexdx T x’e* — JZX e dx T x’e* —2Axe* — Je*dx) =

u=x>—du=2xdx U= x—du=dx
dv=e‘dx >v=¢e" dv=e‘dx>v=e"

=x%e" —2xe  + 2 +k=(x*=2x+2)e" +k

Calcula J(xZ —T)e™™ dx.

(Andalucia. Aio 2006. Modelo 4. Opcién A. Ejercicio 2)

j(x2 — Ne*dx f: —(x> =N + J2X e¥dx = —(x*> —=)e ¥ —2xe™* + JZ e dx =

u=x’—1—du=2xdx U=2x—du=2dx
dv=e"dx—>v=—e" dv=e'dxov=—e"
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075

076

077

SOLUCIONARIO 1 1

Calcular la primitiva siguiente: Jln (25 + x2) dx

(Canatrias. Junio 2003. Opcion A. Cuestion 2)

2
Jln(25+x2)dx:xln(25+x2)—J X g =
f 25+ x?
u=In(25+x*) > du= 2 dx
25+ x?
dv=dx —>v=x
:Xln(25+xz)—j[2— 20 ]dx:xln(25+x2)—J2dX+J >0 dx =
25+ x? 25+ x?

=xIn(25+ x*)—2x+10 arcz‘g%-i—k

Halla una funcion primitiva de:

f(x) = 1 +Inx
X
que pase por el punto P(e, 2).

F(x) = j[1—lnx]dx :In‘x‘—xln‘x‘—i—x—i—k
X
Fle)=2—1—e+e+k=2—k=1— FO)=In|x|—xIn|x|+ x +1
En cada uno de los siguientes casos, obtén una funcion f(x) que cumpla
las condiciones que se sefalan:

a) f(x) = x%sen x, f(0) = —1 b) f(x)=xInx, f() = %

a) szsenxdx = —x%cos x + 2chos xdx = —x?cos x + 2xsenx + 2cos x + k =

u=x*>—du=2xdx U=x—du=dx
dv = senx dx —v = —cos x cosxdv = dx — v = senx
= (2 —x%)cosx + 2xsenx + k
fO)=—-1—>24+k=-12k=-3 = f(x)=(1—x?) cosx + xsenx — 3
2 2 2
b)Jxlnxdx— X“Inx —dex— x“Inx Xk
2 2 4
u=|nx—>du=idx
X
2
dv=xdx—v=""
2
1 1 1 2| 2
=t oL k=L k=2 L= X3
2 4 2 4 2 4 4

Sea f: R — R la funcién definida por f(x) = x* sen 2x. Calcula la primitiva de f
cuya grafica pasa por el punto (0, 1).

(Andalucia. Ao 2005. Modelo 5. Opcion B. Cuestion 2)
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Integrales indefinidas

2cos 2 2cos 2 2 2
szS@ﬂZXdX_XCO;X+jXCOSZXdX_XC(;5 X, xse; xjsenz X gy

u=x>—du=2xdx u=x—du=dx

oS 2X sen2x

dv=sen2x dx —v = dv=cos2x dx —>v =

X2cos 2x xsen2x cos 2x (1—2x?%) cos 2x Xxsen2x

=- + + = + +k
2 2 4 4 2
92
f(O):WeiJrk:]—)k:i—n‘(x):(] 2x)cost+xser72x+i
4 4 4 2 4

078 | Obtener la expresion de una funcion f(x) sabiendo que f(x) = (x + 1)e**

5
ue f(0) = —.
yq 2

(x +Ne* Je“ (x+Ne e (x+1e*
- | —d=— — 4 k="
2 2 2

u=x+1-du=dx

j(x + Ne*dx =

2x
dv=e"dx »v=

2x
0= oL dk= k=1 )= 2V 4y
4 4 4 4

079 | Dada la funcién f(x) = (2x + 1e"**+*) determina la funcion g(x) tal que g'(x) = f(x)
(es decir, una primitiva de f(x)) y que su grafica pase por el punto (0, 2).

glx) = J(ZX + e’ Hdx = e +k

g0)=2>1+k=2—>k=1-gx) =" +1

080 | Halla la expresion de la familia de funciones tales que la pendiente de las rectas
tangentes a sus graficas en cualquier punto viene dada por m = (2x + 3)e*~.
Determina, entre todas ellas, la que pasa por el punto (0, 1).

La pendiente de la recta tangente es el valor de la derivada

de la funcion.
2x 2x 2x
F(x) = j(ZX +3)edx = Lx+3)e” Je“dx _@x+3e” &7 +k=
2 2 2
u=2x+3->du=2dx
dv=edx—>v= e
2x
- +23)*e + k= (x+ e +k

FO)=1=1+k=1—=k=0 — Lafuncién pedida es F(x) = (x + 1)e*.
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086

SOLUCIONARIO 1 1

Calcular J1 dx .
x(x+1)

(Castilla y Leon. Septiembre 2008. Prueba A. Cuestion 4)
1 1 1
J dX - J[ -
x(x+1) X x+1

Calcula la siguiente integral indefinida: j

]dx:lnx—lnx+1+k

dx

x* =1
(Navarra. Junio 2005. Grupo 2. Opcién C)

|l
x- =1 x—1

Calcule j .
x* —4

(Murcia. Junio 2003. Bloque 4. Cuestion 1)

f 1 J1 1 1
ax = |— —
xt—4 4({x—2 x+2

Calcular la integral indefinida _x
(x =12

]dx—lnx—1—lnx+1+k
x+1

]dx: In|x — 2| =In|x + 2| p

(La Rioja. Junio 2004. Propuesta A. Ejercicio 3)

f 1
(x =1

Calcular la primitiva que sigue: J

—1
x—1

dx + k

2dx

X —X

(Pais Vasco. Junio 2005. Bloque D. Problema D)
2 1 1
J dx = J -—+ +
X x+1 x-1

Calcula las siguientes integrales de funciones racionales.

- ]dx:—2|nx+|nx+1+|nx—1+k
X —x

a) JX+3dx e)JX_Z dx
x* —x
J2x+3 o Jx+2 "
2x +1 x* —1
C)J )J’ ! dx
X2 4 x—=2 9 x2 49
d)f x =1 h)J 12 dx
x? —1 x4+ 4x* +x—6



Integrales indefinidas

e

]dx—x+4|nx—1+k

J2X+3 J[+ ]dx_x+|n2x+1+k

2x 41

J J[ ]dxlnx—W—Inx+2+k
X +x=2 X*-I X4 2

JS);_1 J[ 3 ]dx—zlnx— |+3In|x+1]+k
X =1

jx—z H ] — Zinfx =1+ 2In x|+ &
x*—x x—1 X

Jx+2 J[ ! dX:iln\xq\—iln\XnLﬂnLk
X —1 20—1)  2(x+1) 2 2
J fiarctg——i-k

x*+9 3 3

J dX—J[ b4 & ]dx-

X +4X +x—6 X —1 X+ 2 x+3

=Infx—1=4In|x+2|+3In|x+3|+k

087 | Halla estas integrales de funciones racionales.

a) ;dx f) X ax
2 4
X —5x+6 x* +1

xt —x3 —x—1dX

x3 —x?

2x +5
x+3)3

| J
J J
| 52

(x +1)?

1 dx = [ L 12]dx|nx—3—lnx—2+k

X4+ 3 X —1
7

———— = W[ —3]dx—7|nx+3—3|nx—1+k
X +2x—3 4{x+3 x-—1 4 4

HdX—JW[ > ]dx—slnx+3—]|nx—1+k
4 4 4
3

2X+8dx—J[ _ ]dx—Slnx—Z—lnx+2+k
x°—4 xX—2 x4+2
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089

090

SOLUCIONARIO 1 1

2
e)f X dX:J[X+4+ 16 ]dx=x+4x+16|nx4+k
x—4 x—4 2
f)f al dx:iarcrgxz—kk
x* 41 2
xt—x = x+1 1 X2 1
)j X—J[X—JdX=++k
E x> —x? X2 2 X
3 —1 3 3 1
h)f X 4dx=J[ —+ - —+ ]dx:
(x+1) (x+7 (x+7 (x+1) X +1

1 3 3
= - + +Inlx +1|+k
3x+10° 2x4+17 0 x+1

i)J2X+5 dx:J[ ~! + 2 de:] — + k
(x +3)° (x+3°  (x+3) 2Ax+37  x+3

j)j 2 dx_ﬂ 2 42 ]dx_ 2 ohnfx 14k
(x+77 (x+1%  x41 X41

Halla la integral indefinida J'21 dx.

X+ x—6
(Navarra. Junio 2007. Grupo 2. Opcion C)

J1dX:J]
X+ x—6 5

Calculese J1 dx.

x2 4+ 4x +13

1 1 ]dlenx—2_lnx+3+k

X—2 x+3 5 5

(Castilla y Leon. Septiembre 2005. Prueba B. Cuestion 1)

j1dX:J1dX=1[1dX=
x>+ 4x+13 (x+2°+9 9 ) (x+2)

—;Jldx—;arcrg[x;_z]—kk
[Xiz] +1

Calcular . S dx
x> 4+3x—10

(Canatrias. Septiembre 2004. Opcién B. Cuestion 2)

JSXdX:J][E)—I—]S]dX:6Inx—2+15|nx+5+k
x> +3x—=10 7\x=2  x+5 7 7
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Integrales indefinidas

091

092

093

094

095

702

dx
Calcule [———.
x2 —5x+6

(Murcia. Septiembre 2003. Bloque 4. Cuestion 2)

jz]dx:” I de:lnx—S—lnx—2+k
Xx*=5x+6 X—=3 x=2

2 — —
Calcula JM) dx.
x? —25

(Andalucia. Septiembre 2006. Opcién A. Ejercicio 2)

2_ p—
j5x 5x — 160 dX:J[S_ R P
x* =25 x—=5  x4+5

:5X—6|n‘x—5‘+ln‘x+5‘+k

. 3x3 2 —10x +1
Calcula IalntegraIJ' X+ x X+ dx.
x2 —x—2
(Andalucia. Afio 2005. Modelo 2. Opcion A. Ejercicio 2)
3 2
jsx + 37 —10x + 1 dx:ﬂ3x+4+ 33 ),
X2 —x =2 X—2 x+1
3x?

:T+4x+3|n\x—2\—3ln\x+1\+k

Calcular la integral J dx.
X

(Murcia. Junio 2008. Bloque 4. Cuestion A)

35,2
szde—J[X_ ! _ ! dX:
X2 —2x+1 x—=1% x—=1
X2

:——l—;—ln\x—]H—k
2 X —1

39,2
Calcular j X2 kX

x* —3x+2
(Canarias. Junio 2006. Opcion B. Cuestion 1)
392
jx 2x +X+1dx:ﬂx+1+ 31 )y
x? —3x 42 x—2 x—1

XZ
:7+X+3In\x—2\—ln\x—1\+k
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099

SOLUCIONARIO 1 1

dx .

241
Calcula la siguiente integral: X+
x*+4

(Castilla-La Mancha. Septiembre 2006. Bloque 2. Pregunta A)

3 —
JX-H dx—J[X+1 4X}dx—
X +4 X’ +4

2
:Jx—f— T =X +iarctgi—2|n\x2+4\+k
X*+4  x*+4 22 2

Se consideran las funciones reales f(x) = 12x> —8x? + 9x —5
f(x)
g(x)

y g(x) = 6x? —7x + 2. Calcular la funcién H(x) = J dx que cumple H(1) = 1.

(C. Valenciana. Junio 2007. Bloque 3. Problema 1)
3 g2 _ _
H(X):Jm 8% + 9x 5dX:J2X+1+ 1267 )
6x° —7x+2 6x2 —7x+2
=x>+x+1In 6x2—7x+2‘+k

Calcula I = J dx haciendo el cambio de variable t = e*.

2—e”
(Andalucia. Aio 2007. Modelo 4. Opcion A. Ejercicio 2)

I_J 2 dX_J 2 .dt_J[1 +1]dt:
2—e 2—t t 2—t t

t=¢e"
dt = e*dx

=np—t/+Inft[+k=In2—e|+x+k

Sea laintegral je“ sen e* dx .

a) Intégrala mediante el cambio t = e*.

b) Calcula la constante de integracién para que la funcién integral pase por
el origen de coordenadas.

(Aragon. Junio 2002. Opcion B. Cuestion 3)

2
a) Je“sen erdx = Jt sent dt = Jtsemdt T —tcost + Jcosrdr =

t

r=e" u=t—du=dt
dt = e dx dv =sent dt —v =—cos t

= —tcost + sent + k = —e*cos e* + sene* + k

b) f(0)=0— —cosT+senl+k=0— k =cos1—senl
— f(x) = —e*cose* — sene* + cos1+ sen
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Integrales indefinidas

100 | SeaIn x el logaritmo neperiano de x y sea f: D — R la funcién definida por

f(x) = ﬁ . Usa el cambio de variable t = In x para calcular una primitiva de f.
x(In x

F(X)=J1dx:J1dt:_1+k:_1+k
(Inx) t? t

x (In x)?

dt =—dx
X
101 | Considera la integral jcosx dx .
(sen x)?

a) Calcularla realizando el cambio de variable sen x = t.
b) Calcula la misma integral pero haciendo el cambio de variable tg x = t.
c) ;Se obtiene el mismo resultado? Justifica la respuesta.

a) J“’”dx— det—_]+k—_1+k
(sen x)* t3 2t 2 (sen x)?
t=senx
dt = cosxdx
b) J cosx de1de]dr]+k_]+k
(senx)? tgx sen’x I 212 2 (tg x)?
t=tgx
dat= ! dx
cos’x
9 —1 +k:—coszx+kzsen2x—w+k:
2 (tgx)’ 2 sen’x 2 sen’x
1 1 —1 1 —1
=—- +k= +—+k= +K
2 2sen’x 2sen’x 2 2 sen’x

Los resultados solo difieren en una constante por lo que obtenemos la misma
integral.

102 | Halla, realizando un cambio de variable, las siguientes integrales.

a) Jcosx sen®x dx e) Jx\/ X+ 1 dx i) jcoszx sen®x dx

Jsen X
xin 1+ x%) x? —1 cos x
Jln 2x_ Jcos X senx dx JX + NeX’ 3% dx
sz senx? dx h) Jsenxe“’” dx 1) Jcos x sen® x dx



Q
=

b)

@)
~

o

)

o
-

>

)

0 Jcoszxsen3xdx = J—IZU —t)dr = —? 4+ —+k=

4
Jcos xsen’xdx = JF dt = % +k=

t = senx
dt = cosxdx

SOLUCIONARIO 1 1

sen*x
4

+k

Jxln(]-}-x))dx:;Jlntdrzi(tlnr—t)-i-k:

t=1+4x%

dt =2x dx

= {1+ KN+ )= (1457 +k

X

t=In2x

dr = d«
X

2 2
Jlnzxdx—jrdr—tzjtk—ln (¥ 4y

2

J2xsenxzdx = Jsenrdr = —cost + k =—cosx* + k

t=x’
dt =2x dx

JX\/X—‘,-] dx = J2(t2—
t=yx+1->1—1=x

2t dt =dx

= X—H[

J 2x dx—j1dt—
x> =1 t t

t=x-1
dt =2x dx

2

1)t2dt:£t5——t3+k:
5 3

2Ax+1?2 20+

+k
5 3

Infe] + &k = In|x> =1+

¢ o3
Jcoszxseniizdr: ; L

t=cosx
dt = —senxdx

Jsenxecosx ax = J_efdt — _er + k = —p0sx + k

t=cosx
dt = —senxdx

t = cosx
dt = —senxdx

e cos’x . cos’x
B R
5 3 5

705



Integrales indefinidas

3 2 _ 2 2
I Jse’” dX—JI 1dt:t——ln\t\+k:COSX—'“\COSXHk
cos x t 2 2

t=cosx

dt = —senxdx

t t X 43x
K J(x2+1)e”3xdx_jedt_eg—i—k_ ¢ ik

3 3
t=x>+3x
dt =(3x* +3) dx
8 6 8 6
) Jcossxsenm:jwwf:fuk:mmuk
8 6 8 6
t = cosx

dt = —senxdx
103 | Resuelve utilizando un cambio de variable.

2
d
a')J4+x2 * jJ
x(x + 5)"° dx th 2x dx

dx Jcotg — dx

e dx i)

X J (e +1)° dx

J 2 dx—J ] dt:arctgH—k:arctgi-i-k
4+ x? 14 ¢ 2

b) Jx(x +5)%x = J(r —5t"%t = J(r” — 5 dr =

f=x+5->t-5=x

=dx
12 1 12 1
_ At +k:(X+5) _ 5(x+5) K
2 12 11
) JW; dx—ergrdr——zmcosr+k——2|n&+k
Jx
t=x
1
dt= d
e
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SOLUCIONARIO 1 1

t t 3x%
d) Jxe3xzdx:Jedt:e+k=e +k
t 6 6 6
t=3x?
dt = 6xdx

J\/i dx—J 1 dt=%arc5€nt+k=%arc5enx2+k

t=x*
dt =2x dx

J\/]—x Z‘_L\F Vi +k==V1-x +k

t=1—x
dt =—2x dx

9) thb(dx— J’; dr:%ln‘t‘—l—k:?ln‘mﬁx‘—i—k

t=cos2x
dt =—2sen 2x dx

h) Jcotg;(dx:fsdt:SInt—l—k:SIn
R

sen i‘4—/<
5

X
t=sen —

dt:icos Xy
5

JXA‘ dx—]J1dt—]arcsent+k—]arcsenx5+k
V1—x"° bslvi-¢ 5 5

t=x°
dt = 5x*dx

h) JeX (e +1)° dx:J\/tTdt:E\/t_S+k=§\/(ex+1)5 + k

t=e"+1
dt = e*dx

. . 2
104 | Calcula la siguiente integral: J dx
1+x
Indicacién: Puede ayudarte realizar un cambio de variable adecuado.
(Castilla-La Mancha. Junio 2007. Bloque 2. Pregunta A)

4t

=2 dr=|a——"|dr=at—4n|i+t|+k=4Vx —4In[1+x |+
J1+fxﬁj+r [ 1+] el o]
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Integrales indefinidas

105 | Resolver la integral indefinida:

J dx
X+T14+Vx+1
dedx_JZdrjzdt_
X+ T+x+1 ?+t t+1
t=vx+1
dr=—21 &
2N x+1

106 | Calcula estas integrales.

2 J3—5+7d o dex
x> —4x* 4+ 4x J1—9x2
J f) dex
V1—9x* V14 x?
Z_
J3X 7X+4d g)j 1—x%dx
2x —3
X
d) h)J dx
.[9+4x J1+4 x
2 _
a) JSX X+ dx—J ° + > +L dx =
x> —4x%* + 4x 20x =27  4(x—=2) 4x
= =9 +£|n‘x—2‘+lln‘x‘+k
2(x —2) 4 4
_ _ _ 2
b)J X dx:% 18 4o N1
1—9x° 18 ) J1—ox? 9
2_
9 dex—j[%_ﬂ] b
2x —3 2 4 4(2x — 3)
2
=3 X D inax =3k
4 4 8
d)J 2 dx—J’zdx—1arct92X+k
9+ 4x° 94 (2x)? 3 3

e) JS dx = SJB dx = % arcsen 3x + k
]_

V1—9x? 3 (3x)?
f) JX d =1+ x> +k
14 x?
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SOLUCIONARIO 1 1

) J\/] —x? dx = ﬁ/] —sen’t costdt = Jcoszrdr T costsent + jsenztdt =

t=senx u=cost = du=—sent dt
dt = cosxdx dv=costdt—v=sent

= costsent + JU — cos’t)dt = costsent + t — cos’tdt

costsent +t xNT1—=x? 4+ arcsenx
N jcosztdt: + +k= +

+k

2
J\/]j—x di_‘i\/— J\/—df Jﬁ %\/TT72\/?+/<:

t=1+x
dt =dx
=14 X [M_z]_'_k
3
Halla las siguientes integrales.
x3 4+ 4x> —10x + 7 1
a) dx e) | ———dx
J x> —7x —6 xNV1—x
J dx f) Jx-’_sdx
x2 —7x+10 4x* + 8
J 2 jsen 2x + cos x
X g) —— dx
2 cos x
er
d)J2x+1sen 2x2 + 2x) dx h) de
1+ e
a)Jx+4x—10x+7d_H+ 2 5. 7]dx:
X —7x—6 X—3 X +1 X+2

:x+2|n‘x—3‘—5|n‘x+1‘+7|n‘x+2‘+k

b)J 1 dx J[ ! — ! ]dx:1lnx—5—]|nx—2+k
x> —=7x410 3(x=5)  3(x—=2) 3 3

3x 3
c)J 2 dx:1J ! dt:1j[tz+4t+16+64]dr:
2 —4 In2J)t—4 In2

t=2"
dt=2"In2dx

= 12[ +2t2+16r+64|n\t—4\]+/<_
n

3x
2 0 16 2 eI (2 —4)| 4k
In21{ 3

d) J(Zx + ) sen (2x? + 2x) dx = ;J(4X +2) sen (2x* + 2x) dx =

_ —c0s (2x7 + 2X)

= + k
2
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Integrales indefinidas

e) J]dx—J =2 dt—j il dr—j L
X 1 11—t 1+t

VT—x

RPN
=infi—t|=mfi+t|+k=mf-VT=x|=Infi+ 1= x|+«

JX_FB dx_]J 2x dx_l’_]J 3 dx =
x* 42 4 ) x*+2

4x* 4+ 8 8

:lln‘x2+2‘+iarctgi+k
8 a2 J2

9 Jsen2x+cosx dX_stenxcostrcosx dx—J(Zsenx+1)dx—

CoS X COS X
= —2cosx + X + k
2x
h)J e dX—J t dr_er—der_
T+ e T+t T+t

t=¢e"
dt =e*dx
—t—Infi+t|l+k=e —Infi4+e"

108 | Calcula estas integrales.
dx

xy1— Inx)2

g
jsecx dx J 1+
o |V
0 |

jcosec X dx

j ¥ =5 (Qx —5) dx ver —1dx
9 J senx sen2x
1+cosx 14 cos®x
1 —1 1 1
Jcosecxdx—j dx—J' dt=——Inf+t|+=In—t|+k=
senx 1— ¢ 2 2

t = cosx
dt = —senx dx

b) Jsecxdx—J 1 dx—J L P L T
cos x 1—t? 2 2

t = cosx
dt = —senx dx

—iln \1 + COSX‘ + iInh — COSX‘ + k
2 2

iIn‘1—|-sen>(‘—%ln‘1—5enx‘—0—k
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SOLUCIONARIO 1 1

) Jexz‘SX(ZX —Sdx=e " +k
d) X —2J 1+ cosx +k
A 14 cosx
dx = arcsen (Inx) + k
Jx\/ (Inx)?
3x _p—2x
f) JH—e dx:de—kJexdx: € +ef+k
eZX er 2
2 2
9 J e —1dx J(r+1 Jedt = —rz + U k=
t=e"—1
dt = e*dx
= e 1[2(eX —1? +£(ex 1)]+k
5 3
h J sen2x dX_stenxcosx dx——J —25enxcos x dx:—zln‘H—cosszk
14 cos?x 1+ cos’x 14 cos?x
109 | Calcula el resultado de las integrales.
5e* —e*
(x —2)e¥ dx
e
J Jsen X dx
Inx
2
J (in ) +X a) Jcos X dx
d) J(In X) Jsenx cos x dx
3x ] 3x e > 1 3x e3x
a) [(x—2)e¥dx = —(x —2)e* — dx = —(x —2)e* — +k
3 3 3 9
U=x—2—du=dx
dv=e"dx v = "
J 21\/ Inx) +k
JInx
3
Jlnx J(Inx) d+JdX=(lnX) x4k
X 3
Jlnxzdx— xlnx—x)lnx—J(Inx—])dx:
u—Inx—)du——
X
dv=Inxdx >v=xInx—x
=xInx—x)INnx—xInx+2x+k=x(nx?*—2xInx +2x +k
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Integrales indefinidas

2x_ X _
e)JSe e c/x=J5r 1dr:j 2 dr+J 3 =
e —1 =1 t—1 t+1
t=¢e"

dt =e*dx
=2Inft=1+3nft+1+k=2In

) JSQHszXZJ]_COSZX dx:lf sen2x K
2 2 4
9 Jcoszde_J1+coszx dx:i sen2x fk— X + senxcos x Tk
2 2 4 2
2
h) Jsenxcosxdx - X + k
110 | Determina estas integrales.
Jz* cos x dx e) Jsen2 X cos X dx
In 3
LS f) |sen®x cos x dx
X(Inx —1)
Jcos (In x) dx 9 Jsen3x dx
d) jsen Jx dx h) Jcoﬁx dx

a) JZ*cosxdx =2"senx—In 2f2xsenxdx =2"senx+In2-2*cos x —(In 2)2J2Xcosxdx
u=2"—du=2"In2dx u=2"—>du=2"In2dx
dv = cosx dx — v = senx dv =senx dx — v =—cosx

2 senx +1In2-2*cos x
14 (In2)?

szcosxd =

b)meH b JH'SdtH-‘“nf_ 1|4k =lnlx|+4Infnx—1]+k
x(nx —1) t
t=Inx
adx

dt =—
X

Q) Jcos (In x)dx = Je‘costdt

t=Ihx—->x=¢
dx
dt=—
X

Je[cosrdt =e'sent — Je‘sentdr =e'sent + e'cost — Je‘cosrdr

u=e' sdu=e'dt u=e' —du=e'dx
dv=costdt >v=sent dv=sentdt—v=—cost

Jcos (Inx) dx = Jelcos tdt =

e'sent +e'cost k= xsen (Inx) + xcos (In x)

2 2

+k




111

SOLUCIONARIO 1 1

) Jsen\/;dx = 2Jtsentdt T 2| (—tcost + Jcostdr) =

t=~x u=t—-du=dt
dt = ax dv=sentdt—v=—cost
Wx
:—2tcost+25ent+k:—2\/;c05\/;+25en\/;+k
3

sen’x
sen’xcosxdx = + k

sen’x

J| 3
Jsen XCosX dx = T+ k

sen’x dx = j 1— cos’x) senx dx = Jsenxdx — Jcoszxsenxdx =

cos®x

fcosx+T+k

cos’x dx = f — sen’x) cosxdx = fcosxdx — Jsenzxcosxdx =

3

sen’x
= senx — + k
Calcula:
a) Jx sen (In x) dx d) j(cos2 X — sen x cos® x) dx
cos X — sen x
b) th x sec? x dx J dx
cos®x cos? x sen x + cos x sen’ x
—dx dx
sen x sen x
x? 1
a) | xsen(nx)dx = —sen (nx) —— | xcos (Inx) dx =
2 2 }
u:sen(lnx)—)du:de u:cos(lnx)%du:wdx
x* x? "
dv:xdx—)v:de dv:xdxev:de

x? x° 1
= —sen(Inx) — —cos (Inx) — — | xsen (Inx) dx
2 4 4

2 2

ijsen (Inx) dx = X?sen (Inx) fXTcos (Inx) + k

2x%sen (Inx) — x?cos (Inx)
5

+k

- sten (Inx) dx =

b) thxseczx dx = J X g = ! +k
cos’x 2¢0s°x

3 _ 2 2 2
o} JCOSX dx:J(1 r) dr:ln\t\—%—kk:ln\senx\— ser;X +k

senx t t

t=senx
dt = cosx dx
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Integrales indefinidas

d) J(cofx — senxcos’x) dx = Jcoszx dx — Jsenxcoszx dx =

3
dx—jsenxcoszxdx)z(-i-m—i-czﬂ-i-k

. jW+c052x
4

2

e) JCOSXzseﬂX dX_JCozSX dX_JSE;]X dx = SEHX;COSX iy

2 2
cos’xsenx + cos x sen°x
f) J ax = J(Coszx+ cos xsenx)dx =
senx

1 2
= Jcoszxdx + Jcosxsenxdx = J—FCZOSX ax + Jcosxsenxdx =

X . sen2x  sen’x

==+ + +k
2 4 2
4
112 | Hallar todas las funciones f cuya derivada es f'(x) = LX-H
x* 4+ x
4
f()<)=jx+x—H X:J’xzquhLT 1 dx =
x* 4 x X x4
X

:————o—x—t—ln‘x‘—ln‘x—s—]‘—»—k
3 2

113 | Obtener razonadamente la siguiente integral:

ax—1_
(x+1>+1

j 4x =11 dx:J‘“_]Sdr:J 4t dtj 15
(X141 241 41 41

t=x+1
dt = dx

=2In|e +1|=15arctgt+k = 2In|(x + 17 +1| =15 arctg (x + 1) + k

114 | Dadas las funciones reales f(x) = 4x% 4+ 2x + 10y g(x) = x> + x> + 5x + 5.

f(x)
g(x)

Calcular la funcion H(x) = J dx que cumple H(0) = 0.

2
H<X):J 4x7 +2x +10 dX:J[ 2 ]dx:
x4+ x*+5x+5 x+1 x*+5

:2|n‘x+1‘+|n‘x2+5‘+k
HO)=0—>IN5+4k=0—>k=—-In5>HKX)=2In(x+D+In(x>+5—In5
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116

117

118

119

SOLUCIONARIO 1 1

3 _ 0gy2
Calcula la integral J 29X +9x+6 dax.
x> —5x+6

(Castilla-La Mancha. Junio 2008. Bloque 2. Pregunta A)
3042
ﬂ”_jzx 9x+0x+6dX_J2X+1+ T
x*—=5x+6 Xx—3 x=2
:X2+x+6ln‘x—3‘—4|n‘x—2‘+k

- A 1
Calcular la siguiente primitiva: JZ dx donde se supone
que a no es cero. x* —(a+Nx+a

(Pais Vasco. Junio 2008. Bloque D. Cuestion D)

« Sia=1:
1 1

J1dX:J a, a- dX:J L (L N PO
X —(a+Nx+a x—1 X—a a—]Lx—a X —1

= (n|x—a|=In|x=1)+k
a—1

«Sia=1:

J1m=j LIV Y
X2 = 2x+1 (x =17 2Ax =1

3 2 _
CalcuIaJX +2x" —2x+3 dx.
x? —1

(Andalucia. Ao 2002. Modelo 1. Opcion B. Ejercicio 2)

3 2
JX + 2 2X+3dx:Jx+2— 3 + 2 dx
x? =1 x+1 x—=1

2
:X?+2x—3|n\x+1\+2|n\x—1\+k

2 —
Resuelve _x=2 dx.
x3 —3x+2

(Castilla-La Mancha. Septiembre 2002. Bloque 2. Pregunta A)

J%—zdx_ﬂr Lo 2

x> —3x+42 9 (x—0 3 (x—=10 9 (x+2)
=Dy -1+ — 1

9 )

+£|n\x+2\+k
3(x— 9

2 _
Resuelve X1 dx.
x(x2 +1)

(Castilla-La Mancha. Junio 2001. Bloque 2. Pregunta A)

JX2_1 dX:J[ 2x 1]d)(:ln)(2+1|ﬁX+k
x(x? 41) X +1 x
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122

123

124

716

;Existe alguna primitiva de la funcion f(x) = x ' que no tome ningun valor positivo
enelintervalo 1 <x < 2?

(Extremadura. Junio 2004. Repertorio A. Ejercicio 1)

Las primitivas de f(x) = x~' son: F(x) = Jx“dx = J1 dx = In|x| + k
X

Por ser F(x) una funcién crecienteen (1,2) - 1 <x<2 = k< F(x)<In2+k
Para que F(x) no tome valores positivos > N2+ k<0 — k< —In 2.

La funcién primitiva F(x) =In M + k toma valores no positivos en el intervalo
[1,2] cuando k < —In 2.

X +1

x3 4+ x> —6x ax.

Resuelve J

(Castilla-La Mancha. Junio 2000. Bloque 2. Pregunta A)

j X+1 dX:J 3. v 2
x>+ x? —6x 10(x—=2) 6x 15(x+3)

=iln\x—Z\—iln\xHiln\x-kﬂ+k
10 6 15

X+ 2

—dx.
x> —4x* + 4x

Resuelve J

(Castilla-La Mancha. Septiembre 2001. Bloque 4. Pregunta A)

J X+2 dX_H 2 +1]dx_
x> —4x? 4+ 4x (x =27 2zx—2) 2x

S —iln‘x—2‘+7ln‘x‘ +k
xX—2 2 2

Calcular las siguientes integrales.

a) [@x =1 xdx b | =X
14 4x?

(Canarias. Septiembre 2008. Bloque 2. Opcion B)

2
a)j(ZX—DInXdx:(xz—x)lnx—J(x—Ddx:(xz—x)lnx—X2+x+k

_ 2
b)J T—x dx:J[ 1 X ]dX:arcrg2X_|n1+4x+k
14 4x° T+ 207 144X 2 8

541
Calcular la integral X+ dx.
x*+1
(Murcia. Septiembre 2008. Bloque 4. Cuestion A)
3 2 | 1 2
jX—de:jx— al + ] dx:X——M—i—arctgx—kk
X2+ 1 X H+1 0 X241 2 2
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. In x
Calcular la integral Jz dx.
X

(Castilla y Leon. Junio 2008. Prueba A. Problema 2)

Inx Inx Inx
J ax = ——+ —dx—————
x? X x° X X
u=Inx —>du=—dx
dv=—dx>v=—"-
X X

PREPARA TU SELECTIVIDAD

X

Dada la funcion f(x) =2 .
\N5x2 —4

(Cataluna. Septiembre 2005. Cuestion 2)

1
a) F(x)= Jf(x) dx = JX dx = J
\5x2 —4 10

b)F(1):1—>%+k:1—>k:%—>F(x):

Determina f(x) sabiendo que f"'(x) = 24x; f"(0) =
(Castilla-La Mancha. Junio 2005. Bloque 1. Pregunta B)

() = 24x = f"(x) = J24xdx =12x*+k

Como f"(0)=2—>k=2—->f"(x)=12x*+2

de fcuya grafica pasa por el punto (1, €?).
(Andalucia. Afio 2004. Modelo 3. Opcion B. Ejercicio 2)

u=x—1-du=dx
dv=e"dx »v=e¢e"

SOLUCIONARIO 1 1

k——H_lnX—i—k
X

a) Calcula laintegral Jf(x) dx. b) Hallala primitiva F de f que cumple que F(1) =

10x 1
LTIV T N ey
\V5x2 —4 5

i(x/ﬁh%

5

2; f(0)=1y f(0) =

') =12x>4+2 = f(x) = J(12x2 +2)dx = 4x3 +2x + k,

Como F0)=1—>k =1>f(x) =4x>+2x +1

F(x) = 4x> 4+ 2x+1—> f(x WX+ 2x+Ndx=x*+x>+x+k

Como f(0)=0—=k;=0—1f(x)=x*+ x> + x

Sea f: R — R la funcion definida por f(x) = (x —1)e*. Calcula la primitiva
F(x) = j(x —De’dx = (x —Ne* — Je”dx =(x—Ne"—e"+k=(x—2e"+k

Fl)=e’> > —e4+k=e’sk=e’+e o Fx)=(x—2e"+e’+e
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Dada la funcién f:[1, e] — R definida por f(x) = 1 + In x, calculese una funcién
primitiva de f(x) que pase por el punto P(e, 2). X

(Castilla y Leon. Septiembre 2004. Prueba B. Problema 2)

F(X):f[1+|nx]dx:J]dx—i—Jlnxdx:lnx—&-xlnx—x—kk
X t X

u:lnx—)du:idx
X
dv=dx >v=x

F(e):2%1+k:2—>k:1—>F(x):F(x):ln‘x‘+x|n‘x‘—x+1

Dada la funcién f: R — R definida por f(x) = Ln (1 + x?), halla la primitiva de f cuya
gréfica pasa por el origen de coordenadas (Ln denota la funciéon logaritmo neperiano).

(Andalucia. Junio 2007. Opcion B. Ejercicio 2)

2
F(X)ZJ|ﬂ(1—|—X2)dX:X|ﬂ(1+X2)—j 2x dx =
f T+ x°
u=In(1+x*)=>du= 2 dx
1+ x?

dv=dx >v=x

:xln(H—xz)—J[Z— 2 ]dx:xln (14 x%) —2x +2arctgx + k
1+ x?
F0)=0—k=0— F(x)=xIn(14+ x?) = 2x + 2 arctgx

Hallar una primitiva de la funcién f(x) = xe*.

(Extremadura. Junio 2006. Repertorio B. Ejercicio 2)

jxe*dx = xe* — Je*dx =xe* —e* +k

U= x—du=dx
dv=e'dx >v=e¢e"

X
Calcula la siguiente integral: | ———— dx
(x+1°

(Castilla-La Mancha. Septiembre 2007. Bloque 2. Pregunta A)

fXdX:j[1—1]dX:]+1+k
(x+1° x4+ x4+ x4+ 2(x+17

2x
Resolver | ——— dx..
x3 —3x2 —x+3

(Canarias. Septiembre 2006. Opcion A. Cuestion 1)

jzxdx:ﬂ— L2 ]dx:—|n\x+1\+3ln\x+3\+k
X+ 4x+3 x+1 x+3




SOLUCIONARIO 1 1

Calcular la primitiva que sigue:

Jx3+x2+1
- dx
x? —4
(Pais Vasco. Julio 2007. Bloque D. Cuestion D)
3 2
f”X“dX:Jmﬂ. L R P
x? —4 4 x=2 4 x+42

:i+x+Eln\x—2\+iln\x+2\+k
2 4 4

Calcule Xiﬁdx.
x*4+4x+3

(Galicia. Junio 2008. Bloque 3. Opcion 2)

JZXHdX:H 2 ]dX:zm\xH\—ln\xHHk
X2+ 4x +3 x+1 x+3

- . . In (In x)
Utilizando el cambio de variable t = In x, calcular jl dx
x In x

(Aragon. Septiembre 2006. Opcion B. Cuestion 2)

2 2
Jln(lnx) dX:erdt: (0, _ (nlnx)*

x Inx 1 t 2 2

t=Inx

dt = dx
X

Dados a 'y b dos nimeros reales, calcula la integral indefinida:

sen x
—dx
J (a+ b cos x)?

Presta atencidn a las posibilidadesa=00 b =0.
(La Rioja. Septiembre 2004. Propuesta B. Ejercicio 5)

oSiazOyb¢0:J X gy = ! +k
(a + bcos x)? b (a+ bcosx)
-Sia—Oyb¢O:J’ X gy = ! +k

bcos® x bcos x
-Sia¢0yb:O:Jsende——CoiX+/<

a a

+ ay bno pueden ser 0 simultdneamente, pues no existiria la funcién
que tenemos que integrar.
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