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LITERATURA Y MATEMATICAS

Nubosidad variable

A ella le gustaba inventar palabras y desmontar las que oia por primera
vez, hacer combinaciones con las piezas resultantes, separar y poner jun-
tas las que se repetian. Las palabras un poco largas eran como vestidos con
corpifio, chaleco y falda, y se le podia poner el chaleco de una a la falda de
otra con el mismo corpifo, o al revés, que fuera la falda lo que cambiase.
Alternando la «f» y la «g», por ejemplo, salian diferentes modalidades
de paz, de muerte, de santidad y de testimonio: pacificar y apaciguar,
mortificar y amortiguar, santificar y santiguar, testificar y atestiguar; era
un juego bastante divertido para hacerlo con diccionario. Algunos cor-
pifios como «filox», que querfa decir amistad y «logos», que queria decir
palabra, abrigaban mucho y permitian variaciones muy interesantes. Ella
un dia los puso juntos y resulté un personaje francamente seductor: el
filologo o amigo de las palabras. Lo dibujé en un cuaderno tal como se lo
imaginaba, con gafas color malva, un sombrero puntiagudo y en la mano
un cazamariposas grande por donde entraban frases en espiral a las que
pinto alas. Luego vino a saber que la palabra «filologo» ya existia, que no
la habia inventado ella.

—Pero da igual, lo que ha hecho usted es entenderla y aplicarsela —le dijo
don Pedro Larroque, el profesor de Literatura—. No deje nunca el caza-
mariposas. Es uno de los entretenimientos mas sanos: atrapar palabras
y jugar con ellas. [...]

Al profesor de Matematicas, en cambio, no le divertian nada estos jue-
gos de palabras, le parecian una desatencion a los problemas serios, una
manipulacion peligrosa del dos y dos son cuatro, una pérdida de tiempo.
Cuando un buen dia, sin mas preambulo, empez6 a hablar de logarit-
mos, hubo en clase una interrupcion inesperada y un tanto escandalosa.
La nifa del cazamariposas se habia puesto de pie para preguntar si aque-
llo, que oia por primera vez, podia significar una mezcla de palabra y
ritmo. Las demas alumnas se quedaron con la boca abierta y el profesor
se enfado.

—No hace al caso, senorita Montalvo. Esta usted siempre en las nubes
—dijo con gesto severo—. Le traerfa mas cuenta atender.

La nina rubia, que ya estaba empezando a pactar con la realidad y a ente-
rarse de que las cosas que traen cuenta para unos no la traen para otros,
se sento sin decir nada mas y apunto en su cuaderno: «Logaritmo: palabra
sin ritmo y sin alas. No trae cuentax.

CARMEN MARTIN GAITE




SOLUCIONARIO 1 O

Nubosidad variable !

Carmen Martin Gaite =
Nubosidad

Soffa, la protagonista y narradora de esta novela, es una variable

mujer madura que buscando un documento que le habfa
pedido su marido Lorenzo, encuentra de pronto el libro
escolar con las calificaciones del instituto y eso le hace
recordar algunas vivencias de aquellos dias y reflexionar
sobre la trayectoria que ha seguido su vida. Para ella,

«los ndmeros eran un mero dibujo inalterable y los nombres
que los designaban no daban pie a la fantasia». ;Qué queda
de aquella experiencia escolar?

Yo ahora, si digo «logaritmo», «guarismon, «raiz cuadrada»
0 «ecuaciony, veo bastoncitos grises y articulados que reptan

por la alfombra como una procesion de gusanos. "
. ANAGRAVA
Y no se atreve uno a tocarlos. Unidades, decenas, centenas, s s

millares, pi, tres-catorce-dieciséis. Dan grima. Se enredan unos

con otros, se arremolinan en mi costado izquierdo (porque ya, vencida, me he tumbado
en la alfombra), y los miro de reojo, llena de aprension, avanzar camino abajo, sortear

mi cintura, contornear mis piernas. Desplazarme tampoco puedo: estoy cercada.
Descubro que hay otra procesion de gusanos, igualmente nutrida, que baja por la derecha
mas aprisa. Estos son verdes y, al llegarme a los pies, dan la vuelta y confunden su caudal
con el del bando gris. Pero es un error optico. Pesan mas que la alfombra, y entre todos
impiden que levante el vuelo. No me dejan olvidar que estan ahi.

Los gusanos verdes son las horas muertas, las horas podridas de mi vida entera, horas gastadas
en sortear los escollos de la realidad para lograr aprobar materias que no me acuerdo de qué
trataban, en las que ni siquiera me doy por examinada, a pesar de haber lidiado tanto con ellas.
Porque lo tnico que sé de esas asignaturas es que siempre hay que estar haciéndoles frente
como si fuera la primera vez, y el miedo a suspenderlas sigue siendo el mismo. Muy parecido,
ademas, al miedo de haber perdido los papeles donde pudiera constar que se han aprobado.
Se estudiaban para la nota. No eran optativas. Aprobado en hija de familia. Aprobado

en noviazgo. Aprobado en economia domeéstica. Aprobado en trato conyugal y en deberes
para con la parentela politica. Aprobado en partos. Aprobado en suavizar asperezas, en buscar
un sitio para cada cosa y en poner a mal tiempo buena cara. Aprobado en maternidad activa,
aunque esta asignatura, por ser la mas dificil, esta sometida a continua revision. Tales materias,
sobre todo la tltima, pueden llegar a ser apasionantes. Depende de como se tomen.

Pero se parecen a los problemas de logaritmos en una cosa: en que de una vez para otra

ya no se sabe como se resolvieron, ni por qué los tenia uno que resolver.

Aunque ese profesor no quisiera explicar la etimologia
de las palabras que designan conceptos matematicos,
todas tienen su justificacion. Busca en un diccionario y=log,x
la etimologia de «logaritmo» y ayuda a la protagonista
a cazar visualmente este concepto, dibujando la gréfica
de una funcioén logaritmica.

La palabra logaritmo se debe a John Napier y estd formada X
por las palabras griegas Aoyog (logos), que significa razén 0<a<i

o cociente, y apiBuog (arithmos), nimero, y se define,

asi como un ndmero que indica una relacién o proporcion.
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Representacion de funciones

ANTES DE COMENZAR... RECUERDA

001 | Calcula estos limites.

x*—x

2_
a) lim (x* —2x+7) 9 fim X =X*1 e) lim 8+
X—+o0 X—+% x? + x X—+w
X} =2x+7 Xt 4 x=2 i
b) lim — d) lim — f) lim (x® =1 *
X >+ X +3X X—>+ow X +X X >+
2 p—
) lm (X —2x+7) = 4o & Im X X2 g
X = +o0 X—+oo X5+X2
X =2x+7 £—x
b) Im ————— =+ ; PEER
X =400 X2+3X e) xﬁnjw8 —‘,—OO
g lm Xox+il =1 ; .
X400 X2 —+ X B f) xﬁnjw (X - 1) o=t

002 | Estudia la continuidad y clasifica los puntos de discontinuidad de esta funcién:

X2

fx) =1 x —1
X2 —x+7 six>2

si x <2

XZ

o Six<2: — Funcioén racional, no definidaen x = 1.

X —1
« Six>2:x* — x + 7 — Funcién polinémica, definida en R.
Asi, f(x) esta definida y es continua en R — {1, 2}. Estudiamos la continuidad
enx=1lyenx=2

« Six=1:
XZ
lim f(x) = lm =400
! o xd — Discontinuidad de salto infinito
lim f(x)= lim = —o0
x—=1 x=>1 x —1
o Six=2
2
4
im f(x)= lim = =
x—>2 x=2 x — 1 1 — Discontinuidad de salto finito
im fx)= lim (X* =x+7)=4—-2+7=9
x—2" x—2t
ACTIVIDADES

001 | Determina el dominio y los puntos de corte con los ejes de las siguientes funciones.
a) fx)=+Vx*—16 b) f(x) = sen x

a) f(x)estddefinidasix?—16>0— (x —4)(x +4)>0
— X € (=00, —4] U [4, +00) = Dom f = (—oo0, —4] U [4, +0)

- Cortesconeleje X:Vx? =16 =0 = x> =16 = x = ¥4 — (—4,0), (4,0)
« Corte con el eje Y: no tiene ya que x = 0 no estd en el dominio.
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SOLUCIONARIO 1 O

b) Domf=R

« Cortes con el eje X:
senx=0—>x=0+knconkeZ — 0+ kw,0)conke Z

+ CorteconelejeY:
x=0->y=0-—(0,0)

Halla el dominio y los puntos de corte con los ejes.
x? —81
x—7

b) f(x) =log (x + 8)

a) f(x)=

a) Domf=R—{7}
« Cortes con el eje X:

x? — 81 5
=0-x*=81-x=%9—-(-90),(90)
xX—=7
« CorteconelejeV:
X:O%y:—w:&ﬁoﬂ]
—7 7 7

b) f(x) estéd definida cuandox+8 >0 — x> —8 — Dom f = (—8, +x)

« Cortes conel gje X:
log(x+8)=0—->x+8=10"=1—>x=-7—(-7,0)

- Corteconelegje Y
x=0->y=1log8—(0,log 8)

Estudia la simetria de las siguientes funciones.

a) f(x)=+2x? =25 b) f(x) = —x* =27

a) f(—x)= \/2(—)<)2 —25 =~/2x2 =25 = f(x) = f(x) es simétrica respecto al eje V.

b) f(—x)=—(—x)* —27 = —x* — 27 = f(x) = f(x) es simétrica respecto al eje V.

Dibuja la grafica de una funcién que sea:
a) Par. b) Impar.

a) 4 b) 4

/ X
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Representacién de funciones

I
005 | Determina el periodo de las siguientes funciones.
a) f(x)= cos x b) f(x)= sen 2x
2 N ExEN I R R 2 O BT
X 5 ™ 5 T 5 Y 5 T 5 oy
f(x) | 1 0 —1 0 1 0 —1 0 1 0 —1
La funcidn se repite con periodo 2m: cos x = cos (x + 2kz), Yk € Z
o) NERESES Swlam [7n [ [ om [ 5w
X 4| 2| 4 T 4 2 4 A 2
f(x) | O 1 0 —1 0 1 0 —1 0 1 0
La funcion se repite con periodo T« sen 2x = sen (2x + k), Vk € Z
I

006 | Lafuncién que a cada numero le asocia su parte decimal, ;es periddica?
Si es asi, jcudl es el periodo?

Una funcién que a cada ndmero le asocia su parte decimal es periddica

de periodo 1.
007 | Representa una funcion periddica a partir de esta.
Y
1/
X
{Cual es el periodo?
Y
TINRY NN
X
El periodo de esta funcion es 5.
008 | Escribe una funcién que tenga como asintotas verticales las rectas cuyas ecuaciones
son:
a) x=4yx=-2 b) x=1Tyx=0
Respuesta abierta. Por ejemplo:
a) f(X):¥ b) f(X):M
(x =4x+2) x(x —1)
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SOLUCIONARIO 1 O

009 | Halla las asintotas verticales de las funciones.
2
a) f(x) = log (x? —16) b) f(x) = —
x—1
a) X2 —16>0 > (x—4)(x+4)>0— x € (—o0, —4] U [4,+0)
Asi, tenemos que: Dom f = (—oo, —4]1U [4, +c0)
lim log (x* —16) = —o0 — Asintota vertical: x = —4
xX—=—4"
lim log (x* —16) = —oo — Asintota vertical: x = 4
xX—4"
b) x—1=0—=>x=1=Domf =R —{1}
2
fim = o0 — Asintota vertical: x =1
x—1 X — ‘]
010 | Estudia si las siguientes funciones tienen asintotas horizontales.
e* x2
a) f(x)= b) f(x)=
e* +1 x —1
a)  lim

= 1— Asintota horizontal: y =1
X—=+oo eX +‘|

im —S— = 0 0 — Asintota horizontal: y =0
xo—w X ] 041

2

. X
b) lim = 4o
e x :1 —> f(x) no tiene asintotas horizontales.
lim = —©
X——00 X — ‘]

011 | Determina la situacion de la gréfica respecto de las asintotas horizontales de estas
funciones.

X
a) f(x)= ——

X
b) f(x)=
x*+3 x?—1

———— = 1— Asintota horizontal:y = 1
X =00 [X4 _,’_3

2
e Six > 40—

" —1< 0 — f(x) estd por debajo de la asintota.
X' +3

2
e Six > —0—

s — 1< 0 — f(x) estd por debajo de la asintota
X"+

b) lim o = 0 = Asintota horizontal: y =0
X—>00 X —

« Six—> 40—

T —0 >0 — f(x) estd por encima de la asintota.
x2 —

e Six > —o0—

X

. 0 < 0 = f(x) estd por debajo de la asintota.
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Representacion de funciones

012 | Estudia si las siguientes funciones tienen asintotas oblicuas.
2 2
X b f=—>F3

f(x) =
a) f(x) T 12

=1=z0->m=1

2 22
//m(f(x)—mx)—//m[X —X]:/im[X X+XJ—//‘m X =1-sn=1

X =00 x—1 x—=oe x

— Asintota oblicua:y = mx +n—y = x+1

2
X = 0 b% X = o0 X(X+2)
_x? 2 2
Im (F0)—mx) = fm | =33 4 x| = g I3
X = 0 X — o X+2 X = X+2
= lim 3+2X:2—>n:2
X = o X+2

— Asintota oblicua:y =mx+n—y=—x+2

013 | Determina la situacion de la grafica respecto de las asintotas oblicuas
de estas funciones.

a) f=2X*2 b) f(x)=/x*+5

x—1
2
a) //mM:/im LH:]::O%m:]
XD oy X =00 X(X—])
2
lim (f(x)—mx):/i X+2—X—/im[x+2J1%n1
X =00 X000 X*‘] X— 00 X*]
— Asintota oblicua:y =mx4+n—=y =x+1
2
f)—(mx4m=XF2 =3
x—1 x—1

¢ Six > 40— > 0 — f(x) estd por encima de la asintota.

x—1

e Six —> —o0—

< 0 — f(x) estéd por debajo de la asintota.

x—1
2
b) lim M: lim Xi—w:]¢04m=1
X —+0o0 X X—+oo X
2 2
im (Fo—mx) = fim (Vx5 —x)= fim 22X
X—+00 X—+0o0 X—+oo XZ +5 +X
5
= im ——=0
X =+ /X2+5 +X

— Asintota oblicua:y = x
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SOLUCIONARIO 1 O

2
lim foo _ m Y 0 m=—

xo—o  x X——00 X

2 S_XZ
im (Fo)—mx)= lim \Nx>+5+x)= lm X Aom X
x—>700( ) x—>—oo( ) X——00 ,X2+5 —X

lim #:O

— Asintota oblicua:y = —x
¢ Six > 400> S R > 0 — f(x) estd por encima de la asintota y = x.
X245+ x

5
« SiXx = —00 = —————> 0 — f(x) estd por encima de la asintota y = —x.
Vx*+5 —x

Estudia si estas funciones presentan ramas parabolicas.
a) f)=x*"—x3+4 b) g(x)=xInx

a) Funcién polindmica — Dom f = R — No tiene asintotas verticales.
im (x* —x*+4) =4
X —+00

: — No tiene asintotas horizontales.
lim (x* — x>+ 4) =+

X——00
o f(x o xX'=xX+4
lim 19 _ fm XA +o0
e X o . — No tiene asintotas oblicuas.
o f(x) X=X+ 4
im —= Im —F—=—
X—>—0  x X—>—00 X

Por tanto, la funcion tiene ramas parabdlicas cuando x — +oo y x — —oo,
b) Dom g = (0, +0)

1
. _Inx oo L'Hopital X 4
im xInx =>0-0— M — — — im ——— = Im (—x)=0
x—=0" x—=0" 1 x—=0" 1 x—0"

X x°

— No tiene asintotas verticales.
lim x In x = 400 = No tiene asintotas horizontales.

X =+

) (x) ) x In x . . . )

im L~ gm X0 i nx = 400 — No tiene asintotas oblicuas.
Xx—>to X =400 X X+

Por tanto, la funcién tiene una rama parabdlica cuando x — +oo.

Determina las ramas infinitas de f(x) = X .
x2+1
Dom f= R — No tiene asintotas verticales.
im fx)= lm —— =0
x>+ x>t y2 +1 } .
M — Asintota horizontal: y =0
im f(x)= lim =0
X——00 X——00 X2 + 1

Como la funcién tiene asintota horizontal cuando x — 400y cuando x — —co,
no tiene asintotas oblicuas y tampoco ramas parabdlicas.



Representacion de funciones

016 | Estudia el crecimiento y decrecimiento de estas funciones, y calcula los maximos

y minimos.
2 2
a) fx)= - b) flx)= XT3
x—1 X+ 2
a) x—1=0—->x=1-=Domf=R—{1}
2 _ =0
Flx) = = 2X:O—>x2f2x:0—>{x
(x=1 x=2

« En(—0c0, 0) U (2, +0) — f'(x) > 0 — f(x) creciente
<« En(0, U1, 2) = f'(x) < 0 — f(x) decreciente
x=0— f(x)=0— (0,0) Maximo x=2—f(x)=4—(2,4) Minimo

b) x+2=0—->x=-2—->Domf=R—-{-2}

=1
=3

f'(x)—m—0—>—x2—4x—3_Oﬁ{X
(x 4+ 2)° X
« En (=3, =2)U (=2, —1) = f'(x) > 0 — f(x) creciente
o (=00, =3) U (=1, +00) = f'(x) < 0 — f(x) decreciente
x=—1>f(x)=2— (-1, 2) Maximo
x=-3—>f(x)=6—(=3,6) Mhimo

017 | Estudia el crecimiento y decrecimiento de las funciones, y halla los maximos
y minimos.

a) f(x)=x>—=3x+15 b) f(x)=+x?>+5
a) Domf=R

f'(X):2X73=O—)X=%

- En [oo, i] — f'(x) < 0 = f(x) decreciente

- En [; +:>o] — f'(x) > 0 — f(x) creciente
X = i% f(x) = Ell - [i i] Minimo
2 4 2' 4

b) x>?4+5>0, VxeR—-Domf =R

f'(x)=#:O—>X=O

VX2 +5
« En (=00, 0) = f'(x) < 0 — f(x) decreciente

« En (0, +0) = f'(x) > 0 = f(x) creciente

x:Oef(x):\/ge(O,\E) Minimo
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SOLUCIONARIO 1 O

Estudia la concavidad y convexidad de estas funciones, y calcula los puntos
de inflexion.

2 —x243
a) fx) = = b) f(x) = =2
x—1 X+2
a) X—1=0—->x=1-Domf=R-{1}
2 _
Flx) = X° —2x
(x =17
f"(x) = 2 = 0, Vx € R — No presenta puntos de inflexion.

(x =1
« En(—o0, 1) = "(x) < 0 = f(x) convexa
« En(1, +00) = f"(x) > 0 — f(x) concava

b) x+2=0—>x=-2—>Domf=R—{-2}

— 2 — —
Flx) = X —4x—3
(x+27
f"(x) = =2 = 0, ¥x € R = No presenta puntos de inflexion.
(x +2)7

e En(—o0, —=2) — f"(x) > 0 — f(x) concava

« En(=2, +00) = "(x) < 0 = f(x) convexa

Halla los intervalos de concavidad y convexidad de las siguientes funciones,
y comprueba el resultado graficamente.

b) f(x)=+x*+5

a) f(x)=x*—=3x+15

a) Domf=R Y
fi(x)=2x-3 \ ) /
f'(x)=2>0,¥ eR N A
Por tanto, es f(x) concava en todo su
dominio y no presenta puntos de inflexion. L
X
b) x> 4+5>0,Vx R —Domf =R 14
F(x) = -2 C y
VX2 +5 \\\\ (j///
2 N 7
N, X2 +5— jis \‘ A
£ = VXS <
x*+5 : .
5 X
=—>0,WweR

(x> +5Wx>+5

Asi, f(x) es céncava en todo su dominio y no presenta puntos de inflexion.
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020

Representa las siguientes funciones polindmicas.

a) fx)=x*—12x

a)

b) gix) = —2x* + 6x

Domf=R
« Cortes con el eje X:

x=0
f(x)=0—>X4—12X:O—>X(X3—12)=0—>{ —(0,0),(12,0)

x =12
+ CorteconelejeY:x=0—f(0)=0—(0,0)
Como fes una funcién polinédmica, solo tiene ramas parabdlicas.

im (x* =12x) = 4+ im (x* =12x) = 400

X—= - X = 4o
fx)=4x-12=0-x=1/3

- En (—001 %/5) — f'(x) < 0 = f(x) decreciente
« En (%/g,+00) — f'(x) > 0 > f(x) creciente

x=3 5 f(3) =33 -3 = o3 )

——

- (%—93/?) Minimo

f"X)=12x’=0—->x=0 \

B

« En (=00, 0) = "(x) > 0 — f(x) concava

« En(0, +00) = "(x) > 0 — f(x) concava

No presenta puntos de inflexion.

Domg=R
« Cortes con el gje X:

x=0
X)=0—>-2X°4+6x=0->x(—2x>4+6)=0—
J x =43

>(3,0), 0,0, (0,V3)

« CorteconelejeY:x=0—g(0)=0—-(0,0)
Como g es una funciéon polindmica, solo tiene ramas parabdlicas.

im (=2x* 4 6x) = 4+ im (=2x3 4 6x) = —o0

X too
g'(x)=—6x*+6=0—x==1

« En(—oo, =) U1, +0) = g'(x) < 0 — g(x) decreciente

« En(=1,1) = g'(x) > 0 — g(x) creciente
x==1-g(=)==2= +6(-)=—4 Y

— (=1, —4) Minimo

x=1=29g)=-2-FP+6-1=4

— (1, 4) Maximo

<

g"x)==-12x=0—->x=0 |

"

« En(—o0, 0) = g"(x) > 0 — g(x) concava

« En(0, +00) = g"(x) < 0 = g(x) convexa

x=0-—g(0) =0 — (0,0) Punto de inflexidén
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SOLUCIONARIO 1 O

Representa estas funciones polindmicas.
a) flx)=6x>—12x* — 4x
b) g(x)=—x*+x

a)

Domf=R

« Cortes con el gje X:

F(X) =0 — 6x° — 1257 —4x =0 — x(6x* —12x* —4) =0 — X =0
X = *+15]1

- CorteconelejeV:
x=0—f0=0-(0,0)
Como fes una funcién polindmica, solo tiene ramas parabdlicas.

lim (6x> —12x> — 4x) = —o0

X o

im (6x° —12x° —4x) = 4+

x>+
f'(x) = 30x* —36x° — 4

flix)=0—->x==%x114

o En(—o0; —1,14) U (1,14; +0) — f'(x) > 0 — f(x) creciente
« En(=1,14;1,14) = f'(x) < 0 = f(x) decreciente

x =-1,14 > f(=1,14) = 10,79 — (-1,14;10,79) Maximo

x =114 - f(1,14) = =10,79 — (1,14, —10,79) Minimo
f"(x) = 120x* — 72x

x=0

f'(x)=0— x(120x* =72) =0 —
x = =077

« En(—o0; —0,77)U(0; 0,77) = f"(x) < 0 — f(x) convexa

« En(=0,77,0) U (0,77; +0) — f"(x) > 0 — f(x) cdncava

x =—077 - f(=0,77) = 693 — (—0,77; 6,93) Punto de inflexién
x=0—=f(0)=0— (0,0) Punto de inflexién

x =077 = f(0,77) = —6,93 — (0,77; —6,93) Punto de inflexion

Y

//

~
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Representacién de funciones

b) Domg=R
+ Cortes conel eje X:
gxX)=—-x+x=0->x(-x>+1)=0—> {i i 9_] —(—1,0),(0,0),(1,0)

« CorteconelejeY:x=0—-g(0)=0-(0,0)

Como g es una funcion polindmica, solo tiene ramas parabdlicas.

im (—=x*> 4+ x) = 4o

lim (—=x*® 4 x) = —o0
X =+
g'x)==-3x>+1=0—>x==* 1 :i£
3 3
E [—oo —\/E u \/3 4o | — g'(x) <0 — g(x) decreciente
< En [\/E \/?] — g'(x) >0 — g(x) creciente

Minimo

S N NN
AT

g'(x)=—-6x=0—>x=0

Maximo

« En(—o0, 0) = g"(x) > 0 — g(x) cdncava
« En (0, +0) = g"(x) < 0 = g(x) convexa
x=0-g(0) =0-(0,0) Punto de inflexién

Y

——
S

1
T

[

022 | Representa las siguientes funciones racionales.

2_5 2
X b) glx) = —
X X°+ X

a) f(x)=
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SOLUCIONARIO 1 O

a) Domf=R — {0}

« Cortes con el eje X:
2

fx)=0- X2 =05 x—5=0-x=+J/5 > (=/5,0),(\5,0)

X
- Corte con el eje Y: no tiene porque f(x) no estd definida para x = 0.
2
. _ox°=5 , .
im f(x) = li = oo — Asintota vertical: x =0
x—=0 x—0 X
2
. . xX°—=5
Iim f(x)= Ilm — =+4o0
X =+ X =+ X . , .
s — No tiene asintotas horizontales.
. ) x° =5
im f(x)= lm = —
X — - X = —w X
. f(x . x*=5
lim L: im ——=1=20—->m=1
X = o X X = oo XZ

X = X = X x>y

2_ p—
lim (f(x)—x) = lim [X > —X]: im = =0-n=0

— Asintota oblicua: y = x

No tiene ramas parabdlicas ya que tiene Y
asintota oblicua cuando x — 40 ) "
y cuando x — —oo. | =X
, X +5 . =
f'(x)= —i— > 0 — f(x) creciente 21
X 74
No presenta maximos ni minimos. / ooy X
—10 e
f'(x) = —= = 0 = flx) no presenta /
X puntos de inflexion. x=0 1l

« En(—o0, 0) = F"(x) > 0 — f(x) concava
« En (0, +00) = "(x) < 0 = f(x) convexa
b) >+ x=0-=x(x>+1)=0—x=0->Domg=R—{0}

« Cortes con el eje X:
2

gx)=0-— 3 =0 — x = 0 — No tiene porque g(x) no esta definida
X+ x parax = 0.

- Corte con el gje Y: no tiene porque g(x) no esté definida para x = 0.

2 T AL
) X 0 L'Hopital 2x . , .
fim - — P = 0 — No tiene asintotas verticales.
x>0 X3—|—X 0 x =0 3X2+1
, ) x°
lim g(x)=lim =0
X =+ X =t y3 + x

> — Asintota horizontal: y =0
X

im g(x)= lim =0

X — —00 X = —00 X3 + X
No tiene asintotas oblicuas ni ramas parabdlicas ya que tiene asintota
horizontal cuando x — +o0 y cuando x — —oo.
4 2 2
, —X X —X 1
) e S e L DTS
6 H+x7 )
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Representacién de funciones

« En(—o0, =N U(1, +00) = g'(x) < 0 — g(x) decreciente
« En(=1,00U(0, 1) = g'(x) > 0 — g(x) creciente

1
x=—1->g-)=—-—>
J 2

—1, —]] Minimo
2
1 1
—1—>g(1)%[ ]Maxmo
2 2

B 2x3 —6x
X)=——"—""

X =
T —O—>2x3—6x—0—>{
X°+

x =43
« En(— \/7 O\/7—>g Xx) < 0 — g(x) convexa
« En <—\/§ O) U (\/g +°°) — g"(x) > 0 — g(x) céncava

x——\/geg(—\/g)——fe[ 3, - \/—] Punto de inflexion

x =0 - ¢g(0) =0 — (0, 0) Puntode inflexiéon

x:\/§—>g<\/§):£—> \Eﬁ Punto de inflexion
4 4

Y
N (x
SSaum b x
023 | Representa estas funciones racionales.
x> =3 x* —3x
a) f(x)= b) g(x) = ———
X X

a) Domf=R — {0}

3

3 0o x=33 = (33,0)

« CortesconelejeX:f(x) =0 =

X
- Corte con el gje Y: no tiene porque f(x) no esta definida para x = 0.
3

. X =3 , )
im f(x) = lim = oo — Asintota vertical: x =0
x—0 x—0 X

. o xX*=3

im f(x)= lm =+
X =+ X =+ X . , .

s — No tiene asintotas horizontales.

. ) x> =3

im f(x)= Im =+
X = -0 X = —w X

o f(x x> =3

lim L = Im — =+
X =+ X =+

X J — No tiene asintotas oblicuas.
f(x) . x> =3

im —== lm =—

X = —00 X X = —00 X
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SOLUCIONARIO 1 O

Tiene ramas parabdlicas:

3 _ 3 _
m fo)= lim =3 = yeo m f)= fm 3 — e
X = +00 X = oo X X — —00 X = —0 X
3 —
fiay = 2013 :O—>2X3+3:O%X:3/—3 =114
x? 2
- En [—oo, 3 _73 — f'(x) < 0 — f(x) decreciente
< En [3 _73 0]U(0, 4+00) = f'(x) > 0 — f(x) creciente
— — 3152 _ 3[152
x=3/—3 —f 3—3 :3 12 =393 > 3—3,3 12 Minimo
2 2 4 2 4
3_
F=2"2 0520 -6=0-x=:3-(3,0)
X

« En(—o0, 0) U(é/g —l—oo) — f"(x) >0 — f(x) céncava
- En (O, 5/?) — "(x) < 0 — f(x) convexa
x=3 5f3)=0> (%/g O) Punto de inflexién

Y
\ /
/ f0
\ 3 /
/
N
X
Domg=R — {0}
« Cortes con el eje X:
4_
Q(X)=O—>X73X=O—>X4f3x:0—>x(x373):0

X —>x:3/§—>(3/§,0>

- Corte con el eje Y: no tiene porque g(x) no estd definida para x = 0.

x4 —=3x 0 LHopital . 4x>—3
- — fim

fim = —3 — No tiene asintotas
x—=0 X O x—0 ’| .
verticales.
4
. . X" —3x
Iim gx)= lm ——=+4w
X =+ X = +0oo X . . :
+ g — No tiene asintotas horizontales.
) ) x* —3x
im g(x)= Ilm —— = -0
X - —x X > —w X
4
. X . X" —3x
lim M = Jm ——=+4ow
X = 4o X X = 400 X . , .
) P — No tiene asintotas oblicuas.
) X ) x* —3x
fim 9 _ fim = 4o
X —> —0 X X — —00 X
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Tiene ramas parabdlicas:

4 _ 4
im g(x)=lm X3 =+ /inj g(x) = lim X =3 = —©

X = oo X =+ X X — -0 X = —0 X

gX)=3x*=0—->x=0

« En(—o, 0) = g'(x) > 0 — g(x) creciente

« En(0, +o0) = g'(x) > 0 — g(x) creciente 4

No presenta maximos ni minimos. f alx)
g'(X)=6x=0-x=0 : /

« En(—o0, 0) = g"(x) < 0 — g(x) convexa =

« En(0, +00) = g"(x) > 0 = g(x) concava

~

No presenta puntos de inflexién, ya que
en x = 0 no estda definida la funcién.

024 | Representa las siguientes funciones con radicales.
a) f(x)=+vx—3 b) g(x)=+Vx*—7x

3 Xx—3>0— x>3—Domf =3, +w)
+ Cortesconeleje X f(x) =0—>x—3=0->x=3->(3,0)
- Corte con el gje Y: no tiene porque f(x) no esta definida para x = 0.
No tiene asintotas verticales porque en el extremo del dominio la funcién esta

definida.

//'njr Vv x —3 = 400 = No tiene asintotas horizontales.
X = o0

) f(x . x—13 ) . .

fi ) = lim = 0 — No tiene asintotas oblicuas.
X — +oo X X — +oo X

Tiene una rama parabdlica: lim vx—3 =+

X = oo
1

2Nx—3
No presenta maximos ni minimos.

—1
f'(x) = —————— <0, ¥x € (3, +0) = f(x) convexa

4(x —3)Wx—3

No presenta puntos de inflexién.

f'(x) = >0, Vx € (3, +0) = f(x) creciente

Y

&
\
\

<
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b) x* =7x>0— x € (—o0, 0]U[7, +00) — Dom g = (—o0, 0]U[7, 4-00)

. Cortes coneleje X: g(x) =0 = Vx* —7x =O—>{ :g—>(0,0), (7,0)

X
X =
« CorteconelejeY:x=0—(0,0)

No tiene asintotas verticales.

im Nx*=7x =+

X = +oo

li x?—7x =4

— No tiene asintotas horizontales.

2
-7
fim 9x) _ im YX X =
Xt X = 4o %
2 _ 2
im (g00—x)= im (N —7x —x)= Im 2ZTX2X
X = +0o0 X = +0oo X = +o0 X2_7X+X
; —7x -7 _7
T S AN
X =+ XZ_7X+X 2 2
f i 7
— Asintota oblicua:y = mx +n — y = x -
2_
im I g XXX
X—=>—00 X — —m %

2 2
im (g(x)+x)=lim (Vo2 —7x +x) = fim \)/(2_77#
X = —o0 X = —00 X —> - X —=7X —X

. —7x 7 7
= lIim ——=—>5n=—

X = —© IX2_7X_X 2 2

. . 7
— Asintota oblicua:y =mx+n—y =—x+ 5

No tiene ramas parabdlicas.

g'(x)= St A 0—>x= z ¢ Dom g — No presenta maximos
N x?—7x 2 ni minimos.

« En(—o0, 0) = g'(x) < 0 — g(x) decreciente

« En(7, +o0) = g'(x) > 0 — g(x) creciente

g"(x) = —4 <0, ¥x € (—oo, 0)U (7, +00) = g(x) convexa
4(x% —7xN x? = 7x

No presenta puntos de inflexion.

14
yl=—x+ -+ Y =X —+—
Ny 2 2
N
A )
\\
Neg
NEEP
N 4
AN X
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025

Representa estas funciones con radicales.

a) f(x)=+vx®—x?
b) gx) = x+x

aA X —x*>0-5X(x=1>0—>x>1—Domf =1, +x)

« Cortes con el gje X:
f(X)=0=>vxX—x> =0 x*(x—1)=0— X:?—>(1,O)
X =

« Corte con el gje Y: no tiene porque f(x) no esta definida para x = 0.
No tiene asintotas verticales.

lim N x*—x* = +00 — No tiene asintotas horizontales.

X =+

o f(x) ) x> — x? ) ) .

lim —~= Jm ———— =400 — No tiene asintotas oblicuas.
x> 4wy X — +oo X

Tiene una rama parabdlica:

li x> —x* =40

X = +oo
3x? —2x
NP —x?

2 (o L
— x =0, x =— ¢ Dom f — No presenta maximos ni minimos.
3

fi(x) = =0-3x*-2x=0—->x(3x—2)=0

f'(x) >0, Vx € (1, +00) = f(x) creciente
3x* —4x° B 3x? —4x _
4(x3 —xz)\/x3 —x? 4()(—1)\/)(3 —x?

—>x(3x—4):0—>x=0,x=%

Fr(x) = 0

4
3

- En [1, — "(x) < 0 = f(x) convexa

)
4 y :
. En [3, +oo] — f"(x) >0 = f(x) concava

X:4_>f[4]: LERIR 4 43 ) pinto de inflexion
3 3 9 3" 9
Y
/
f(x
/
/

>
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SOLUCIONARIO 1 O

b) Dom g = [0, +x)

. CortesconelejeX:g(X)zO—>x+\/;:O—> x=0-1(0,0)
« CorteconelejeY:x=0—g(0)=0—(0,0)
No tiene asintotas verticales.

lim (x 4+ /x) = 40 — No tiene asintotas horizontales.

X =+
lim g(x): fim M:]—)m:]

X tw  x X =+ X — No tiene asintotas oblicuas.
lim (g(x)—x)= lm (x+~/x —x) =+

X =+ X =+

Tiene una rama parabdlica: /irrl (x+x) =4
X =+

g'(x)=1+ 1 > 0 — g(x) creciente

Nx

No presenta maximos ni minimos.
g"(x)= = <0, Wx € (0, %) — g(x) convexa
4X\/;

Y

Representa las siguientes funciones exponenciales.
a) f(x)=e*+7 b) glx)=5+¢€*

a)

Dom f=R
- Cortes con el gje X: no tiene.
- CorteconelejeV:x=0—f(0)=8—(0,8)
No tiene asintotas verticales.
lim (e™ +7) =7 — Asintota horizontal

X = +oo
lim (e~ 4+ 7) = 49 — No tiene asintota horizontal.
X = —00
o f(x) et 47 ) ] .
im ——== lim = 400 — No tiene asintotas oblicuas.
X = —o X X — —oo X v
Tiene una rama parabdlica:
im (e7* +7)=4»
X = —00
f'(x) = —e™* < 0 — f(x) decreciente \
No presenta maximos ni minimos. \ fix

dn

f"(x) =e™ >0 — f(x) concava

No presenta puntos de inflexion.
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027

b) Domg=R

« Cortes con el eje X: no tiene.
« CorteconelejeY:x=0—-g(0)=6—-(0,6)

No tiene asintotas verticales.

Asintotas horizontales:
im (5 + e*) = 400 — No tiene asintota horizontal.

X =+

lim (5+ e*) =5 — Asintota horizontal: y = 5

X = —00

. X ) 54 ¢ ) , )

fim g) = Jim ——— = 400 — No tiene asintotas oblicuas.
X >+ X X >+ X

Tiene una rama parabdlica:
im (54 &)=+
P
g'(x) =e* >0 — g(x) creciente
No presenta maximos ni minimos.
g"(x) =e*>0—g(x) concava y no presenta puntos de inflexion.

Y

Representa estas funciones exponenciales.

X2

a) f(x)=e’* b) gix)=e 2

a) Dom =10, +o0)

- Cortes con el gje X: no tiene.
. Corteconeleje:x=0—=f(0)=e"=1-(0,)

No tiene asintotas verticales.

lim e'* = +o0 — No tiene asintotas horizontales.
X =+

) f(x) ) el ! ) )

im —== lm = 400 — No tiene asintotas oblicuas.
X4y X4y

Tiene una rama parabdlica: fim eV = 10

X = oo

f'(x) = ! e >0 f(x) creciente

Wx

No presenta maximos ni minimos.




SOLUCIONARIO 1 O

Jx Jx
Fr(x) = < € :O%\/;e&—e&:O%eﬁ(\/;—1):0—>><:1

4x - 4X\/;

« En(0, 1) = f"(x) < 0 = f(x) convexa

« En (1, +0) = f"(x) > 0 = f(x) cdncava
x =1— f(1) = e — (1, &) Punto de inflexion

Y

Domg=R

« Cortes con el eje X: no tiene.

- CorteconelejeV:ix=0—-g0)=e"=1-(0,1)
No tiene asintotas verticales.

lim e 2 =0 — Asintota horizontal:y = 0

X >0
No tiene asintotas oblicuas ni ramas parabdlicas.
—x?

g’(x):—xe7=0—>x=0

« En(—o, 0) = g'(x) > 0 = g(x) creciente

« En (0, +00) = g'(x) < 0 — g(x) decreciente
x=0-—f(0)=1-(0,1) Maximo

—x? —x’ —x’

"

g'X)=—e? —xe?2 (—x)=e 2 (X’ =N=0-x==]
« En(—o0, =N U (1, +0) = g"(x) > 0 —= g(x) concava
« En(=1,1) — g"(x) < 0 — g(x) convexa

—1 —1
x==1-fl=e? - (—1, e? ) Punto de inflexion

—1 —1
x=1=fl=e?2 — (1, e 2 ) Punto de inflexion

4
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028 | Representa las siguientes funciones logaritmicas.
a) fix)=In(x+4) b) gix) =In(x* —4)
a X+4>0->x>—-4—>Domf = (-4, +x)
« Cortesconeleje X In(x+4)=0—-x+4=e"=1>x=-3—(=3,0)
« CorteconelejeY:x=0—-f(0)=In4—(0,In 4)
) ﬁ@w In (x4 4) = —0 — Asintota vertical: x = —4

im In (x + 4) = 400 — No tiene asintotas horizontales.

X = 400
fim @ = lm M = 0 — Notiene asintotas oblicuas.
X 4wy X =+ X y
Tiene una rama parabdlica: pRn
im In(x+4)=+ow f
X =+ 2 e
f'(x) = > 0 — f(x) creciente >
X+ 4
—1
f"(x)= — <0 — f(x) convexa
(x+4)

b) x> =4>0—(x—2)(x+2)>0—x€ (=0, —2)U(2 +x)
— Dom g = (—o0, —2) U (2, +0)

« CortesconelgieX: In(x* —4)=0—o x> —4=e"=15x*=14+4
S x=+J5 5(=5,0),(V5,0)
- Corte con el gje Y: no tiene porque g(x) no esté definida para x = 0.
lim In(x* —4) = —c0 — Asintota vertical: x = —2

X = =2

im In(x? —4) = —co — Asintota vertical: x = 2

x — 2"

im In (x> —4) = 4o

1o — No tiene asintotas horizontales.
im In(x* —4) =+
2
im 9y, =
X o | X . — No tiene asintotas oblicuas.
lim & = lim M =0
X = —0 X X = —w X
Tiene ramas parabdlicas:
im In(x> =4)=+c lim In(x*—4) =+ v
X = +00 X -
, =-D X=2
g'(x)= X 0> x=0 N ~
x? —4 y b
« En (=00, —2) = g'(x) < 0 — g(x) decreciente t
« En(2, +00) = g'(x) > 0 — g(x) creciente X
— 2 —
g"(x) = —2x =8 < 0 = g(x) convexa alx
(x> — 4y
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Representa esta funcion logaritmica: f(x) =In (x> — x + 1)

x> —=x+1>0 %R —>Domf =R

. CortesconelejeX: (x> = x+N=0—=x*—x+1=e"=1-x>—-x=0
%{X:O—MO,O),(LO)
x=1

« Corteconeleje:x=0—-y=In1=0-(0,0)
No tiene asintotas verticales.

im In(x>—x+1)=+w

Ko — No tiene asintotas horizontales.

im In(x> —x+1) =4

2 —
lim fo = lim b =x+1) = 0 — No tiene asintotas oblicuas.
X = o0 X X = X
Tiene ramas parabdlicas:
im In(x> —x+1) =40 im In(x> =x4+1) =40
X = +oo X = -
F)=—2=1 0510 x=1
X2 —x+1 2

- En [—oo, ;] — f'(x) < 0 — f(x) decreciente

, —I—oo] — f'(x) >0 — f(x) creciente

X = il Sf(x)=1In El - [1, In 3] Minimo
2 4 27 4

p— 2 - -
T - SN R T i RS

(X =x+1 =2 -2
. [_Oo, _H_;E u[ —1—\/? +oo| = F"(x) < 0 = f(x) convexa
. En —1—0—2\/?, —1 —2\/§ ] = f"(x) > 0 = f(x) concava
Y — —] +2\/§ f 1+2\/§ = 041— (0,37, 041) Punto de inflexion
= —1 _2\/§ N f[ il _2\/§ ] = 041— (1,37, 0,41) Punto de inflexién

Y
~ )+~
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030

Representa la funcion: f(x) = {

em si x <1
X2 —x+1 six>1
f(x) = e~ 5 Esta definida para x <0 — Dom f = (—oo, 0] U [1, +00)

- Cortes con el gje X: no tiene.
. CorteconelejeY:X:Oﬁy:eﬁ =1-(0,1)
No tiene asintotas verticales.

im x*—x+1=+o

o = — No tiene asintotas horizontales.
im e¥™ = 400
X = —©
2 _
jim X, XX
X = +0oo X X = +0oo X
e o tHeptal . —e'
lim - — im - —
X = —w X 0 X — —00 2 /_X [ee]
S
L'Hopital iim 2N —x — Jm — ieﬂ - o
X = —w -2 X = —0o 2
2N —X
— No tiene asintotas oblicuas.
Tiene dos ramas parabdlicas:
im x> —=x+1=4m lim eV = 4o
X =+ X —»
-1 N
, seV T s x <1
f'(x) =1 o2v—x f'(x):O—)x:i
2x —1 siox > 1 2
e En(—o0, 0) = f'(x) < 0 — f(x) decreciente
« En(1, +00) = f'(x) > 0 — f(x) creciente
eg ,& si x <1
f'(x) = N f"(x)=0— x =—1
2 sio x >1

o En(—o0, =) U (1, +00) = f"(x) > 0 — f(x) cdncava
« En(=1,0) = f"(x) < 0 = f(x) convexa

x=—1—f(=1) =e — (-1, e) Puntodeinflexion

Y

—t

—~
=
=

~_




031

Representa la funcion: f(x) = {

—x? s —2<x <2
In (x> —4) resto
Domf=R —{-2,2}
« Cortes con el gje X:

f(x) =0 - (0,0),(—V5,0),(¥/5,0)
« Corte conelejeV:

x=0—-y=0-(,0)

lim In(x* —4) = —o0 — Asintota vertical: x = —2

X — =2

lim In(x? —4) = —oc0 — Asfntota vertical: x = 2

x—2"

im In(x* —4) = 4o

SOLUCIONARIO 1 O

Yo — No tiene asintotas horizontales.
im In(x* —4) = 4w

X = -
o In(x?—4) ) , )

lim ————= =0 — No tiene asintotas oblicuas.

X — o0 X

« Tiene ramas parabdlicas:

lim In (x> —4) = 4o im In(x>—4)=

X =+ X — =0

« Crecimiento:

—2X Si—2<x<?2
f'(x) =
X —4
f'x)=0—->x=0
e En(—o0, —2) U (0, 2) = f'(x) < 0 — f(x) decreciente

resto

« En(=2,0) U (2,4+0o0) — f'(x) > 0 — f(x) creciente
x=0—f(0)=0—(0,0) Maximo
- Concavidad:

-2 Si—2<Xx<2
f'(x)=41 =2x* -8

(x? —4)

resto

« En(=2,2) = "(x) < 0 — f(x) convexa
—2x* —8

~+o0

« ENR —(=2,2) = f"(x) = ———— < 0 — f(x) convexa

(x* — 4y
Y

T~
LT

.
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032

Representa las siguientes funciones con valor absoluto.
a) f(x):4x+‘—x2—18x b) g(x):‘x3+2x2—6x

a)

fo) {4X—x2 —18x s —x*—18x >0
4x+ x> +18x si —x*—18x <0
—x*—14x si x €[-18,0]
X2+ 2x s x € (—o0, —18) U (0, +00)
Se trata de representar dos parabolas en sus respectivos intervalos.

Por tanto: f(x) = {

Puntos de interseccién:

—x2—14x:x2+22x—>2x2+36x:0—>x(2x+36):0—>{xzo18
X =—
x=0->y=0-(0,0)

x=—-18—>5y=-72—->(-18,-72)

Vértice de f(x) = —x? — 14x — (=7, 49)

Vértice de f(x) = x? + 22x — (=11, =121)

Y

Ta)

|
|
\

————

—
|

—
—

Estudiamos primero la funcién f(x) = x* 4+ 2x? — 6x y tras representarla,
dibujamos las partes negativas como positivas haciendo una simetria respecto
del eje X.

Dominio f=R
« Cortes con el eje X:

5 5 -~ 5 _ x=0
X2 —6x=0—>x(x"+2x—6)=0—>
X=—-1%£+7

«CorteconelejeY:x=0—-y=0—(0,0)
Como fes una funcién polindmica, solo tiene ramas parabdlicas.
im f(x) = —o0 im f(x) = +oo

X —> —0o0 X = +oo
22 {x =-223

f(x)=3x*+4x—6=0— x =
3 x=09

[ 22
« En | —oo, 3

— f'(x) > 0 — f(x) creciente

@] , +oo

—2+V2
3

3 3

. En[z@ —2+VJ2

] — f'(x) < 0 — f(x) decreciente



033

SOLUCIONARIO 1 O

X =—223 = f(—223) = 1224 — (—2,23; 12,24) Méaximo
x =09 — f(09) = —3,05 — (0,9, —3,05) Minimo

f"(x):6x+4:o_>X:%:_TZ:_ON

— 14
« En [—oo, 2] — f"(x) < 0 — f(x) convexa I
3 T T T T +777
—2 " . ’
« En|——, +oo| = "(x) >0 = f(x) cdncava 3
3 ’I \
x=_2—>f[_2]—124 = 4,59 N
3 3 27 : L X
- [_2 124] Punto de inflexién
3 27
[— 2 — i
Representa esta funcion: f(x) = ‘ X 3X‘ S! x<0
—e* six>0
» Representamos f(x) = —x* — 3x en el intervalo (—oo, 0.

Se trata de una parabola de vértice [_3 9].
2 4

Cortesenel eje X: —x> —3x =0 — {X =0 3 —(0,0),(=3,0)
=

CorteconelejeY:x =0—-y=0—(0,0)

En (—o0, —3) la funcion es negativa, por lo que para conseguir el valor absoluto,
dibujamos la simétrica respecto al eje X.

Representamos f(x) = —e* en el intervalo (0, +).
No corta al eje X.

Corteconeleje Y x=0—oy=—-e"=—-1—-(0,—1)
No tiene asintotas verticales.

lim —e* = —o0 — No tiene asintotas horizontales.
X =+
_ X
fim = —oo — No tiene asintotas oblicuas.

X = oo X
Tiene una rama parabdlica: lim —e* = —o
X = +oo
f'(x) = —e* < 0 — f(x) decreciente
f"(x) = —e* < 0 — f(x) convexa
14

~
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034

035

036

037

038

Halla el dominio de las siguientes funciones polinémicas.
a) y=1-—2x b) y=x>—-2x-3 Q y=x*+4x

El dominio de cualquier funciéon polindmica es R.

Calcula el dominio de estas funciones racionales.
_ 3x X2
a) y= X—2 b) y= 3 q) y=
X —3 x° =9 x—1

a) Xx—3=0—- x=3— Dominio =R —{3}
b) x? —9=0— x = *3 — Dominio =R — {-3, 3}
0 x—1=0- x=1— Dominio =R — {1}

Determina el dominio de las siguientes funciones con radicales.
a) y=+v3—x +3 Q y=+x*+25
b) y =+v16 —x? d y=+vx*—2x-3

a) 3—x>0— x<3— Dominio = (—o0, 3]

d) y=(x*—4)

b) 16— x*>0—> (4 —x)(4 + x) >0 — x €[4, 4] = Dominio = [—4, 4]

o x>+425>0, ¥x € R — Dominio =R

d) X =2x—=3>0->(x=3)(x+1)>0— x €(—00, =1 U[3, +0)
— Dominio = (—oo, —1] U [3, 4-00)

Halla el dominio de estas funciones exponenciales y logaritmicas.

1

a) y = x?

a) Dominio=R
b) x =0 — Dominio = R — {0}
Q x*4+4>0, ¥x €R — Dominio =R

e b) y=4 A y=In(x*+4) d y

X

log, x

d) log; x =0 — x =3° =1. Como x > 0 — Dominio = (0, 1) U (1, +0)

Determina el dominio de las siguientes funciones.
3x

3X __ p— )
a) y:i Q y=+—x*—2x+3 e) y=27%

4x
b) y=3x+4x—1 d) y=InGx+x?) f)y=(

a) Dominio=R — {0}

b) Dominio =R
Q —x*=2x+3>0->—-(x+3)x—=0)>0—> x €[-3, 1] = Dominio = [-3, 1]
d) 5x+ x> >0— x(5+x) >0 — x € (—o0, —5) U (0, +0)

— Dominio = (—oe, —5) U (0, +0)

e) Dominio =R
f) Dominio =R — {—1}
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Encuentra el dominio de estas funciones.

a) y=senx b)y=l’g

o y=arccos(x*—3) d) y=x—senx
X —m x—1

a) Dominio =R — {n}

) = = o —m—mox=— s x=—" tknkeZ
x—1 2 T™T—2 2—T

Ademds,x —1=0—->x=1.

s

Dominio—[R—{l +/<7r} conkeZ

2—7
C) y=arccosx estd definida en:
11— -1<x*-3<152<x°<4
_){xz—220—>xe<—oo,—\/5]u[\/?,+oo)
xX*—4<0->x€el-22]

La zona comun de ambos intervalos es [—2, —\/5] U [\/5 2] que es el dominio
de la funcion.

d) Dominio =R

Calcula los puntos en que las graficas de las siguientes funciones cortan a los ejes
de coordenadas.

2 4 2 3X2
a) y=—x*—x+12 Q y=x*—8x"+7 e y=— 1
X pa—
b) y=x>—4x* —x+4 d y= X
X2 +1
a) « Cortesconel gje X:
y=O—>—xz—x+12:0—>{X:_4—>(—4,0),(3/0)

« CorteconelegjeY:x=0—->y=12—->(0,12)
b) « Cortes con el eje X:
=+
Y=O—>x3—4x2—x+4:0—>{x 4—1—>(—1,o>,(1,o>,(4,0>
X =
« CorteconelegjeY:x=0—->y=4—-(0,4)

c) « Cortesconeleje X:

Il
I+

1ﬁ —(=1,0,0,0.(—7,0),(v7,0)

» Corteconeleje:x=0—>y=7-(0,7)

I+

X
y:0—>x4—8x2+7:04{
X

d) - CortesconelejeX:y:O%%:O%x:Oe(0,0)
X

« CorteconelejeY:x=0—-y=0-(0,0)
2

e) « CortesconelejeX:y=0— =0->x=0-(0,0)

x? =1

« CorteconelejeYx=0—=y=0-(0,0)
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041 | Halla los puntos de corte con los ejes de las gréficas de estas funciones.

2x —1 x?—9 Inx
a) y= b) y= > Qy=
Y X —x? Y e* Y x> —4

d y=x+e”

Q
-
.

Cortes con el eje X:

y=0— 2] :0—>2x1:0—>x=1_>[1,o]
X —x? 2 2

Corte con el eje Y: no tiene porque la funcion no esté definida para x = 0.

S
.

Cortes con el eje X:
x* =9

y=0->-—-=0->x"-9=0->x=%3-(-30),(3,0)

CorteconelejeY:six=0—->y=-9—(0,—-9)

@)
~
.

Cortes con el eje X:
In x

x> —4

Corte con el eje Y: no tiene porque la funcién no esté definida para x = 0.

y=0- =0-ohx=0-ox=e"=1-5(1,0)

&
.

Cortes con el eje X: y =0 — x + e* = 0 para resolver esta ecuacion
estudiamos y".
y=1l-e"=0-e"=15-—x=In1=0->x=0

En (—%,0) — y' < 0 — Funcion decreciente

En (0, 4o0) = y' > 0 — Funcién creciente

Asi, en x = 0 alcanza el Unico minimo, (0, 1), por lo que no puede haber
puntos de corte con el eje X.

CorteconelegjeY:x=0-y=1->(0,1)

(x +2)
x+1

042 | Sealafuncion f: R — R definida por: f(x) =
Calcular su dominio.

X+1=0—>x=—-1—->Domf =R —{-1}

043 | Dada la funcién: f(x) = 1— se pide el dominio y cortes con el eje X.

x°—4

27 J—
fx) = 1— 3x _X 4 —3x
x?—4 x?—4

xX*—4=0—-x=*x2—>Domf=R—{-2, 2}

Cortes con el eje X:

2 _ _ —
f(x):O—>X3X4:O—>x23x4:O—>{X ' (=1,0), (4, 0)

X’ —4 x=4
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x+1 ?
x —1
(La Rioja. Junio 2005. Propuesta A. Ejercicio 2)

{Cual es el dominio de la funcién y = x

Se debe verificar que x+1 > 0. Para ello puede ocurrir:

x—1
X+1>0 x> -1
- - x>
x—1>0 x>1
— Dom f = (—oo, — U (1, +0)
x+1<0 X< —1
- - x < -1
x—1<0 x <1
e3x_e—3x
Sif(x) = 47, indica de forma razonada en qué valor x = a no esté
X
definida f(x).

(Castilla-La Mancha. Junio 2007. Bloque 1. Pregunta A)

El numerador esta definido para todos los nimeros reales, por tratarse
de una diferencia de dos funciones exponenciales cuyos exponentes
son funciones polindmicas.

Asi, la funcion no esté definida para x = 0, ya que en este punto se anula
el denominador.

Analiza si estas funciones son simétricas respecto del eje de ordenadas o respecto
del origen.

a) y=x>+x

b) y=x*—-2x>+5

Q y=x>—x+3
3x

d y=
Y x*—9

a) f(—=x)=(—xP —x=-x—x = (X’ + x) = —f(x)
— Simétrica respecto del origen.
b) f(=x) = (=x)" = 2=x)* +5=x* = 2x* + 5 = f(x)
—Simétrica respecto del eje V.
Q) f(—=x) = (=x)> = (=x) + 3 = x? + x + 3 = No es simétrica.
3(—x) —3x 3x

d) f(—x) = = S =—f
) f(=x) =9 X —o R (x)

— Simétrica respecto del origen.
In|—x| In|x|
—X) = =
—Xx+4 —Xx+4

— No es simétrica.

f) f—=x) = (20—x)* — 1)2 = (2x? =1 = f(x) — Simétrica respecto del eje Y.
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047 | Estudia si las siguientes funciones son periddicas y, en caso afirmativo, determina
su periodo.
a) y = cos 3x d) y =3cos x
2 0y
b) y = sen®x e) y =sen X—Z
C) y = sen 4x f) y=x*—sen® x
a) Y iy T 21 5T s 4w
x ol — |~ = |||~ |= |
6 3 2 3 6 6 3
f(x) 1 0 —1 0 1 0 —1 0 1
. o . 2T
La funcion es periddica de periodo =—.
3
b) s 3
X 0 - iy - 27
2 2
f(x) 0 1 0 1 0
La funcion es periddica de periodo .
9 T T 3m 27T 5™
x|l o |~ 15|
8 4 8 4 8
f(x) 0 1 0 -1 0 1
. o , 2T
La funcion es periddica de periodo —.
4
d) iy 3
X 0 - ™ - 27
2 2
f(x) 3 0 -3 0 3
La funcion es periddica de periodo 2.
e T 3n | 5w 7T o 1
PV IR I L [ DAL DNCAAN IELY
4 | 4 | 4 4 4 8
f(x) 0 1 0 —1 0 1
9
La funcion es periddica de periodo Tﬂ - % =2m7.
f) Esta funciéon no es periédica.
048 | Halla el dominio de estas funciones y los puntos de corte con los ejes.
Razona si son pares o impares, 0 si no son simétricas.
a)yz)(:1 d)y=va4—x2
X
b) y = x?™™ e) y=7-—2x?
Q y=+25—x* f) y=Jx*—2x+7
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a) Dominio=R — {0}

» Cortesconeleje Xy =0— il =0—->x=1—=1(1,0)
X
- Corte con el eje Y: no tiene porque la funcion no esté definida para x = 0.
—Xx—1 —x-—1 .
f(—x) = il = X2 — No es simétrica.

b) Dominio =R .
. Cortesconeleje)(:y:O—>X—X:O—>xz=0—>X=0—>(O,0)
+ Corte con el gje Y:x:O—)y:eO—>(0,0)

=

ex

f(—x) = = x%’e* — No es simétrica.

0 25—x*>0—=(5—x)5+x)>0— x €[5, 5] = Dominio = [-5, 5]

« CortesconelejeXy=0—v25—x* =0— x = £5— (-5,0), (5, 0)
- CorteconeleieY:x=0—->y=5—(0,5)

f(—x) = \/25 —(—x)? = \/25 — x? = f(x) — Simétrica respecto del eje Y
d) 4—x>>0->02—-x)2+x)>0— x €[-2, 2] = Dominio = [—2, 2]

« CortesconelejeXy=0—-v4—x> =0 x=%2->(-2,0),(2,0)
« CorteconelegjeY:x=0—->y=2-(0,2)

F(—x) = V4 — (=x)* =4 — x> = f(x) = Simétrica respecto del eje ¥
e) Dominio=R

.« CortesconelejeXy=0—7-2x=0—>x== ;—>[— ZO][ ZO]

«CorteconelejeY:x=0->y=7-(0,7)

f(—x) =7 — 2(—x)* =7 — 2x*> = f(x) — Simétrica respecto del eje Y

f) x> —=2x+4+7>0, Vx € R — Dominio =R

« CortesconelejeXy=0—- x> —2x+7 =0—= x> -2x+7=0
— No tiene soluciones para ningun x real — No corta con el eje X.

. CorteconelejeY:x:O—>y:\/7—>(O,\/7)

f(—x) = \/(—x)2 —2=x)+7 = \/X2 +2x +7 — No es simétrica.

Obtén las ramas parabdlicas de estas funciones.
a) f(x)=9x+6x*—x*

b) g(x)=x>+6x*—x+4

Q) h(x)=—x*—=7x*+x

a) lim (9x+6x* —x*)=—w im (9x +6x* —x*) = —o0

X = +oo X = -0

b) im (xX*+6x*—x+4)=4cw im (x> 4+6x> —x+4)=—o0

X = +oo X — -
A Iim (—x*—=7x*4+x)=—o im (=x* —7x*> 4+ x) = —0
X = +oo X = -0
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050

Determina las asintotas y las ramas infinitas de las siguientes funciones
eX
a) f(x)=

3x3
c) h(x)=
er _1 XZ _4
-1 2 _
b) glx) = X ) vl = X2
X+1

X

X
lim
Xx=0 2% _

a e —1=0-2e"=1252x=N1=0->x=0

= oo — Asintota vertical: x = 0
X
lim

X = o eZX —1

= 0 — Asintota horizontal:y = 0

No tiene asintotas oblicuas ni ramas parabdlicas, ya que tiene asintota
horizontal cuando x — 400y cuando x — —o.

b) x+1=0—> x=-1

lim = oo — Asintota vertical: x = —1
X = =1 X + ‘]

. X —1

fim

— Asintota horizontal: y =1

No tiene asintotas oblicuas ni ramas parabdlicas ya que tiene asintota
horizontal cuando x — 40y cuando x — —oo.

Q) x2+4:0—>{X22

X =2
) 3x? ) )
lim = oo — Asintota vertical: x = —2
X = =2 XZ _ 4
) 3x°
lim

= oo — Asintota vertical: x = 2

3x3
fim 5 +o0
o XS R 4 — No tiene asintotas horizontales.
) X
fim = —o0
X — —0 XZ —4
h(x 3x3
| (x) —
X — o0 X

3
lim (h(x)—mx): lim [ 3

2
—3x|= lm 12x =0—>
x*—4 xow x2 4

n=20

— Asintota oblicua: y = 3x
No tiene ramas parabdlicas ya que tiene asintota oblicua cuando x — +o
y cuando x — —oo.
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2

Xt = , )
d) lim = o0 — Asintota vertical: x = 0
x =0 X
. x> =9
fim =+
X = 400 X . ’ .
, — No tiene asintotas horizontales.
) X —
lim = —
X = —00 X
2
) X o x*=9
lim ()://m =1l-o>m=1
X = 0 X X = o0 X2

2 —
lim (v(x)—mx): lim [X 9x]= fim —9:O—>n=0

X—=w  x

— Asintota oblicua: y = x

No tiene ramas parabdlicas ya que tiene asintota oblicua cuando x — +
y cuando x — —co.

(2x —1)?
4x* 41
(Castilla y Leén. Junio 2008. Prueba B. Cuestion 1)

Calcular las asintotas de la funcién f(x) =

4x? +1= 0, ¥x € R — No tiene asintotas verticales.
o (2x =
//m u
x> 4y
No tiene asintotas oblicuas ya que tiene asintota horizontal cuando x — .

= 1— Asintota horizontal: y =1

Se consideran las funciones reales:

f(x) =12x> —8x?> +9x —5 g(X):6x2—7x+2

Determinar las ecuaciones de las asintotas a la gréfica de la funcion ((X)) .
X
(C. Valenciana. Junio 2007. Bloque 3. Problema 1) g
2 1 2
66X —7/x+2=0->x=— Xx=—
2 3
39,2 o
lim 12X Z 8 +9x =5 oo — Asintota vertical: x = L
wo L 6x7 —7x+2 2
2
3 _ 2 _
lim 127 = 8x" 9% > = oo — Asintota vertical: x = 2
Xl 6x? —7x+2 3
3
3 _ 2 _
im 12x7 —8x°4+9x =5 — 4o

X+ 6x> —7x+2
12X —8x*4+9x =5
fim =_
x> 6x> —7x+2
3 _ 2 _
im 12x° — 8x° + 9x 5:2—>m:2
oo x(6x2 —T7x+2)

12x° —8x* 4 9x =5 _2X]_ i [6x2+5x5

— No tiene asintotas horizontales.

X =0

=l->n=1
x> 6x> —7x+2 6x> —7x+2

— Asintota oblicua:y = 2x + 1
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053 | Sealafuncion f: R — R definida por:
(x+2)
x+1

Analizar sus asintotas verticales, horizontales y oblicuas y determinar
las que existan.

f(x) =

X+1=0->x=-1

2
fim M = o0 — Asintota vertical: x = —1
x— =1 X+‘|

2
lim M:—Q—oo
X =+

X+1 — No tiene asintotas horizontales.
o (x 427
im ——— = —
X — —0oo X_l’_'l
2
fim M: lim M:1—>m:1
X = o0 X X > o X(X—‘—])
2)? 4
lim (f(x)fmx): lim fo = lim X+ =3—>sn=3
X = oo X — o0 X—|—] X =0 X+]
— Asintota oblicua:y =x+3
054 | Dada la funcion:
flx) = 1——X
x? —4

se pide:
a) Asintotas verticales (calculando los limites laterales).
b) Asintotas horizontales y oblicuas.

24— =-2
) fo=1- -2 X 3 P40 X
x’—4 X’ —4 X=2
) x> —4—3x
lim . 5 =—
o o xi -4 — Asintota vertical: x = —2
. x> —4—3x
fim =+
X = =2 X2 — 4
o x?P—4-3x
//m‘ 2 =—
= x -4 — Asintota vertical: x = 2
xXP—=4-=3x
lim =
X =27 XZ — 4
2_4-3
b) lim X ZRTEX 5 Asintota horizontal:y =1

X = o X2 — 4
No tiene asintotas oblicuas ya que tiene asintota horizontal cuando x — o0
y cuando x — —oo.
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055 |Seaf:R—R
T+ x
x — log #
1—x

Calcular las asintotas de f(x).
(Aragon. Junio 2008. Bloque 3. Opcion A)
Descomponemos la funcién en otras mas sencillas

1
f(x):log[H—X]X :i-log 1+ x
1—Xx X 1—x
Se estudia el dominio de cada factor:
i—>>(z0
X : : —Domf =(=11-{0}
log R - +X>O—>X€(—1,1)
1—x 1—x
lim i-Iog I x = +o0 — Asintota vertical: x = —1
x—=-T" 1—x
lim i~|og Irx_ +o0 — Asintota vertical: x =1
x=>1 x 1—x
lim i-Iog X m log 14+ ) —log (1= X) —>2
x—0 X ]_X x—0 X O
1 1
L'Hopital 0+ x)1 10+(1 )In10
opl —
P im x) In x) In
X

x—=0
— No tiene asintota vertical en x = 0.
No tiene asintotas horizontales ni oblicuas por tener su dominio restringido.
2x* 42

Considera la funcion definida para x = —2 por: f(x) =
X+ 2

056
a) Halla las asintotas de la grafica de f.
b) Estudia la posicion relativa de la grafica de frespecto de sus asintotas.

(Andalucia. Aho 2003. Modelo 5. Opcién B. Ejercicio 2)

a) x+2=0->x=-2
2
X +2 o0 — Asintota vertical: x = —2

lim
xX— =2 X + 2
2
X = 400
X+2 — No tiene asintotas horizontales.
2xP 42
im ——— = -
X = —o X + 2

2
f(x) 2x +2=2—>m=2

im —= = lim
xow o x x=e x(x + 2)
2 —
lim (f(x)—mx)— lim M—2>< = lim ﬂ:—4—>n:—4
X = X+2 X = X+2
— Asintota oblicua:y=2x—4
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b) - Situacion de la grafica con respecto de la asintota vertical:

« Porlaizquierda: lim

X = =2

« Porladerecha: lim
x = =27

2P +2

2% 42

X+ 2

= 400
X+ 2

- Situacion de la gréfica con respecto a la asintota oblicua:

2
. x%+oo—>M—(2x—4): 10 >0
X+ 2 X+ 2
— f(x) estd por encima de la asintota.
2
. X%—w%ﬁ—(b(—él): 10 <0
X+ 2 X+ 2
— f(x) estd por debajo de la asintota.
2
057 | Halla las asintotas de la funcién y = M
x—1
2
Domf =R —{1} fim X Hx = o0 — Asintota vertical: x = 1
x =1 X 7‘]
2 2
e x - — No tiene asintotas horizontales.
22X+ x
im ——— = —o0
X = - X 7‘]
im —— 20+ x _ =2->m
x(x — Asintota oblicua:y = 2x +3
. 2x? +x
lim = lim =3->n=3
X = o X_] X = X_‘I

x(Ln x)

058 | Considera f: (1, +) — R la funcion dada por f(x) =
logaritmo neperiano.

, siendo Ln la funcién

Estudia la existencia de asintota horizontal para la grafica de esta funcion.

im x(In x)? o0
X = 400 (Xf‘l)z o0
(Inx)z—o—x-Zlnx-i
U'Hopital . X . (Inx)*+2Inx o0
lim = lm — -
X = 40 2<X7U X = +oo 2(X*‘|) 00
—Inx+—=
'Hopital X X . 2Inx+2 Inx+1 ©
lim = lm I —
X = 400 X =+ 2X X = 4o X o0
L'Hopital 2
theptel i Lo gm XN
X fe y X =+ (X,])Z

— Asintota horizontal: y = 0
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SOLUCIONARIO 1 O

Dibuja la gréafica de una funcién que tenga las siguientes caracteristicas:
» El dominio es todos los nimeros reales.
o CortaalejeXenlospuntosx=1yx=—4.
« Tiene como asintota vertical la recta x = —2.
» Larectay =2 es una asintota horizontal si x — +oo.
Tiene una rama infinita cuando x — —oo.
Y

\i=
1N
1

2+b
De la funcioén f(x) = > Ao cona, b € R, sabemos que pasa por el punto (1, 2),
a—x
y que tiene una asintota oblicua cuya pendiente es —6.
a) Determina los valores ay b de la funcién.

b) Determina, si existen, las asintotas verticales de dicha funcién.
(Castilla-La Mancha. Septiembre 2007. Bloque 1. Pregunta B)

a) - Pasapor(1,2) - f()=2—> a+f13 =2—-a+b=2a—-2—->b=ag-2
a_
« Tiene una asintota oblicua con pendiente —6:
2
im S0 D e i 6 a—6—b=6-—2=4
X =+ X X =+ X(G—X)
2
B f=2F4 6 x—0ox=6
6—x
//'m6 f(x) = oo — Asintota vertical: x = 6

Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los extremos relativos
de las siguientes funciones.

a) y=x>+6x*—15x+3 d) y=x*—24x3
4x? 4+1 3437
b) y=7+ e) y=+7
X 2
1 x*+2
0 y=——— f) y=
y (x —3) y

a) Dominio =R

Y'=3x2+12x—15:O—>{§i1_5
« En (=00, = 5) U (1, +o0) = y' > 0 — Funcion creciente
« En(=5,1) = y' < 0 — Funcion decreciente

En x = —5 presenta un maximoy en x = 1, un minimo
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b) Dominio =R — {0}

27
o X ]7O—>x2:iex:i
x° 4 2
. En [—oo, —— U 5 +oo] — y' > 0 — Funcidn creciente

-EH[WOU

5

1 iy )
0, ] — y' < 0 — Funcién decreciente
2
-1 (s 1 .
En x = — presenta un maximoyen x = 5 un minimo.
2

c¢) Dominio=R — {3}

-2 - ) . S
y' = — = 0 en todo el dominio — No tiene maximos ni minimos.
(x—=3)

« En(—o0, 3) = y' > 0 — Funcién creciente
« En(3, +90) = y' < 0 — Funcion decreciente

d) Dominio = R
a7 =0 X0
y X X 06{)(:18

Enx=18—y" >0 — Presenta un minimo.

Por tanto, en (—oo, 18) la funcion es decreciente y en (18, 4-o0), es creciente.

y" =12x> —144x

e) Dominio =R
. 3In3-3"In3 _

2
Soloesposible3* =1— x =log; 1= x =0

O—>3Xf3%:O—>(3X)271:0—>3X:t1

« En(—o0, 0) = y' < 0 — Funcion decreciente
« En (0, 490) — ¥y’ > 0 — Funcioén creciente
En x = 0 presenta un minimo.

f) Dominio = R — {0}

47
y’:M:O%BXA—ZZO—)X:i‘tg
x? 3
[2 2
o En | —o0, =3/ — 4l —, +oo
3 3
« En _43'0 0143
V3 V3
Enx:—‘l% presenta un maximoy en x = 4%,un minimo.

062 | Halla el crecimiento y decrecimiento, y los maximos y los minimos
de estas funciones.

4
a)y:/xz—Zx b)yzln—zx C)y:x+ d)y:X
b% x—4 3%

U — y' > 0 — Funcién creciente

U — y' < 0 — Funcién decreciente
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a) x2—2x>0—> x(x —2)>0— Dominio = (—o0, 0] U [2, +0o0)
y'= =2 =0 — x = 1que no estd en el dominio.
2N x?—2x
« En(—o0, 0) = y' < 0 — Funcion decreciente

« En (2, +00) = y' > 0 — Funcidn creciente

b) Dominio = (0, 40)

1—21 1
’:%:O%2Inx:1—>lnx:z—>x:\/;
X

- En (O, \/;) — y' >0 — Funcién creciente
« En (\/; +oo) — y' < 0 — Funcién decreciente

En x = e presenta un maximo.

¢) Dominio =R — {4}

y' = _=8 < 0enR — {4} — Funcion decreciente
(x —4)
d) Dominio =R
2
X=X X3 =0 x =0, x= 2
3% In3
« En(—o, 0)U % +oo] — y' < 0 — Funcién decreciente
n
2 , . .
. En [O, i — y' > 0 — Funcidn creciente
n
2 ‘.
En x = —— presenta un maximo.
In3
I 2 _
063 | Dada la funcién: f(x) = 22X =3
eX

a) Estudia el crecimiento y decrecimiento de la funcién f.
b) Calcula los maximosy minimos de f.
(Canarias. Septiembre 2007. Opcion A. Cuestion 2)

a) Dominio f =R

J— 2 J—
Flo= 20 XT3 ) o 4 7x—3=0x=3,x=—
e” 2
« En [—oo, % U (3, +o0) = f'(x) < 0 — f(x) decreciente

1 1 1T =1
b) x=——>f|l—|—=|—, ——| Minimo
2 [2] [2 JE]
9 9 L.
x:S—)f():—)[S,]M&qmo
e e?
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064 | Estudia el crecimiento y decrecimiento de la funcién

X—2
f(X):Zi
x*—4x+7
;Tiene maximos o minimos?
Domf=R
2 _ o _
f,(X):w:O%_XZHX_]:O% x=2-+/3=0,27
(x* —4x+7) x=2++3 =373

« En (—00, 2— \/g) U (2 +4/3, +00) — f'(x) < 0 — f(x) decreciente
. En (2 V3, 2+ \/§> — f'(x) >0 = f(x) creciente
Enx=2— \/g f(x) presenta un minimoyen x = 2+ \/g un Maximo.

065 | Dada la funcién:
3x
x> —4
se pide sus intervalos de crecimiento y decrecimiento y sus extremos.

f(x)=1—

2_ —
Fx) = 1— 3x _X 4 —3x
x> —4 x> —4
XX —4=0->x==2

Domf =R —{-2, 2}

, 3x2 412
flix) = ———
(x> —4)

Por tanto, f(x) es crecienteen R — {—2, 2}.

No presenta maximos ni minimos.

066 | Sea lafuncion f: R — R definida por:
(x +2)°
X +1

Analizar sus intervalos de crecimiento y de decrecimiento.

f(x) =

Domf=R—{-1}
x=0
X=-2

f’(x)—M—Oex(x—o—Z)—O—){
(x+17

« En (=00, —2) U (0, +00) = f'(x) > 0 — f(x) creciente
« En (=2, —NU(—1,0) = f'(x) < 0 = f(x) decreciente
Xx=-2—-f(-2)=0— (-2, 0) Maximo

x=0-—f(0)=4—(0,4) Minimo
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SOLUCIONARIO 1 O

Dibuja la gréafica de una funcién que cumpla las siguientes propiedades:

« Esta definida en toda la recta real.

« Es simétrica respecto del origen.

« El eje X es una asintota horizontal.

« Tiene un minimo en el punto (2, —3).

Y

[en}
>

X2

Considera la siguiente funcion: f(x) =

2
. X —1
Determina:

a) Sudominio.

b) Los puntos de corte con los ejes de coordenadas.

c) Sisu gréfica es simétrica respecto del origen o respecto del eje Y.
d) Las asintotas.

e) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

f) Los maximos y minimos.

a X’ —1=0—->x=*1-Domf=R—-{-11}
2
b) Cortesconeleje X:f(x)=0—

2

x° =1
CorteconelejeY:x=0—1(0)=0—(0,0)
(=x)? x? o A
o fl—x)= = = f(x) — Es simétrica respecto del eje V.
(=x) =1 X =1

d) lim

x=>-1 x2
2

= oo — Asintota vertical: x = —1

lim = o — Asintota vertical: x =1
x=1 x?2

2
lim = 1— Asintota horizontal: y =1
X2 xo ]

No tiene asintotas oblicuas ni ramas parabdlicas ya que tiene asintota

horizontal cuando x — 4oy cuando x — —o.

e) f'(X)z_izx:O—w(:O
(x> =1
e En(—o0, =) U (=1,0) = f'(x) > 0 — f(x) creciente

« En(0, ) U (1, +00) = f'(x) < 0 — f(x) decreciente

f) x=0—=f(0)=0—(0,0) Maximo
No presenta minimos.

=0->x"=0—->x=0-(0,0)
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X+1

X2

069 | Considera la funcién: f(x) =

a) Estudia su dominio.

b) Halla los puntos en que la gréfica corta a los ejes de coordenadas.

¢) Analiza si su grafica es simétrica respecto del origen o respecto del eje Y.
d) Calcula las asintotas.

e) Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

f) Hallalos maximos y minimos.

a) Domf=R — {0}
X+1

5 =0=>x+1=0—>x=-1=(=10)
X

b) Cortesconeleje X:f(x) =0 —

Corte con el eje Y: no tiene.

9 Flox) = —Xx+1 _ —Xx+1
(_X)2 XZ
— No es simétrica ya que f(—x) = f(x) y f(—x) = —f(x).
d) //'mO ahul = oo — Asintota vertical: x =0
X = X
lim ! =0 — Asintota horizontal: y =0
X =0 X

No tiene asintotas oblicuas ni ramas parabdlicas ya que tiene asintota
horizontal cuando x — 400y cuando x — —o.

—X—=2

e) f'(x)= =0—->x=-2

X3
« En(—o0, —2) U (0, +00) = F'(x) < 0 — f(x) decreciente
« En(=2,0) = f'(x) >0 — f(x) creciente

f) x=—2of(=2)=—" 5 [2, _]] Minimo
4 4

No presenta maximos.

070 | Calcular los valores de ay b para que la funcién f(x) = tenga como asintota

X —a
vertical la recta x = 2 y como asintota horizontal la recta y = 3.

Razonar si paraa =2y b = 3 la funcion f(x) tiene algiin minimo relativo.

Asintota verticalx=2 —a=2

. b
Asintota horizontal y=3 — lim X —35b=3
X =+ X — 2
, 3x
Asi, tenemos que: f(x) =
X—2
f'(x) = % < 0 — f(x) creciente en R — {2} — No puede tener minimos.
X —
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Determina los intervalos de concavidad y convexidad y los puntos de inflexion
de las siguientes funciones.

a) y=x>—3x*+2x+6

X —2
b) y=
Y X+ 2
Q y=x"—8x2+7
x2 41
d y=
Y x* —1

a) Dominio =R
y'=3x*—6x+2
y'=6x—6=0->x=1
« En(—o, 1) > y' < 0 — Funcién convexa
« En (1, +00) = y' > 0 — Funcién concava
En x=1 presenta un punto de inflexion.

b) Dominio = R — {—2}
. 4
(x+2)

”:_78¢Oen[R{f{f2}
(x 42y
No presenta puntos de inflexion.
« En(—o0, —2) > y" > 0 — Funcién concava
« En (=2, +00) > y" < 0 — Funcién convexa

c) Dominio =R
y'=4x’ —16x
y' =12 =16=0->x==* 1 _.2

12 V3
En [—oo —L] U [L —I—oo] — y" >0 — Funcién céncava
IENEN RN GVES

2 " >
— | — y" <0 — Funcidn convexa

En [7L
NERNE]
Enx = tf presenta puntos de inflexién.

d) Dominio =R —{-1, 1}
, —4x
BTEE
. 12X+ 4

2_1)3

=0enR—{-1,1}
(x

No presenta puntos de inflexion.
« En(—o0, =) U (1, 40) = y" > 0 — Funcion céncava
« En(=1,1) — y” <0 — Funcién convexa
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072 | Halla la concavidad y convexidad y los puntos de inflexion de estas funciones.

a) y = x’e* b) y=ﬁ Q y=x—senx d y=vVx*—16
a) Dominio=R
y'=e"(2x + x?) y”:ex(2+4x+xz)=0—>x:f2i\/5
« En (—00, —-2— ﬁ) U(—Z ++/2, +OO) — y" >0 — Funcién cdncava
- En (—2—+/2, =2 4++/2) = y” < 0 = Funcion convexa
Enx=—-2%+2 presenta puntos de inflexion.
b) Dominio = (0, +o) — {1}
o Inx =1
- (In x)?
. 2—Inx

y'="" =0>Inx=2—>x=¢’
x(In x)*

« En (0, DU (e? 4+) — y" < 0 — Funcién convexa
« En(1, %) > y" > 0 — Funcién concava
En x = e? presenta un punto de inflexién.

¢) Dominio =R
y'=1-—cos x y'=senx=0—->x=knconkeZ
« En(2k’, 2k'+ 1) conk' € Z — y" > 0 — Funcién céncava
« En(2k"+1,2k") conk' € Z — y" < 0 — Funcién convexa
En los puntos x = kw con k € Z presenta puntos de inflexion.

d) Dominio =R — {—4, 4}

V_ 2x _ X
Wxi—16  Jxi-16

"= —16 < 0en(—o0, —4)U (4, +-00) — Funcién convexa

(2 —16)Vx* —16
No presenta puntos de inflexién.

y

073 | Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y los de concavidad
y convexidad. Halla los maximos y minimos, y los puntos de inflexion de la funcion
y=In(x*+1).
2X
x* 41
« En(—o0, 0) > y' < 0 — Funcién decreciente

Dominio =R y'= =0->x=0

« En(0, 400) — y' > 0 — Funcién creciente
En x = 0 presenta un minimo.
W =2 +2

(x> +17
« En(—oo, =N U (], +00) = y" < 0 — Funcién convexa

=0->x==1

« En(=1,1) > y" > 0 — Funcion céncava
Enx= —1yenx=1 presenta puntos de inflexién.
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075

SOLUCIONARIO 1 O

Para la funcion f(x) = x> — 7x, calcula:
a) Los puntos de corte con los ejes.

b) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y los maximos y minimos
relativos.

c) Losintervalos de concavidad y convexidad, y los puntos de inflexion.
a) » Cortescon el gje X:

X
f(x):O—>x3—7x:O—>x(x2—7):0—){

=0
x =7
—(—7,0),0,0),(v7,0)

» CorteconelejeY:x=0—-f0)=0-(0,0)

b) Dom f =R flx)=3x"—-7=0->x=1= z

3
cen| oo — |2 Ul L 1w
3

3
7 7 , .
. En [_\/Z 3 — f'(x) < 0 — f(x) decreciente

U — f'(x) > 0 — f(x) creciente

[7
Enx =— ; presenta un maximoy en x = z un minimo.
3

o f'x)=6x=0—->x=0

« En(—o0, 0) = f"(x) < 0 — f(x) convexa
« En (0, +0) = "(x) > 0 = f(x) céncava

En x = 0 presenta un punto de inflexion.

Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento, los extremos relativos,
los intervalos de concavidad y convexidad y los puntos de inflexion
delafunciény = x* —3x> + x +1
. , 3*+xV6
Dominio = R y:3x2—6x+1:0—>x:%

3-V6 | [3+V6
3 3

« En [—00, U

, +oo] — y' > 0 — Funcion creciente

e 3-J6 3+6
37 3
3-J6 3+V6
3

presenta un maximoy en x = ————, un minimo.
3

] — y' < 0 — Funcién decreciente

Enx =

y'=6x—6=0—>x=1

« En(—o0, 1) > y" < 0 — Funcién convexa
« En (1, +90) = y" > 0 — Funcion concava
En x = 1 presenta un punto de inflexion.
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076 | Estudia en qué intervalos la funcion f(x) = 3x® + x> —1es creciente o decreciente
y en cudles es cdncava o convexa.

{Presenta algiin maximo o minimo? ;Tiene puntos de inflexién? En caso afirmativo,
determina las coordenadas de cada uno de ellos.

Domf=R
f’(x):9x2+2X=O—>x(9x+2)=0—>x:0,x:_72

« En [—00, %2] U (0, +0) = f'(x) > 0 — f(x) creciente

. En [%2 O] - f'(x) < 0 = f(x) decreciente
2 -2 —239 —2 =239 ..
X:_f_>f[ ]:7%[7,7] Maximo
243 9 243
x=0-—f(0)=—-1— (0, =1 Minimo
-2 —1

f'X)=18x+2=0—>x=—=—
18 9

- En [—oo, %] — f"(x) < 0 — f(x) convexa

.« En [% +oo] — f"(x) >0 — f(x) cdncava

243

P RN f[_]] =24 [_1, _241] Punto de inflexion
9 9 9 43

077 | Dibuja la gréfica de una funcién que cumpla que:
« Esta definida en toda la recta real.
« Es simétrica respecto del eje de ordenadas.
« El eje X es una asintota horizontal.
« Tiene un punto de inflexion en (2, 1).

078 | Estudia el crecimiento y la concavidad de la funcion f: (0, +) — R definida

por f(x) = L—X (L = logaritmo neperiano)
X
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ix—lnx -
—In

Fix) == = X 0osinx=1ox=e
X2 x°

« En(0, e) = f'(x) > 0 — f(x) creciente
« En (e, +0) = f'(x) < 0 = f(x) decreciente
En x = e presenta un maximo.

ixz—(1—|nx)2x i N
Fi(x) = X :——(—nx) :—3+ nx:O

x* X3 x>

3 =
>Inhx==>x=e2 5 x=+¢€
2

« En (O \/_)—>f” ) <0 — f(x) convexa
« En (\/e_ +00) — f"(x) >0 — f(x) concava

En x = Ve® presenta un punto de inflexion.

079 | Dibuja la gréfica de las siguientes funciones polindmicas, analizando previamente
sus caracteristicas.

a) y=x>—4x>—x+4 q y=x*+3x
b) y=x>—6x>+12x+4 d) y=x*—8x*+7

a) Dominio=R
— +

==
« CortesconelejeXy =0 — {); _4 " (=1,0),(1,0),(4,0)

« CorteconelejeY: x=0—-y=4—-(0,4)
Como es una funcién polindmica, solo tiene ramas parabdlicas.

im (x> —4x> —x+4)=—o im (x> —4x* —x+4) =+

X = —® X =+

4+J9

y'=3x-8x—1=0— x =

Lm 4- J_q [4+J_

. En +oo] — y' >0 — Funcion creciente

3 , 3 ] — y' < 0 — Funcién decreciente
4 —J19 L 4++19 L
Enx = B presenta un maximoy en x = — un minimo.

Y

En[4—\/19 4+19

y”:6X—8:O%X:§:i
6 3

(o)
s e |

« En [—oo, %] — y" <0 — Funcién convexa

~—

4 p L
« En g,—l—oo — y" > 0 — Funcién céncava

4 ) .,
Enx = ? presenta un punto de inflexion.
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b) Dominio =R
« Cortes con el eje X: No podemos resolverse la ecuacién por Ruffini,
asi que lo analizamos después.

«CorteconelejeY:x=0->y=4-(0,4)
Como es una funcién polinédmica, solo tiene ramas parabdlicas.

im (x> —6x*+12x 4+ 4) = —© im (x* —6x> +12x +4) = +o0

X = —o0 X = 400
y' =32 —12x+12=0—>x=2

« En(—oo0, 2) = y' > 0 — Funcidn creciente

« En (2, 40) = y' > 0 — Funcioén creciente
No presenta maximos ni minimos.

y'=6x—-12=0->x=2 7

« En (=00, 2) = y" < 0 — Funcion convexa A

« En (2, +0) = y" > 0 — Funcién concava /
En x = 2 presenta un punto de inflexion. /
Por Ultimo, como en (—oo, 2) la funcion

ES

es creciente, laimagen de 0 es positiva 1
y lim (X —6x* +12x + 4) = —oo,

X — —o0

hay un punto de corte en (—oo, 0).
c¢) Dominio =R

. CortesconelejeX: x> +3x=0— x(x>+3)=0—- x=0-(0,0)

« CorteconelejeY:x=0—->y=0-(0,0)

Como es una funcién polindmica, solo tiene ramas parabdlicas.

im (x*> 4 3x) = — y
lim (x> 4+3x) = 4o /
X — +oo

y' = 3x? 4+ 3 = 0 — Funcion creciente
No presenta maximos ni minimos. ]

y'=6x=0—-x=0 )

« En (=00, 0) = y" < 0 — Funcién convexa

« En (0, ) — y" > 0 — Funciéon concava
En x = 0 presenta un punto de inflexion.

= +]

d) Dominio=R
. Cortesconeleje Xy =0 x* —8x*+7=0—1
jexy A
«CorteconelejeY:x=0->y=7-(0,7)
Como es una funcién polindmica, solo tiene ramas parabdlicas.
im (x* —8x?+7) = 4o lim (x* —8x?+7)= 4o

X = —o0 X = +oo
x=0

X =2

« En(—o0, =2)U (0, 2) > y' < 0 — Funcién decreciente

« En(=2,0)U(2, ) — y' > 0 — Funcidn creciente

Enx= —2yenx =2 presenta dos minimos y en x = 0, un maximo.

y’_4x3—16x_0—>{
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SOLUCIONARIO 1 O

y'=12x-16=0—>x == /E == /i
12 3
. En [—oo, — /% % +oo] — y" >0 — Funcién céncava
4 4 " .
« En [— ? }3]—))/ < 0 — Funcién convexa

4
Enx == /; presenta puntos de inflexion.

U

Y

080 | a) Dibujar razonadamente la grafica de la funcién g(x) = x*> — 4 cuando
—1<x <A4.

b) Obtener razonadamente los valores maximo y minimo absolutos de la funcién
f(x) = | x> — 4| en el intervalo [—1, 4].

(C. Valenciana. Junio 2006. Ejercicio A. Problema 3)

a) Setrata de una parabola de vértice
(0, —4) que corta al eje Y en ese mismo
punto y que corta al eje X'en los puntos /
(—2,0)y (2,0) de los cuales, solo /¢
este Ultimo esta en el intervalo 5 /
pedido.

<

XxX=—1->y=-3->(-1-3)
X=4-y=12-(412)

b) A partir de la representacion anterior, la grafica de f(x) es la siguiente:

Y

Asi,en (—1,3) yen (2,0) se alcanzan dos
minimos relativos, siendo el minimo

f(x) absoluto el punto (2, 0).

En (0,4)y en (4, 12) se alcanzan dos
SN/ maximos relativos, siendo el maximo

% absoluto el punto (4, 12).

T~
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Representacién de funciones

081 | Lacurvade ecuacion y = x> + ax® + bx + ¢ pasa por los puntos (1,0) y (0, —1)
y tiene un minimo para x = 2. Se pide:

a) Encontrara, byc.
b) Representacion de forma aproximada de dicha curva.

(Murcia. Septiembre 2005. Bloque 3. Cuestion 1)

a) Pasaporelpunto(1,0)—>14+a+b+c=0
Pasa por el punto (0, —1) > c=—1
14a+b—-1=0—-a+b=0—>a=-b
y'=3x"+2ax+b
Tieneun minimo parax=2—-y'(2)=0—-12+4a+b=0
124+44a—a=0—>1243a=0>3a=-12-5a=-4—>b=4
Por tanto, la funciénes: y = x> — 4x? 4+ 4x — 1

b) Dominio =R
. . 3+45
« CortesconelejeXy=0— x> —4x"+4x—-1=0->x=1,x=

-CorteconelejeY:x=0—y=-1—-(0,—1)

Como es una funcién polindmica, solo tiene ramas parabdlicas.
im (x> —4x* + 4x —1) = —0 lim (xX* —4x? + 4x —1) = 400
X = - X =+

y’:3x2—8x+4:0—>x:2,x:§

- En [—oo, %] U (2, 4+) = y' > 0 — Funcion creciente
2 , . .
« En ? 2| — y' <0 — Funcién decreciente

2 - -
En x = — presenta un maximoy en x = 2, un minimo.
3

y”:6x—8:0—>x:§:i
6 3

- En [—oo, i] — y" < 0 — Funcién convexa
3

4 , o
« En ? 40| = y" >0 — Funcién concava

4 ) -
En x = — presenta un punto de inflexién.
3

4
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SOLUCIONARIO 1 O

Calcula razonadamente los valores de a'y b para que la funcién:
fix)=x>+ax* +bx +c

tenga un extremo relativo en x = 2, un punto de inflexién en x =0y pase

por el punto (1, —5).

Representa gréaficamente esta funcion.

f(x)=3x*+2ax+b f"(x) = 6x + 2a
Tiene un extremo relativo en x = 2:
fQ)=0—->12+4a+b=0
Tiene un punto de inflexién en x = 0:
f'0)=0—>20a=0—-a=0—->b=-12
Pasa por el punto (1, —5):
f)=-5->1+a+b+c=-5->1-124c=-5->c=6
Por tanto, la funcion es:
fx)=x>—12x+6
Para obtener su representacion gréfica, analizamos sus caracteristicas.
Domf=R
« Cortes con el gje X:
fX)=0—->x>—12x+6=0
No podemos resolver la ecuacion por Ruffini, ya que no tiene como raiz
ninguno de los divisores de 6.
« CorteconelejeV:
x=0—=f0)=6-—=(0,6)
Como fes una funcién polindmica, solo tiene ramas parabdlicas.
im (x> =12x+6) = —0 im (G —12x+6) = 4+

X = —o0 X = +oo
fxX)=3x-12=0—>x=4—> x=*2

« En (=00, =2)U (2, +0o0) = f'(x) > 0 — f(x) creciente
« En(—2,2) > f'(x) < 0 — f(x) decreciente

En x = —2 presenta un maximo y en x = 2, un minimo.
f'ix)=6x=0—->x=0

« En(—o0, 0) = F"(x) < 0 = f(x) convexa

« En (0, +0) — f"(x) > 0 — f(x) concava

En x = 0 presenta un punto de inflexién.

Y

T
w
F~———
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Representacién de funciones

083

Dibuja la gréfica de estas funciones racionales, analizando previamente
sus caracteristicas.
x —1 X —2 X
a y=—; b) y= qy= ) .
X x—3 x+1 x* 41

a) x>=0— x =0 — Dominio =R — {0}

+ CortesconelejeXy =0 — x|

=0—->x=1—>(,0)
X
« Corte con el gje Y: no tiene porque no estd definida para x = 0.

—1 . )
= o0 — Asintota vertical: x = 0

lim
x—=0 X2
. —1 ] )
lim = 0 — Asintota horizontal: y = 0
X = oo X

No tiene asintotas oblicuas ni ramas parabdlicas ya que tiene asintota
horizontal cuando x — 40y cuando x — —oo.

, —X+2
y =

X3

=0->x=2

« En(—o0, 0) U (2, +0) = y' < 0 — Funcién decreciente
« En (0, 2) > y' > 0 — Funcion creciente

En x = 2 presenta un maximo.

Y= 2Xx—6

X4

« En (=00, 0)U (0, 3) = y" < 0 — Funcion convexa

=0->x=3

« En (3, +00) > y" > 0 — Funcién concava

En x = 3 presenta un punto de inflexion.
Y

=0

b) x—3=0— x =3 — Dominio =R — {3}
X—2
X—73

« CortesconelejeXy =0— =0->x=2-(20)

. CorteconelejeY:xO%yi%[o,i]

X — , '
lim = oo — Asintota vertical: x = 3
X =3 X — 3

. -2 . )

lim = 1— Asintota horizontal: y =1
x>y 3

No tiene asintotas oblicuas ni ramas parabdlicas ya que tiene asintota
horizontal cuando x — +c0 y cuando x — —oo.




SOLUCIONARIO 1 O

_ Y
y' = i < 0 — Funcion decreciente
(x =3y
No presenta maximos ni minimos.
2 )
y'=—"7=0 y=1 -
(x =3y =

No presenta puntos de inflexion.

« En(—o0, 3) = y" < 0 — Funcion convexa

e

« En (3, +00) = y" > 0 — Funcién concava

X+1=0— x=—1—Dominio=R —{-1}

XZ

« CortesconelejeXy =0 — =0—->x=0-(0,0)

x+1
« CorteconelegjeY:x=0—->y=0—(0,0)
2

lim = o0 — Asintota vertical: x = —1
x— -1 X +]
2
lim = —x
xo-e x4 ) . )
2 — No tiene asintotas horizontales.
lim = 400
X—=+o x +]
2
X
fim 1 =1l-o>m=1
x=o x(x , )
( 2+ ) — Asintota oblicua:
) X ) —X
lim —x|= lm =—]lon=-1 y=x-1
X — o0 X + ‘| Xy + ’|

No tiene ramas parabdlicas ya que tiene asintota oblicua cuando x — +oo
y cuando x — —oo.

L X2+ 2x {X =0
=—=0-
(x+1? X==2
« En (=00, =2)U(0, +) — y' > 0 — Funcién creciente
« En (=2, =1)U(=1,0) > y' < 0 — Funcién decreciente
En x = —2 presenta un maximo y en x = 0 un minimo.

"

= 2 = 0 — No presenta puntos de inflexion.
(x4

« En (=00, =1) = y" < 0 — Funcién convexa

« En (=1, 4%) — y" >0 — Funcion concava

Y

X=|— 7
)
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Representacién de funciones

084

d) Dominio =R

- CortesconelejeXy =0— =0—-=x=0-—(0,0)

X2+ 1
«CorteconelejeY:x=0->y=0-(0,0)

lim
x>0 x? +1

No tiene asintotas oblicuas ni ramas parabdlicas ya que tiene asintota
horizontal cuando x — 40y cuando x — —co.

= 0 — Asintota horizontal: y = 0

e S
(XZ + ])2
« En(—oo, =) U(1, +00) = y' < 0 — Funcion decreciente

— x =1

« En(=1,1) — y' > 0 — Funcion creciente

En x = 1 presenta un maximo y en x = —1, un minimo.
2x3 — x=0
”:X76X=O—>x(2)<2—6):0—>
(x4 1 x=*J3

« En (—00, —\E) ) (O, \E) — y" < 0 — Funcién convexa
. En(—\E, O) ) (\E +00) — y" > 0 — Funcién céncava
Enx = —/3, x =0y x = /3 presenta puntos de inflexion.

Y
— y= X
2
Representa la funcion: f(x) = X +x+3

X2 +1

Domf=R ,

« Cortes con el eje X: no tiene ya que 3X—2|—7X+3 =0enR

X+ 1
« Corteconelegje:x=0—->y=3—-(0,3)
2
im 2XEXE3 3 asintota horizontal: y = 3

X = XZ +1
No tiene asintotas oblicuas ni ramas parabdlicas ya que tiene asintota horizontal
cuando x — +ooy cuando x — —oo.
2
f'(x) = —x+1
(x* 417
o En(—o0, =N U(1, +0) = f'(x) < 0 = f(x) decreciente

=0->x=%1

« En(—=1 1) — f'(x) >0 — f(x) creciente



085

En x =1 presenta un maximoy en x = —1, un minimo.

f"(x) =

2x° — 6x x=0
—— =0
2 + 1) x =3

< En (—o0, =3 )U(0,V/3) = f(x) < 0

— f(x) convexa

« En (—x/?,O)U(x/?, +oo)—>f”(x)>0

— f(x) concava
Enx=—/3,x=0 y x = NE) presenta puntos

de inflexion.

Dada la funcién: f(x) =

X

x?—1

se pide:

a) Dominio de definicion y cortes con los ejes.

b) Intervalos en los que es positiva y en los que es negativa.

¢) Asintotas.

d) Intervalos de crecimiento y de decrecimiento.

e) Representacion aproximada.
(Murcia. Junio 2006. Bloque 3. Cuestion A)

a)

x!—1=0->x=*x1->Domf=R—{-11}

« Cortesconeleje X:f(x) =0 — al

x? =1
« CorteconelejeY:x=0—->f0)=6-—(0,0)

{x2—1>0—>xe(—oo,—1)u(1,+oo)
%

X —1<0—->xe(=11)

li = o0 — Asintota vertical: x =1
x—1 X2 — ]

lim = o0 — Asintota vertical: x = —1
x=-1 x2 _

lim = 0 — Asintota horizontal: y = 0
X0 xo ]

SOLUCIONARIO 1 O

No tiene asintotas oblicuas ni ramas parabdlicas ya que tiene asintota

horizontal cuando x — +o0y cuando x — —oe.

— 2 —
i) = X 1
(x* =1
No presenta maximos ni minimos.
3
=21 5 4 x=0
(x> =
e En (=00, =NU(0, ) = f"(x) <0
— f(x) convexa
« En(=1,00U(1, +00) = f"(x) >0
— f(x) concava

En x = 0 presenta un punto de inflexion.

~ < 0 — f(x) decreciente

X
=0—-x=0-—1(0,0)
f(x) < 0en(—oo, =1U(0, 1)
f(x)>0en (=1 0)U(1, +0)
Y
T
A = X
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Representacion de funciones

086 | Representar la funcion: f(x) = estudiando previamente su dominio

x—1
de definicidén y sus maximos y minimos locales.
¢{Tiene fasintotas oblicuas? Razonar la contestacién en caso negativo y calcular
en caso afirmativo.

Xx—1=0—=x=1->Domf=R-{1}
2

+ CortesconelejeX:f(x)=0— =0->x=0-(0,0)

X —1
«CorteconelejeY:x=0—-f0)=0-—(0,0)

2

fim = o0 — Asintota vertical: x = 1
x =1 X 7‘]
2
lim = —o0
X B ! — No tiene asintotas horizontales.
. X
lim = 40
X = +oo X — ’I
2
. X
lim 71 =1T->m=1
X = 0 X(x — ) )
( 2 : — Asintota oblicua: y = x + 1
. X ,
//m[ —x]—//m =1>n=1
X—=>ow | x — “ X x ]

No tiene ramas parabdlicas ya que tiene asintota oblicua cuando x — +oo
y cuando x — —o.

) x? —2x 5 X =
flx)=——"—=0-2x"-2x=0->x(x—2)=0—>

(x =1’ X =

« En (=00, 0) U (2, +0) — f'(x) > 0 — f(x) creciente
« En (0, WU (1, 2) = f'(x) < 0 = f(x) decreciente
En x = 0 presenta un maximo y en x = 2, un minimo.

Y

SN N S S ) |

. - x*+3
087 | Sea f la funcion definida por: f(x) = ,para x = 0
X

a) Halla, si existen, los puntos de corte con los ejes y las asintotas de la grafica de f.
b) Calcula los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los extremos de f.
c) Esboza la gréfica de f.

620
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SOLUCIONARIO 1 O

x*+3
X

a)  Cortesconelgje X:f(x) =0 — =0—->x"+3=0

— No tiene puntos de corte con este eje.

+ Corte con el eje Y: no tiene porque f(x) no estéd definida para x = 0.

4
//'m0 f(x) = //'m0 X +3 = oo — Asintota vertical: x = 0
X = X = X
4
m fo)= lim 23— e
X = 4o X = oo X . . .
— No tiene asintotas horizontales.
. X" 43
im f(x)= Im = —
X — —w X = —mw X
f ¢ , )
fim ﬁ = lim xij—S = oo — No tiene asintotas oblicuas.
X = 0 X X =0 X
4 J—
b) )= "3 — 05 x =1
XZ

« En(—o0, =) U(1, +00) = '(x) > 0 = f(x) creciente
« En(=1,0U(0, ) = f'(x) < 0 = f(x) decreciente

Enx = —1 presenta un maximoy en x = 1, un minimo.
Q) Y
|
\
/
X
/
\
1T x=0

Dibujar la grafica de la funcién f(x) = indicando su dominio, intervalos

x+1
de crecimiento y decrecimiento y asintotas.

(Madrid. Junio 2006. Opcién A. Ejercicio 3)
Domf=R —{-1}

« CortesconelejeX:f(x)=0— 2x

X +1
« CorteconelejeY:x=0—-f(0)=0-(0,0)

=0->x=0-(0,0)

lim = oo — Asintota vertical: x = —1
x = -1 X + ] y
li = 2 — Asintota horizontal: y = 2 ,'
X = o0 X + 'I I

No tiene asintotas oblicuas ni ramas parabdlicas

ya que tiene asintota horizontal cuando x = 400 ————

|
It
N

|

y cuando x — —co. 1

2

’

X) = > 0 — f(x) creciente

(x 41 1L

No presenta maximos ni minimos.
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Representacion de funciones

089

Dada la funcién f(x) =

a)
b)

Q
d)
e)

x2(1—x)

. se pide:
X

Dominio y cortes con el eje X.

Puntos de discontinuidad, tipos de discontinuidad y asintotas verticales
(calculando los limites laterales).

Asintotas horizontales y oblicuas.

Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Extremos.

Representacion grafica aproximada teniendo en cuenta los resultados
de los apartados anteriores.

a)

b)

Domf=R—{-1,1}

« Cortes conel gje X:

201 _ =0
X2(1—x) =O—>{X
X

fx)=0—> _

x? =1
El Unico punto de corte con el eje X es (0, 0) ya que en x = 1 la funcion
no esta definida.

- CorteconelejeY:x=0—-f0) =0-—1(0,0)

La funcion es continuaen R — {—1, 1}
2
]_
im X200
X -1~ —
- x“ =1 — Discontinuidad de salto infinito en x = —1
o XP(=x)
im ——=—
x = —1" X2 —1

Tiene una asintota vertical en x = —1

XM= x) =X —1
lim > = //m{ = —
o Xt ol Xt 2 — Discontinuidad evitable en x =1
o xX*(1=x) =X’ -1
lim =i =
x =1 XZ_’\ X—H’X_._’l 2
x2(1—x)

— No tiene asintotas horizontales.

— Asintota oblicua: y = —x 41

X' = x3 Xt =x

lim +x|= lm =T—>n=1
X — XZ —_ X = o Xz _‘|

2
Flx) = X4 2x -0

x? =1

x=0
f(x) =

() {X _

« En(—o0, —=2)U (0, +00) = f'(x) < 0 — f(x) decreciente
« En(=2, =NU(=10) = f'(x) > 0 = f(x) creciente

En x = —2 presenta un minimo y en x = 0, un Maximo.



SOLUCIONARIO 1 O

090 | Dibuja la gréfica de estas funciones con radicales, analizando previamente
sus caracteristicas.

a) y=v2—x b) y:2[1—éx2 Qy=+vx*-9 d y=—/x+3

a) 2—x>0— x <2 — Dominio = (—oo, 2]
+ Cortes con el ejesz =0->x=2->(,0)
. CorteconelejeY:XzO%y:\/z—>(0,\/5)
No tiene asintotas verticales.
im N2—x = ~+00 — No tiene asintotas horizontales.

X = -0 1%
. N2 —X
im ——=0
X = —0 X ) , .
— No tiene asintotas oblicuas. _
5\\
T

' < 0 — Funcion decreciente 1

1
SRR -

-1
y'=——<0
22—x)N2—x

— Funciéon convexa

X2

b) 1—5 >0 — x €[-5, 5] > Dominio = [-5, 5]

2
+ Cortes conel eje X: /1—)2(—5 =0—-525—x=0—->x=%*5-(=50),(50)

« CorteconelejeY:x=0->y=2->(0,2)
No tiene asintotas.

y’:i:O—)x:O Y

10v25 — x?

« En(=5,0) = y' > 0 — Funcién creciente

« En (0, 5) = y' < 0 — Funcién decreciente
En x = 0 presenta un maximo.
" _ —100 <0
10025 — X)W 25 — X2
— Funcién convexa

<
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Representacién de funciones

x> —9>0— x € (—00, —=3]U[3, +00) = Dominio = (—o0, —3]U[3, 4+0)
. CortesconelejeX;:vx’—9 =0— x==*3—-(-3,0),(3,0)
« Corte con el eje Y: no tiene porque f(x) no esté4 definida para x = 0.

im Nx*—=9 =+

X = 4o

lim Vx2 =9 =+
Vx? =9

— No tiene asintotas horizontales.

im ——=1-m=1
X =+ X
2_Qg__ 2 _
i (V=9 —x)= fm 22222 o =% g yne0
X = +oo X+ X2—9 + X X =400 (X2_9 + x
— Asintota oblicua: y = x

2_
i X =9 =l->m=-1
X— —w X

=0—->n=0

2_g_x? -9
im (VX =9 4+x)= fim 222X _ jm ——2
H-°°< ) oo JxT =9 —x 2 X =9 +x

— Asintota oblicua: y = —x
. 2X X

y' = = =0->x=0
2Wxi—9  Jx—9 ,

. En(—OO,—3>—>yI<O WUEX y=x

— Funcién decreciente NG /4
« En (3, +00) = y’' > 0 — Funcion creciente 3
. -9 0 \ b S

y =—F—< ‘, : >

(x> =99Vx* =9 SN X
— Funcién convexa . *
No presenta puntos de inflexién.

d) x+3>0— x> -3 — Dominio = [-3, +0)

« Cortesconeleje X —Vx+3 =0—-x=-3—-(-3,0)
. CorteconelejeY:x:O—)y:fﬁe(o,f\/g)
No tiene asintotas verticales.

lim —/x+ 3 = —o0 — No tiene asintotas horizontales.

X = 400

. — X+ 3

im VXS 0 Y
X =+ X

— No tiene asintotas oblicuas.

' —1 . ) ;

y' = —=—= < 0 — Funcion decreciente. i
2Ux+3 X
Tl
" _ >0 T~

4(x+3)Vx+3

— Funcion céncava.

No presenta puntos de inflexion.



SOLUCIONARIO 1 O

091 | Escribe la funcién a la que corresponde cada una de las siguientes gréficas:

GRAFICA 1 Y

GRAFICA 2 Y

|
)
w

GRAFICA 3 Y
T /
T X
GRAFICA 4 Y
X

Gréfica 1: f(x) =~/25— x?

XZ
Grafica2: g(x)=—-3,/[1——
25

Gréfica3: h(x) =~ x—1

Grafica4: j(x) =~x*—4
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Representacién de funciones

092 | Dibuja la gréfica de estas funciones, analizando previamente sus caracteristicas.

2_
a) y = xe dy=" 21
eX
—X X 2
b y=2_T€ e)y:M
2 e”
0 y=3x%* f) y=e"*

a) Dominio =R
« CortesconelejeX:xe* =0— x=0—-(0,0)
« CorteconelejeY:x=0—->y=0-(0,0)
No tiene asintotas verticales.
lim xe* = 400 — No tiene asintota horizontal.

X =+

oo L'Hopital

lim xe* — o©-0— [im - lim ] = |im —e*=0

X — —w x> -0 X o0 x> - _pX X— —w

— Asintota horizontal: y =0

X

. xe . B ) , )
lim = lim e* =40 — No tiene asintotas oblicuas.

X =+ X X =+

y'=e 4+ xe* = e (14 x)
y'=0->x=-1
« En (=00, —1) = y’' < 0 — Funcién decreciente
« En (=1, 49) —» y' > 0 — Funcidn creciente
En x = —1 presenta un minimo.
y"=e*(1+x)+e*
y'=0->1+x+1=0

> x=-2 1/
« En (=%, —2) = y" < 0 — Funcion convexa =

« En (=2, +00) = y" > 0 — Funcién concava
En x = —2 presenta un punto de inflexién.

b) Dominio = R
e X 1
+ Cortes con el gje X: no tieneyaque ———— =0 - —+ e’ =0.
e
) 1+1
. CorteconeleJeY:X:O—u/:T:1—>(O, 1
No tiene asintotas verticales.
. e’ 4 e
im ¢ _ 4w
X =+ 2 . , .
— No tiene asintotas horizontales.
et 4e
im ——— =+
X = —o0 2
e 4 e
lim e te = 4o
X =+
2x — No tiene asintotas oblicuas.
. e+ ef
im ——— =+
X — —00 ZX
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SOLUCIONARIO 1 O

Tiene ramas parabdlicas:

—X X —X X

X — +oo 2 X = —0oo 2
y'zie ;—e =00 =" x=—x22x=0—=>x=0
« En(=%0,0) > y' <0 Y

— Funcién decreciente \\ II
« En (0, 4+) — y' > 0 — Funcién creciente \ |
En x = 0 presenta un minimo.

ALl I/

y' = % > 0 — Funcién céncava

No presenta puntos de inflexion.

Dominio =R

« Cortesconeleje X:3x’¢™* =0 — x =0 — (0, 0)
« CorteconelejeY:x=0—->y=0-(0,0)

No tiene asintotas verticales.

2
lim

X = 40 eX

= 0 — Asintota horizontal: y =0

lim 3x?¢™ = 400 — No tiene asintota horizontal cuando x — —co.

X —> —00
o 3x%e ) N
fim = [lim 3xe

X = —o0 X X = —o0

X

= —oo — No tiene asintota oblicua.
Tiene una rama parabdlica: /im 3x’e™ = 4o
X = —o

’ —X 2 x=0
y'=e*6x—-3x)=0->x(6—-3x)=0—> I
« En (=00, 0)U (2, +0) — y' < 0 — Funcion decreciente

« En (0, 2) > y' > 0 — Funcion creciente
En x = 0 presenta un minimo y en x = 2, un maximo.

Yy =e " Bx’—12x+6)=0—> x =242
< En(=00,2 = v2)U(2++2, +) = y" >0 — Funcién céncava
- En (2—\/?, 2+\/?)—>y"<0—>Funcién convexa

Enx=2+2 presenta dos puntos de inflexion.
Y

<V
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Representacién de funciones

d) Dominio =R
2_
+ Cortes con el gje X: il = ] =0—->x=*x1—(-10),(,0)
« CorteconelejeY:x=0->y=-1-(0,—1)

No tiene asintotas verticales.

2 _
lim % L 0 — Asintota horizontal: y =0

h—o eX

No tiene asintotas oblicuas ni ramas parabdlicas.

. 2X— (x> =N2x _ 4x—2x°
e '
« En (_oo, _\/5) U (O, \/E) — ¥’ > 0 — Funcioén creciente

- En (—\/E O) U (\/? +oo) — y' < 0 — Funcion decreciente

X

e

En x = £V 2 presenta dos maximos y en x = 0, un minimo.

’ x =317

o 4xt—14xP 44 _O_){x:io,se
eX

Y

fen)
>

e) Dominio=R
(x 41

e
« CorteconelgjeY:x=0->y=1->(0,1)

« CortesconelejeXy=0—>

No tiene asintotas verticales.

. X+ 1)? , .
im XD 6 Adintota horizontal: y = 0
X = 4o ex
o x+? ) ] )
fim =t No tiene asintota horizontal cuando x — —oo.
X = -0 e
. X417 ) . )
lim x4+ = —oo — No tiene asintota oblicua.
X = -0 XeX
2
Tiene una rama parabdlica: fim M =+
X = —0 eX

=0 x4-2x)=0->
x=+V2

« En(—o0; —3,17) U (—0,56; 0,56) U (3,17; +00) — y" > 0 — Funcidn céncava
« En(=3,17; —=0,56) U (0,56; 3,17) — y" < 0 — Funcion convexa

En x = —0,56; x = 0,56 y x = 3,17 presenta puntos de inflexion.

=0->x==-1=(-10)



= =0—->x==1

y,_2x+27()<+1)2 —x? 41
e” e”

SOLUCIONARIO 1 O

« En(—o0, =N U (1, +00) = y' < 0 — Funcién decreciente

« En(=1,1) > y' >0 — y' >0 — Funcién creciente

En x = —1 presenta un minimoy en x =1 un maximo.
p— 2_
y”:72X+X 1:O—>x:1i\/§
eX

« En (—oo, 1— \/3) U (1 +2, +oo) — y" >0 — Funcién concava

- En (1—\/5, 1+\/3) — y" <0 — Funcion convexa

Enx=1=x \/5 presenta puntos de inflexion.

Y

Dominio =R

« Cortes con el eje X: no tiene.

« CorteconelejeV:x=0—>y=e—(0,e)
No tiene asintotas verticales.

lim e~ =0 — Asintota horizontal: y = 0

X =0

No tiene asintotas oblicuas ni ramas parabdlicas.

Y =(=2x)¢ " =05 x=0
+ En(—o0, 0) = y' > 0 — Funcion creciente

« En(0, 4+0) —» y' <0 — y’' < 0 — Funcién decreciente

En x = 0 presenta un maximo.

y'=—2""" —2x(=2x)e T =0 > 4’ —2=0—> x=*|—

U - y">0

1 1
e En|—o0, — | — /—,Jroo
2 2
— Funcién céncava
En|— A - y"<0
V22
— Funcién convexa

Enx == 1 presenta puntos de inflexion.
2

1
2
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Representacién de funciones

093 | Sealafuncion f(x) = x + e™™.

Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, los extremos relativos,
los intervalos de concavidad y convexidad y las asintotas. Esbozar su grafica.

(Castilla y Leén. Junio 2007. Prueba B. Problema 2)

Domf=R
ffix)=1l—e"=0-oe* =1Toe =e">5x=0
« En(—o0, 0) = f'(x) < 0 — f(x) decreciente

« En (0, +o0) = f'(x) > 0 — f(x) creciente
En x = 0 presenta un minimo.

f"(x)=e™* >0 — f(x) céncava
No presenta puntos de inflexion.
No tiene asintotas verticales.

im (x+e*) =400

Ko — No tiene asintotas horizontales.
im (x+e*)=4oo
X = -
L oxfe” Y
im ————=1->m=1 I
X = +oo X \ 7
lim (x+e*—x)=lme*=0-n=0 \ /
X = +oo X—+00 //7
— Asintota oblicua: y = x \ AT
Cuando x — —oo no existe el valor de n 2117 N
por lo que no tiene asintota oblicua. .
) . . X
Tiene una rama parabdlica: g
im (x+e*)=+4oo
X = —o

094 | Seala funcién f(x) = x?e*. Calcula sus asintotas, intervalos de crecimiento
y decrecimiento, méximos, minimos y puntos de inflexion. Represéntala
graficamente.

(La Rioja. Junio 2007. Propuesta A. Ejercicio 5)
Domf=R
. Cortesconeleje X x’e* =0—= x=0—(0,0)
« CorteconelejeY:x=0—->y=0-(0,0)

No tiene asintotas verticales.

lim x%** = 400 — No tiene asintota horizontal.

X = +00
2 A

) . X oo L'Hopital ) 2x .

im x*¢* —>w-0— lm - = lim = |m =0
X = —w X — -0 e*X oo X — —w _G*X X — -0 €X

— Asintota horizontal: y =0
x’e”

li = lim xe* = 400 — No tiene asintota oblicua.

X = +0oo X X =+

Tiene una rama parabdlica: im x%* = 4o

X = +oo
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SOLUCIONARIO 1 O

x=0
X=-2
e En(—o0, =2) U (0, +0) — f'(x) > 0 — f(x) creciente

f’(x)_eX(ZX+X2)_O—>x(2+x)_0—>{

« En(=2,0) = f'(x) < 0 — f(x) decreciente

En x = —2 presenta un maximo y en x = 0, un minimo. y

f”(x):e*(x2+4x+2):O—>X:—Zt\/3
c En (=00, —2 =2 ) U (=242, +o0) i
— f"(x) >0 — f(x) concava

-En(—z—\/—,—2+\5)ef”(x)<o —

— f(x) convexa y=0

<

Enx=-2+2 presenta puntos de inflexion.

095 | Sea f:R — R la funcién definida por f(x) = (x —1)%e™™.
a) Halla las asintotas de la grafica de f.

b) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de fy calcula,
si existen, sus extremos relativos o locales y sus extremos absolutos o globales
(puntos en los que se obtienen y valores que alcanza la funcién).

¢) Esbozala grafica def.
(Andalucia. Septiembre 2005. Opcién A. Ejercicio 2)

a) Domf=R
No hay asintotas verticales.

_ 2
im (x="1%e* = Iim (x—1)

X = +oo X = +o0 @X

= 0 — Asintota horizontal: y = 0
lim (x —1)*¢™ = 400 — No tiene asintota horizontal cuando x — —c.
X = —0
) x—1)e™”
//m #

X = —0 X

= +o0 — No tiene asintota oblicua.

b) y’_e‘X(ZX—Z—(x—DZ)—e‘X(—XZ+4X—3)—0—>{Xi

« En(—o0, NU(3, +0) — f'(x) < 0 — f(x) decreciente
« En(1, 3) = f'(x) > 0 — f(x) creciente
En x =1 presenta un minimo y en x = 3, un Maximo.

c) Paraesbozar la gréfica nos faltan los puntos
de corte:

- ConelegjeX

x=1e*=0->x=1-(0)

—
|t

« ConelejeV:
x=0->y=1->(0,1) \
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Representacion de funciones

096 | Dibuja la gréfica de estas funciones, analizando previamente sus caracteristicas.

a) y=xlnx b) y =log, (x* +1) c)y:ln% d))’=i
a) Dominio = (0, +00)
+ CortesconelejeX: x In x =0 — x = 0, como no esté en el dominio,
no tiene cortes con este eje.
« Corte con el eje Y: no tiene porque no esta definida para x = 0.

1

. o Inx oo L'Hopital X )
Iim xInx= lm — —» — —— |Im — = lim (—x) =0
x =07 x = 0* 1 o0 x—=0t —1 x = 0?
X x°
— lim xIn x =0 — No tiene asintotas verticales.

x — 0"

im  x In x = 400 — No tiene asintotas horizontales.

X = +oo

) xIn x . ) , )

fim = lim In x = 400 — No tiene asintotas oblicuas.
X = 4000 X X = 0

Tiene una rama parabdlica: im xIn x = 4o

X = 4o
) i 1
y=I+4hx=0->hx=-1ox=¢"'>5x=—
e
1 , - .
« En |0, —| = ¥’ < 0 — Funcién decreciente v
e 1
1 , s ' 1
« En|—, 40| — y' >0 — Funcion creciente T
B 1
1 -~ T
En x = — presenta un minimo. T
e 1
1 i}
y"=—>0-—>Funciénconcava | I EEERRREE X
X 4
No presenta dos puntos de inflexion.

b) Dominio =R
« Cortes coneleje X:log, (x* +1)=0— x*+1=1->x*=0—->x=0-—(0,0)
« CorteconelejeY:x=0— y=Ilog,1=0— (0, 0)
No tiene asintotas verticales.
lim log,(x* +1) = 400
X 400

i s — No tiene asfintotas horizontales.
lim log,(x* +1) =+
X——00

2
im log, (x> +1)

X = X

=0 — No tiene asintotas oblicuas.

Tiene ramas parabdlicas:

lim log, (x> +1) = +o0
X =+

lim log, (x* +1) = 400

X —>—00



SOLUCIONARIO 1 O

Y = 2X
In2(x> 41

« En(—o0, 0) = y' < 0 — Funcion decreciente

=0->x=0

« En(0, 4+o0) — y’' > 0 — Funcién creciente
En x = 0 presenta un miimo.
S 2=2x°
In 2(x? +1)?

« En(—o0, =N U (1, +00) = y" < 0 — Funcion convexa

=0->x==1

« En(—=1,1) — y" > 0 — Funcién concava
En x= %1 presenta dos puntos de inflexion.

14
™. -~
N /
X
Dominio = R
« Cortes con el gje X:
e e e e
In+7:0—>+7:e°:1—>ex+e”:2
2 2

S —2e"+1=02e"=125x=In1=0-(0,0)

. CorteconelejeY:x:O—)y:ln%:lm:O—>(0,0)

No tiene asintotas verticales.

) e 4e*
im In ———— = 4+
X = +o0 2

lim |ni:+w
X = - 2

— No tiene asintotas horizontales.

eX + e*X
In——
. 2
im —————=1->m=1 . .
X = 4o X — Asintota oblicua:

X —x y=x—069
lim [me”—x]— 0,69 = n=—0,69
X = +o0 2
eX +efX
lim 72——1—>m——1
X >~ X - - — Asintota oblicua:
e* + e y=—X- 0,69
In ——
2

lim

X = =00

+ X] =—-069 = n=-069
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Representacién de funciones

e

- - =0—>¢e"—
e‘+e”

=0-e¥=123e=12x=In1=0
eX
« En(—,0) > y'<0

— Funciéon decreciente
« En(0, +0) > y' >0

— Funcion creciente
En x = 0 presenta un minimo.

.
\\
. 4e~%e"
y e

>0
e—ZX +2e—xex +€2x

'//

— Funciéon concava

,69

, y=x—-069
No presenta puntos de inflexion.

Dominio = (0, +o0) — {1}

« Cortes con el ejeX:L:O—H(:O—)(O, 0)
nx

« Corte con el gje Y: no tiene porque no esta definida para x = 0.

im —— = oo — Asintota vertical: x =1
x =1 |n X

im —— =0 — No tiene asintota vertical.
x>0 |n x

lim —— = 400 — No tiene asintotas horizontales.
X = 400 |ﬂ X

fim = i
X—>+o |n X

—— =0 — No tiene asintotas oblicuas.
X = +oo |n X

Tiene una rama parabdlica: im —— =+
—+% |0 x
. Inx—1

i ) =0->hx=1T-x=e
nx

« En(0, U1, e) > y' < 0 — Funcidn decreciente

« En(e, +o0) = y' > 0 — Funcion creciente
En x = e presenta un minimo.

Y
. 2—Inx
y =—=

i =0—>oInx=2—->x=¢’
x(In x

\
« En(0, NU(e? +o0) = y" <0

— Funcién convexa [\
« En(1, €?) = y" > 0 — Funcién cdncava

En x = e presenta un punto de inflexion.
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SOLUCIONARIO 1 O

Seaf(x)=1+ Inizx conx € (0, +). Se pide:
X

Calcular los intervalos de crecimiento y decrecimiento, los extremos relativos
y las asintotas. Esbozar su gréfica.

Dom f= (0, +0)

) In x , )
lim [1 + 2] = —oo — Asintota vertical: x = 0
X

x— 0"

li [1 + Inx] = 1— Asintotas horizontales: y =1
X = 400 X2

No tiene asintotas oblicuas ni ramas parabdlicas.
_1=-2Inx
- 3

X

. En (O, \/;) — f'(x) > 0 — f(x) creciente

f'(x) —051=2Inx—x=+e

« En (\/; +oo) — f'(x) <0 — f(x) decreciente

En x = Ve presenta un maximo.

_ 6Inx=5

X4

« En (0, {’/eT) — f"(x) <0 = f(x) convexa

=0 x="%¢

£(x)

* En (6\/ e’ +°°) — "(x) > 0 — f(x) céncava
En x = ¥e® presenta un punto de inflexion.

« Cortes con el eje X:

f(x)=0—>1+|n—2X:O—>x2+|nx:O
X

f(01) <0

T. Bolzano . , .
f(1) >0 ——— Existe unaraiz en ese intervalo.
f(x) continua [0,1; 1]

Esta rafz es Unica porque f(x) es creciente en (O, \/;) y decreciente
en (\/; +oo), y tiene una asintota horizontal eny = 1.

- Corte con el gje Y: no tiene porque no esta definida para x = 0.

Y

<
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Representacion de funciones

098

099

Seaf(x)=2—x+1Inx, conx € (0, +). Se pide:

Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, los extremos
relativos, los intervalos de concavidad y convexidad y las asintotas de f.
Esbozar la grafica de f.

f’(X):—H-i: Xt =0—> Xx+1=0->x=1
X X

« En(—o0, 1) = f'(x) > 0 — f(x) creciente

« En(1, +00) = f'(x) < 0 — f(x) decreciente
En x =1 presenta un maximo.

f"(x) = _—j < 0 — f(x) convexa.
X

No presenta puntos de inflexion.

im (2 —x +In x) = —oo — Asintota vertical: x = 0

x = 0

lim (2 — x +In x) = —o0 — No tiene asintotas horizontales.
X =+

. f(x ) 2—x+Inx

lim T _ m XX =
X = 4o X X = 400 X

lim (f(x)fmx): im Q2Q—x+Inx+x)= lm Q2+Inx)= -+
X =+ X — +0o0

X =+

— No tiene asintotas oblicuas.
Tiene una rama parabdlica: im (2—x+1Inx) = —w

X = 400

Y

Estudia las caracteristicas de esta funcion definida a trozos y dibuja su gréfica.
f(x):{x+4 si x <1

X2 —6x+8 six>1
Domf=R
lim. (x> —6x+8)=3

x—=1

im (x+4)=5

x =1

— Discontinuidad de salto finitoen x = 1

« En(—o0, 1] = Recta que pasa por (—4, 0) y (1, 5)

« En (1, 400) — Pardbola de vértice (3, —1)
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Cortes con eje)(:xz—6)(—1—8—O—>{X:f1
X =

Enx=1—-f(1)=3

Y

T~
Tt

Dibuja la gréfica de la funcion:

F0) = {\/25—)(2 si—5<x<4

x? —2x—5 six>4

En (—oo, —5) la funcion no esta definida.
f(4)=16—-8-5=3
im (x> =2x =5 =16—8—-5=3

SOLUCIONARIO 1 O

X 4+ — f(x) continuaenx = 4

lim 25— x> =J25-16 =3
X — 4"

En[—5, 4) — f(x) = V25— x?:
Xx=-5->y=0->(-50)
x=4->y=3->(4,3)

No tiene asintotas en el intervalo en el que esta definida.

—X

y = —
N 25— x?

En[-5,0) = y' > 0 — Funcién creciente

=0—->x=0

En (0, 4) - y' < 0 — Funcién decreciente
En x = 0 presenta un maximo.

" —25 L
= ———— < 0 — Funciéon convexa

y =

25— x?2
En[4, +0) = f(x) = x> —=2x —5
Parabola de vértice (1, —6).

No tiene cortes con los ejes en el intervalo
en el que esté definida.

Xx=4—->y=3->(423)

lim (x> =2x —5) = +oo

X = 400

= -
—
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101

Se considera la funcién:

F(x) = P si x <2

x? =3 six>2

a) Determine el dominio de definicién, estudie su continuidad y halle sus asintotas.
b) Esboce una grafica de la funcion.

(Asturias. Junio 2008. Bloque 5)

a) Domf=R-—{1}

— Discontinuidad de salto infinito en x =1

fQ)=4-3=1

im (x*=3)=1
x—>2% — Continuaenx = 2

=1

x=2" x —1
Asi, f(x) es continuaen R — {1}.

lim = o0 — Asintota vertical: x =1
x =1 X — ]

lim = 0 — Asintota horizontal: y = 0
X = - X — ‘]

lim (x> —3) = 400 — Rama parabdlica por ser funcién polinémica.

X = +oo

b) F(x)=1 (x—1?
2x Sio x> 2

siox <2

« En(—o0, NU (1, 2) = f'(x) < 0 — f(x) decreciente
« En(2, +00) = f'(x) > 0 = f(x) creciente

— =
X=2- (2—12 — No derivable

-
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SOLUCIONARIO 1 O

Se considera la funcion f: R — R definida por:

—1 si x <—4
F(x) = x8+2 si—4 <x<2

— si2 <x

X

Representar graficamente la funcion.

(La Rioja. Junio 2004. Opciodn A. Ejercicio 5)

Domf=R
im (=1)= -1

X —=—4"

— Discontinuidad de salto finitoen x = —4

—4 — Continuaenx = 2

Asf, f(x) es continua en R — {—4}.
+ En (=00, —4) — f(x) = —1 — Funcién constante
» En[~4,2) = f(x) = x + 2 — Recta que pasa por (~4, —2)y (2,4

« En[2, +0) = f(x) = 8 — Definida en todo el intervalo
X

No corta a ninguno de los dos ejes.
No tiene asintotas verticales.

.8 . .
lim — =0 — Asintota horizontal: y = 0
X = +o00 X

No tiene asintotas oblicuas.

-8 L )
f'(x) = —< 0 — Funcion decreciente
X

16 L,
f"(x) = —- >0 — Funcién concava
X




Representacién de funciones

[ X si x <—1
103 | Estudia sila funcion f(x) = 1—x? si —1 < x <2 escontinua
—3 si 2 <x
enlospuntosx=—1yx=2.

Representa graficamente dicha funcién.
(Castilla-La Mancha. Junio 2005. Bloque 1. Pregunta A)

Domf=R
lim  x = —1

e — Discontinuidad de salto finito en x = —1
lim 1—x* =

f(—2)=1-4=-3

) R
X/If;f] x=-3 — Continuaenx =2

im —3=-3

x—=2"

Asi, f(x) es continuaen R — {—1}.

« En(—o0, —1] = f(x) = x — Recta que pasa por (-1, =) y (=2, —2)
« En(=1,2] = f(x) = 1— x? — Parabola de vértice (0, 1)

X =1

Cortesconeleje X:1— x> =0 %{
x=0

« En (2, +o0) — f(x) = —3 — Funciéon constante

Y

>

104 | Considera la funciéon f: R — R definida por:

sen x si x <0
f(x) = -
(x) {x2+bx six>0

Para b= —2y el intervalo [—2, 3], determina los puntos de corte con los ejes,
los extremos relativos (maximos y minimos), la curvatura y dibuja la gréafica
de la funcion f.

(Cantabria. Junio 2007. Bloque 2. Opcion A)

Dom f = [—2m, 3]

senx=0—->x=0,x=—7 x=—27
X =2x=0—-ox(x—2)=0—>x=2
« CorteconelejeY:x=0—-y=s5en0=0

« Cortes con el gje X: {
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—3n
2

En[—2w, 01: f'(x) = cos x =0 = x = ;ﬂ, X =

. En [—27r, _jﬂ JU[ _2“, 0] — f(x) >0 — f(x) creciente

< En [_j“ _2“] — f'(x) < 0 — f(x) decreciente

T Lo
, un-maximao.

—T - —
Enx = 7 presenta un minimo y en x =

En(0,31:f'(x)=2x—-2=0—>x=1

« En(0, 1) = f'(x) < 0 — f(x) decreciente
« En(1,3) > f'(x) > 0 = f(x) creciente
En x =1 presenta un minimo.

f"(x) = —sen x

« En(=2mw, —x) = f"(x) < 0 — f(x) convexa
« En(—m, 0) = f"(x) > 0 — f(x) concava

« En (0, 3) = f"(x) > 0 — f(x) cdncava

En x = —m presenta un punto de inflexion.

Y

Estudia y representa graficamente la siguiente funcion: g(x) = \—xz + 4x\

La funcion y = —x? + 4x tiene como gréfica una parabola de vértice (2, 4)
que corta al eje Yen el punto (0, 0), y al eje X en los puntos (0, 0) y en (4, 0).

La funcién toma valores negativos en (—oo, 0) U (4, +o0) por lo que haciendo
una simetria respecto del eje X se obtiene la gréfica pedida.

Y

-
~
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106 | Sea fla funcién dada por f(x) = x> —3| x|+ 2, x €R.

a) Estudiese la derivabilidad de fen x = 0 mediante la definicién de derivada.
b) Determinense los intervalos de monotonia de fy sus extremos relativos.
¢) Esbocese la gréfica de f.

X =3x42 six<0

a) f)=1" ,
X“4+3x+2 six>0
— 2 —
i LOEN=FO) ) 430422 g3
h—0" h h—>0" h h—0"
J— 27 —_
i LOED=ZAO) e W =304222 g3
h— 0" h h— 0" h h— 0"

— No es derivable en x = 0.

b) Eﬂ(—OC,O)%I('(>():2)<—|—3:O—>>(:7
« En [OO ;] — f'(x) < 0 = f(x) decreciente
- En [_23/ O] — f'(x) > 0 — f(x) creciente
Eﬂ[0,+00)%f'(x):2x—3:0—>x:%
3

« En [O, 2] f'(x) < 0 — f(x) decreciente

. En [i +OOJ — f'(x) >0 — f(x) creciente

3 - s
En x = == presenta dos minimos y en x = 0, un maximo.
2

107 | Estudiay representa las siguientes funciones.

a) y=—x*+6x>—5 d) y =8x*—x*
4x? 41 1

b) y= e y=——

Y 2x y (x —2)?

Q y=+16 —x? f) y=+x*—4x
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Dominio =R

Il
I+

1
Js

I+

X
« Cortesconeleje X:f(x) =0 — —x* +6x> —=5=0— {
X
« CorteconelegjeY:x=0—->y=-5—(0,—5)
Como es una funcién polinédmica, solo tiene ramas parabdlicas.

lim (—=x* 4+ 6x* —=5) = —o0 lim (=x* 4 6x? —=5) = —0

X X = +00
x=0

X =43

- En (—°°: —\/g)U(OV \/g) — f'(x) > 0 = f(x) creciente

- En (—\/g 0) u (\/g +00) — f'(x) < 0 = f(x) decreciente

Enx = —/3 yX = J3 presenta dos maximos y en x = 0, un minimo.

f'(X)=4x3+12X:O—>{

f'(x)=—=12x>+12=0 = x = *1
« En(—o0, =N U (1, +00) = "(x) < 0 = f(x) convexa

« En(=11 = f"(x) > 0 = f(x) concava

Enx= —1yx=1 presenta puntos de inflexion.
Y
\ /
[ R\P /1N
| Ry
N e
| \Ri |
Dominio = R — {0}
2
«+ Cortes conel gje X: y:O—>¥=0—>4x2+1¢0
X

— No tiene puntos de corte con este eje.

« Corte con el eje Y: no tiene porque no estd definida para x = 0.

4x% 41

lim —=——— = o0 — Asintota vertical: x = 0
x—0 2X
4x? 41
lim Al 400
e — No tiene asintotas horizontales.
o AxP 4
im —=
X = —00 2X
2
lim A1 =25 m=2
oo Asi blicua: vy =
4x? 41 1 — Asintota oblicua: y = 2x
lim —2x|=1Ilm —=0->n=0
X 20 2X X =0 Dy
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22 4x% —1 1 1
y’:8X _ :O—)X:i/——)x:ﬁ:—
4x? 2x2 4 2

1 , ., )
. En [—oo, ——UJ 5 +00] — y' > 0 — Funcion creciente
1 1 , - )
« En —E, 0|U]0, E — y' < 0 — Funcién decreciente
1 . Y
En x = —— presenta un maximo
2 I
prd
1 . pa
yenx:;,un minimo. 7y E
oo x ]
e T e -
///
+ En(—o0, 0) = y" < 0 — Funcién convexa i

« En(0, 40) — y” > 0 — Funcién concava

No hay puntos de inflexion.

Q) 16—x2>0—(4—x)(4+x)>0— x €[4, 4] = Dominio = [—4, 4]

. CortesconelejeX:iv16— x> =0—=16—x> =0 — x = =4
« CorteconelejeV:x=0—>y=4—(0,4)

No tiene asintotas.

. —2X
y 2416 — x?

« En(—4, 0) - y' > 0 — Funcion creciente

=0—->x=0

« En(0, 4) - y' < 0 — Funcién decreciente

En x = 0 presenta un maximo.

" —16 16 -
y = = < 0 — Funcion convexa

16— x W16 —x2 (2 —16116 — x2

No presenta puntos de inflexion.

Y

<V
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Dominio =R
) 2 4 2 2 x=0
« Cortesconelegje X:8x* —x*=0—- x*(8—x*)=0—
x==8
» CorteconelejeY:x=0—-1(0)=0-—(0,0)
Solo tiene ramas parabdlicas:

im (8x*—x*)=—o0

X =+

im (8x* —x*) = —o0

X — —00
x=0
X==2

« En(—o0, —2)U(0, 2) = y' > 0 — Funcién creciente

y’:16x—4x3:0—))((16—4)(2):0—){

« En(=2,0)U(2, +0) - y' < 0 — Funcion decreciente
Enx= —2yx= 2 presenta dos maximos y en x = 0, un minimo.

y”:16712x2=0—>x2=]—6:§—>x:i 8
12 6 6

U - y"<0 Y

/8 /8
e En|—o0, — [— —, 4o
6 6

— Funcion convexa

I ——

|
A
« En [_\/?:\/?]_)y”>0 11 \g
6 6

— Funciéon concava

8 8
Enx=—|— y x=,|— presentados
6 6 puntos de inflexion.

Dominio =R — {2}
« Cortes con el eje X: no tiene.

. CorteconelejeY:x:O—)y:%—)[O,%]

= o — Asintota vertical: x = 2

lim

X =2 (X _ 2)2
fim
X >0 (X _ 2)

No tiene asintotas oblicuas ni ramas
parabdlicas.

=0 — Asintota horizontal: y =0

-2

y:

0
-2

« En(—o0, 2) = y' > 0 — Funcién creciente

«En(2,+0) > y'<0

— Funcién decreciente

>0 — Funciéon concava y=10

Y=

(x —3)* =

No presenta puntos de inflexion.

<
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f) X —4x>0-= x(x—2)(x+2)>0— x €[-2,0]U[2, +©)
— Dominio = [—2, 0]U[2, +©)

« Cortesconeleje Xvx> —4x =0—>x=0, x==*2
« CorteconelejeY:x=0—-y=0—(0,0)

No tiene asintotas verticales.

lim ~x*—4x =400 — No tiene asintotas horizontales.

X — +oo
. x> —4x ) , )

lim = +o — No tiene asintotas oblicuas.
X =+ X

4

3x2—4
X =0->x==%

y,zi
2 X —4x 3

« En [—2, — % U(2/ +00) — y' >0 — Funcioén creciente

« En [— /% 0|— y' <0 — Funcion decreciente
Y
|4 y
En X =—,/— presenta un maximo.
3 /
/
4 _ 2 _ 5
Y= 3x"—=24x° =16 <0 = /
406 — 4xN x° — 4x / \ /
— Funcién convexa -
X
No presenta puntos de inflexion.
108 | Estudiay representa estas funciones.
8 1
a) y= Q y=x+—
Y x?—4 X
b) y = e+ d) y=In(16 —x* —x*)
a) Dominio=R —{-2,2}
- Cortes con el eje X: no tiene.
=-2-(0,-2)

- CorteconelejeY:x =0 — f( ):—4

= oo — Asintota vertical: x = 2

im

Xx=2 x2 _ 4
lim = o — Asintota vertical: x = —2
Xx=>-2 x2 _ 4
lim = 0 — Asintota horizontal: y = 0
X >0 XZ —4

No tiene asintotas oblicuas ni ramas parabdlicas.
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L S JEN )
(x? — 4)?
« En(—o0, =2)U (=2, 0) > y’' > 0 — Funcién creciente
« En(0, 2)U(2, +) — y' < 0 — Funcion decreciente

En x = 0 presenta un maximo.

. 48x7 + 64
-4y
« En(—o0, =2)U (2, 400) = y" >0
— Funcién concava
« En(=2,2) > y" < 0 — Funcién convexa
No presenta puntos de inflexion.

14
| |
| |
| \
BZEE N
V= X
[T\
W \e
- [ [ =
Dominio =R

« Cortes con el eje X: no tiene.
- CorteconelegjeVix=0—>y=e=1-(0,1)
No tiene asintotas verticales.

. 2 4
lim e 7" =400

) 7 . 2417xt — No tiene asintotas horizontales.
im e =400
X = —0
exz+'\7x4
lim = +oo
X =+ X . . f
24174t — No tiene asintotas oblicuas.
X X
lim =+
X - —x X

Tiene ramas parabdlicas:

. 2 4
/Im ex +17x :+OO

X =+

. 2 4
//m ex +17x :+OO

Y =(2x+68x3)e " =0 5 2x+68x> =0 > x(2+68x*) =0 — x =0
« En(—o0, 0) = y' < 0 — Funcion decreciente

« En (0, 4 %) — y' > 0 — Funcidn creciente

En x =0 presenta un minimo.

"

y" = et (24 204x + (2x + 68x*)*) > 0 — Funcion céncava
No presenta puntos de inflexion.
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X
¢) Dominio =R — {0}
« Cortes conel gje X:
1T X+ ! )
fX)=0—>x4+—= = 0 — No tiene puntos de corte con este eje.
X X

- Corte con el gje Y: no tiene porque no esta definida para x = 0.

. 1 , )
lim [x + ] = oo — Asintota vertical: x = 0
x—=0 X

) 1
fim [x + ] = 4o
X = 4o X . , .

— No tiene asintotas horizontales.

lim [1+]2]:1—>m:1
X — Asintota oblicua:y = x
lim [X—I——X]— im —=0—->n=0
X = 400 X X—=fo y
1 21
y=1-— =X —05x==1
x? x?

« En(—o0, =N U(1, +00) = y' > 0 — Funcién creciente
« En(=1,0)0U(0, 1) > y' < 0 — Funcién decreciente
En x = —1 presenta un maximo y en x = 1, un minimo.

« En(—o0, 0) = y' < 0 — Funcion convexa

« En (0, 4%0) = y' > 0 — Funcién céncava

Y

a
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d) 16—X2—X4—O—>{Xz:3'53 - x==%353 ==188
x> = —4,53
16— x> —x* >0— x €(—1,88;1,88) — Dominio = (—1,88; 1,88)
« Cortes con el eje X:
N16—x>—x=0-216—x>—x*=1-x"4+x*—15=0

X2 = —4,4

{X2=3,41
« CorteconelejeY:x=0—->y=In106 =277

— x=+341 5> x==%185

im In (16 — x? — x*) = 0 — Asintota vertical: x = —1,88

x — —1,88

lim In(16 — x* — x*) = o0 — Asintota vertical: x = 1,88

x — 1,88

No tiene asintotas horizontales ni oblicuas.
. =2x—4x?
16— x? — x*

« En(—1,88,0) = y' > 0 — Funcion creciente

=0 -2x—4x=0->x(-2—-4x)=0—> x =

« En(0; 1,88) = y' < 0 — Funcién decreciente
En x = 0 presenta un maximo.

. —4x® —2x* —194x* —32 -
y' = < 0 — Funcién convexa
(16 — x? — x*)?

No presenta puntos de inflexion.

Y

Representa graficamente la funcién f(x) = x> —3x.
(Navarra. Junio 2006. Opcidn D. Pregunta 1)
Domf=R
« Cortes con el eje X:
x=0
fX)=0>x>-3x=0->x(x>-3)=0—>
x==3

—(=3,0).00,0,(+3,0)

« CorteconelejeY:x=0—-f(0)=0-—(0,0)

Tiene ramas parabdlicas: fim (x* — 3x) = 4o lim (x> =3x) = —o0

X = +oo X = -0
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fl(x)=3x>-3=0—-x==*1
o En(—o0, =) U (1, +00) = f'(x) > 0 = f(x) creciente
« En(—=11) — f'(x) < 0 = f(x) decreciente

Enx = —1 presenta un méximoyenx =1,
un minimo.

f"(x)=6x=0—>x=0
« En(—o0, 0) = f"(x) < 0 = f(x) convexa
« En(0, +00) — f"(x) > 0 — f(x) concava

En x =0 presenta un punto de inflexion.

Y
|
Y |
Il II
| \ X
110 | Dada la funcién f(x) = x—1 , determinense los intervalos de crecimiento

x+1
y decrecimiento, los de concavidad y convexidad, los puntos de inflexion
y las asintotas. Esbdcese su gréfica.

(Castilla y Ledn. Junio 2006. Prueba B. Problema 2)

Domf=R —{-1}

) —1
« Cortesconelegje X:f(x) =0 — X ] =0->x=1-(10)
X+

« CorteconelgieVix=0—->y=-1—-(0,—1)

im X =1 — w0 5 Asintota vertical: x = —1
=l x+1

im X1 — 125 Asintota horizontal: y = 1
X =00 X+‘|

No tiene asintotas oblicuas ni ramas parabdlicas.

2 2

(x) = > 0 — f(x) creciente
(x4
No presenta maximos ni minimos.
" —4 ) L
f"(x) = ——— = 0 — No presenta puntos de inflexion
(x+1°

o En(—o0, —1) = f"(x) > 0 — f(x) concava

« En(=1, 400) = "(x) < 0 = f(x) convexa
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—

—_

Se considera la funcion f(x) =

b4
X241

a) Halle sus asintotas, maximos y minimos.

b) Represente graficamente la funcion.
(Asturias. Junio 2008. Bloque 6)

a)

Domf=R
No tiene asintotas verticales.

lim = 0 — Asintota horizontal: y = 0
x> XZ +1
No tiene asintotas oblicuas ni ramas parabdlicas.c
2
f'(x :Xi—H:O%x:i]
(x> +17

e En(—oo, =N U1, +00) = f'(x) < 0 — f(x) decreciente

« En(=1,1) = f'(x) > 0 = f(x) creciente

Enx = —1 presenta un minimo y en x = 1, un maximo.
La funcion corta a los ejes en el punto (0, 0).
3 _ x=0
f"(x):u:0—>2x3—6x:0—>
(x +1)° X = t\/g

« En (—oo, —\/g)U(O, \/g) — "(x) <0 — f(x) convexa
« En (—\E O) U (\E +oo) — 1"(x) >0 — f(x) concava
Enx =0, x= -3 y X = J3 presenta puntos de inflexion.

Y
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112 | Estudia (dominio, crecimiento, maximos y minimos, asintotas) y representa
graficamente la funcién:
2x —1

X — x?

f(x) =

x—xz—Oex(]—x)—0—>{x_?—>Domf—R—{O,W}
X =

2x —1

« CortesconelejeX:f(x)=0— .
X — X

:O—>2x71:0—>x:l—> l,O
2 2
«+ Corte con el eje Y: no tiene.

. 2x =1 , .

lim = oo — Asintota vertical: x = 0
x—=0 X — XZ

o 2x =1 , )
lim = oo — Asintota vertical: x =1
X=1 x — XZ

. 2x —1 , )

lim = 0 — Asintota horizontal:y = 0
X = o0 X — X2

No tiene asintotas oblicuas ni ramas parabdlicas.

2 J—
f'(x) = 224 > 0 — f(x) creciente

(x = x?)
No presenta maximos ni minimos.
Y

3

113 | Dada la funcién f(x) = 1)(72 se pide:
—X

a) Dominioy cortes con el eje X.

b) Puntos de discontinuidad, tipos de discontinuidad y asintotas verticales
(calculando los limites laterales).

¢) Asintotas horizontales y oblicuas.

d) Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Extremos.

e) Representacion grafica aproximada teniendo en cuenta los resultados
de los apartados anteriores.

a) Domf=R—{-1,1}
3

« CortesconelejeX:f(x)=0— =0—>x=0-—(0,0)

1—x?
« CorteconelejeY:x=0—-f(0)=0-—(0,0)



SOLUCIONARIO 1 O

b) fescontinuaenR —{—1, 1}.

3

lim = o0 — Asintota vertical: x =1
x=>1 71— x?
3
lim = oo — Asintota vertical: x = —1
x— -1 ]_ Xz
3
fim = —00
x—=1" ]_XZ . . . e
;] — Discontinuidad de salto infinito en x =1
im = 400
x=>1" ] — XZ
3
im . - =-»®
e ]_;( — Discontinuidad de salto infinito en x = —1
lim = +o0
x=-1" 11— Xz
3
lim =—0
) X =+ ]_XZ

— No tiene asintotas horizontales.
fim =+
x—>— 1 x?

3
lim =—l->m=-1
X =0 X(]—Xz)
) X ) X
fim +x|= lim
X = o0 ]7)(2

— Asintota oblicua:y = —x
=0—->n=0
X =0 ]7 XZ

4 2

d) Flx) = X"+ 3x

=0
Ty =O—>x2(3—x2):0—>{x
— X

x=+3
- En (—00/ —\/g)U(\E +00) — f'(x) < 0 = f(x) decreciente

« En (—\/? 1) U=11nu (1, \/?) — f'(x) > 0 = f(x) creciente
Enx =—3 presenta un minimoy en x = \E un Maximo.
e) Y
=0
N
N _

V=N
. X
P
[

=1 N
114

Estudia (dominio, crecimiento, maximos y minimos, asintotas) y representa
- . In x
graficamente la funciéon y = ——

X
(La Rioja. Septiembre 2006. Propuesta A. Ejercicio 5)
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Dominio = (0, )

1
—x—Inx
, X T—Inx
y = = =0-ohx=1-ox=e¢
x° x°

« En(0, e) > y' > 0 — Funcién creciente

« En(e, %) = y' < 0 — Funcién decreciente
En x = e presenta un maximo.

Inx , )
lim —— = oo — Asintota vertical: x = 0
x—0 X

nx . :
lim —— =0 — Asintota horizontal: y = 0
X — +0oo X

No tiene asintotas oblicuas ni ramas parabdlicas.

Antes de representar la funcion, estudiamos los puntos de corte, y la concavidad
y la convexidad:

. CortesconelejeX:ln—X:Oelnx:O—)X:eo:1—)(1,0)
X

+ Corte con el eje Y: no tiene.

e —(1=1Inx)2x

y e X4 p—
—1-(0-Inx)2 —34+2Inx
3 - 3

=0

X X

3
3 =
Shx==>5x=e2 5>x=v¢
2

« En (0, \/6—3) — y" <0 — Funcion convexa
« En (\/6_3 +oo) — y" >0 — Funcién concava

En x = Ve’ presenta un punto de inflexion.
Y

115 | Considera las tres funciones cuyas expresiones respectivas vienen dadas,
para x = 0, por:

Fx) = x2 —1

g(x) = ex h(x) =Ln ‘x‘

X

siendo Ln la funcién logaritmo neperiano.
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a) Hallalas ecuaciones de las asintotas de las gréficas de f, gy h.
b) Identifica, entre las que siguen, la gréfica de cada funcion, justificando la respuesta.

Y Y
X
X
GRAFICA 1 GRAFICA 2
Y
X
GRAFICA 3 GRAFICA 4

(Andalucia. Ao 2005. Modelo 3. Opcién B. Ejercicio 1)

; x> =1
a) « Asintotasdef(x) =
X
Xt =1 , )
lim = oo — Asintota vertical: x = 0
x =0 X
) X2 =1
fim =+
X = 400 X . , .
21 — No tiene asintotas horizontales.
) X —
lim =—0
X = —00 X
Xt =1
lim =l->m=
X —> 0 X , .
2 4 : — Asintota oblicua:y = x
/im[ —x]:/fm—0—>n—0
X = 0 X X — 0 X

Asintotas de g(x) = e~
1
im ex = oo — Asintota vertical: x = 0

x—0
1

lim ex =1— Asintota horizontal: y =1

X =00

No tiene asintotas oblicuas.

Asintotas de h(x) = In| x|
//'mO In | x| = oo — Asintota vertical: x = 0
X =

lim |H‘X‘:—|—oo
X = +oo
lim In|x| = +oo

X = —®

— No tiene asintotas horizontales.
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_n|x|
im ——
X = 4o X

= 0 — Notiene asintotas oblicuas.

b) Por lo estudiado en el apartado anterior, f corresponde a la gréfica 4,
g corresponde a la gréfica 1y h corresponde a la gréfica 3.

(x + 1)

116 | Considera la funcién y = . Halla los extremos locales y los puntos

de inflexion. Haz una gréfica aproximada de esta funcion.

Dominio=R

X _ 2 w2 1 2
,:Z(X—H)e (x +MNe :2x+2 X =1 Zx:1 X 0o x— ]
er ex ex
e En(—o0, =) U (], +00) = y' < 0 — Funcién decreciente
« En(=1,1 — y' > 0 — Funcioén creciente
En x = —1 presenta un minimo y en x = 1, un maximo.
_ X _ 2\ pX _ _ 2
Y= 2xe 2(1 xJel | Z2x =14 =0 x> =2x—1=0
e e
+
IR R
2

« En (—oo, 1— \/3) U (1 +2, +oc> — y" >0 — Funcion concava
« En (1— 2,1+ \/?) — y" < 0 — Funcién convexa
Enx=1+2 presenta dos puntos de inflexion.

Para representar la grafica, estudiamos sus asintotas y ramas parabdlicas.

1)? 2 2 2
lim D = im X te_ lim — =0 — Asintota horizontal: y = 0

X = +oo €X X = +oo eX X = +oo eX

No tiene asintotas oblicuas.

2
Tiene una rama parabdlica: lim bt = +oo

X = —00 eX

Y

X

117 | Sealafuncién f(x) = x%e™.
a) Comprueba que la recta y = 0 es asintota horizontal en + .
b) Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

c) Con los datos anteriores, haz una representacion aproximada de la gréfica
de la funcion.
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2

a)  lim - i m im 2x = lim 2 =0
X =+ eX o) X = +00 eX X =+ eX
— Asintota horizontal:y =0
2 X _ y2pX 2 2 — O
b) Flx)=26 "X XX g x2-x)=0—1"
eZX ex X =2

« En(—o0, 0) U (2, +00) — f'(x) < 0 — f(x) decreciente
« En(0, 2) = f'(x) > 0 — f(x) creciente
En x = 0 presenta un minimo y en x = 2, un maximo.

2
L " ) X
) Para dibujar la gréfica necesitamos saber que: fim = 4o

X = -0 pX
% e

|
|
|

Calcula las asintotas y determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento
de la funcién f(x) = (1+ x?)™"x. A partir de los resultados obtenidos,
dibuja la grafica de la funcion f(x).

(Extremadura. Septiembre 2006. Repertorio B. Ejercicio 3)
Domf=R
No tiene asintotas verticales.
lim
Xx—w |4 XZ
No tiene asintotas oblicuas.

= 0 — Asintota horizontal: y = 0

2
x):]i)(:O—)x:i]
O+ x*)
e En(—o0, =) U (1, +00) = f'(x) <0

— f(x) decreciente

’

« En(=11) — f'(x) > 0 — f(x) creciente

En x = —1 presenta un minimoy en x = 1, un maximo.
Ademas, la gréfica corta a los ejes en el punto (0, 0).
Y
1
— = X
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119 | Dada la funcién f(x) = ax® + bx> + cx + d, determina las constantes a, b, cy d
de manera que simultdneamente:

« Su gréfica pase por el origen de coordenadas y por el punto (2, 2).
« La funcién posea un punto de inflexién en x = 0.
« Lafuncion posea un minimoenx=1.

Pasa por el origen de coordenadas:
f0)=0—-d=0

Pasa por el punto (2, 2):
f2Q)=2—>8a+4b+2c=2—>4a+2b+c=1
f'(x)=3ax>4+2bx+c f"(x)=6ax+2b

Tiene un punto de inflexién en x = O:
f'0)=0—->2b=0—>b=0

Presenta un minimoen x=1:
ff(=1->3a+2b+c=1->3a+c=1

d=0

da+2b+c=1 4a+c=1 a=1
Por tanto, resulta que: - —

b=0 3ad+c=0 c=-3

3a+c¢c=0

La funcion que buscamos es: f(x) = x* — 3x

PREPARA TU SELECTIVIDAD

1 | Dada la funcién: f(x) = e 2

a) Encuentre sudominio y las posibles intersecciones con los ejes.

b) Encuentre los intervalos donde crece y decrece y los extremos relativos.
¢) Encuentre sus posibles asintotas.

d) Haga la representacién grafica aproximada de la funcion.

a) Domf=R
« Cortes con el eje X: no tiene.
. CorteconelejeV:ix=0—=f0)=e"=1-(0,1)
b) fl(x)=e " (=2x+2)=0—> —2x+2=0->x=1
e En(—o0, 1) = f'(x) > 0 — f(x) creciente
« En (1, +00) > f(x) < 0 — f(x) decreciente
En x =1 presenta un maximo.

c) No tiene asintotas verticales.
lim e~ = 0 — Asintota horizontal:y = 0

X =

No tiene asintotas oblicuas.
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d) 14
/TN
/I T\
/ N
y—b X
Si la grafica de una funcion f(x) es:

Y

1 y=1rx)
2 X

representar aproximadamente la gréfica de la derivada de f'(x).

(Extremadura. Junio 2004. Repertorio B. Ejercicio 4)

« En(—oo, —=1) U (1, +00) — f(x) creciente — f'(x) >0
« En(=1,1) = f(x) decreciente — f'(x) < 0

En x = —1 presenta un méximo — f'(—1) =0

En x =1 presenta un minimo — f'(1) =0

En x = 0 presenta un punto de inflexién — f"(0) = 0 — Presenta un extremo
relativo.

Una gréfica que cumple estas condiciones es, por ejemplo:

Y

T

2
Dada la funcion f(x) = 4X7 se pide:
—Xx

a) Dominioy cortes con el eje X.
b) Asintotas verticales (calculando los limites laterales).
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c) Asintotas horizontales y oblicuas.
d) Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Extremos.
e) Representacién grafica aproximada.

(Murcia. Septiembre 2008. Bloque 3. Cuestion A)

a) Domf=R—{4}
2

« CortesconelejeX:f(x)=0— =0-5>x*=0->x=0-(0,0)

4 —x
« CorteconelejeY:x=0—-f(0)=0—(0,0)

. X
//m+ = —
by 74 X — Asintota vertical: x = 4
) X
lim =+
X —=4- 4 — X
2
lim =—0
o 7 4 5 X — No tiene asintotas horizontales.
fim =+
X = —0 4 — X
2
X
im =—1l->m=-1
Xx2w x (4 - X)

XZ
lim +x|= lim =—4—>n=-4
X = o0 4 — X
— Asintota oblicua:y = —x — 4
, —x* +8x )
d fx)=—/————"=0>—-x*4+8x=0—>x(—x+8)=0—
(4 —x)
« En(—o0, 0) U (8, +00) — f'(x) < 0 — f(x) decreciente
« En(0, 4)U (4, 8) = f'(x) > 0 — f(x) creciente

En x = 8 presenta un maximo y en x = 0, un minimo.

x=0

e) Y
Y =4
N
\k 0
ST
s
RN EE S
— x*+6x+8 six<-2
4 | Sealafunciéon f(x) ={2x+ 4 si—2<x<0
4 cos x six>0

Haz un dibujo aproximado de su grafica.
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f(=2)=0
lim (x* +6x+8) =4-12+8=0

X2 — Continuaenx = -2

im (2x+4)=0
x—-=2"
f(0)=4

X’L”Z (2x+4) =41 _, continuaenx =0

im 4 cos x = 4

x—>0"

Por tanto, la funciéon es continua en R.

+ En (—o0, —2] — Pardbola de vértice (—3, —1) y cortes con el eje X

los puntos (—2,0) y (—4, 0).

« En elintervalo (=2, 0] = Recta que pasa por los puntos (—2,0) y (—4, 0).

« En (0, +0) — Funcion y = cos x multiplicada por 4.

La gréfica es:
14

\
\

Considera las funciones f: R — Ry g: R — R definidas por f(x) = e*
Esboza las gréficas de fy g y determina su punto de corte.
(Andalucia. Aho 2007. Modelo 3. Opcion A. Ejercicio 2)

f(x)=e"""

Domf=R

« Cortes con el eje X: no tiene.
1 1

« CorteconelejeY:x=0—f(0)=—— [O, ]
e

No tiene asintotas verticales.

Asintota horizontal:

lim e*~" = 400 — No tiene asintota horizontal.
X =+

lim e*~" =0 — Asintota horizontal: y = 0
X = —©

x—1
li

X = oo X

= +o00 — No tiene asintota oblicua.

-1

yglx)=e'"%
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f'(x) = e*~' > 0 — Funcion creciente

No tiene méximos ni minimos.

f"(x) =e**" >0 — Funcion concava

No presenta puntos de inflexion.

gx)=e"*

Domg=R

« Cortes con el eje X: no tiene.

« CorteconelejeY:x=0—->g(0)=e—(0,e)
No tiene asintotas verticales.

lim e =0 — Asintota horizontal: y = 0

X =+

lim e'~* = 400 — No tiene asintota horizontal.
X = —o0

. (x) e ) , )

lim 9 _ lim —— = 400 — No tiene asintota oblicua.
X = — X X = +0oo X

g'(x) = —e'~* < 0 — Funcién decreciente
No presenta maximos ni minimos.
g"(x)=¢e*"" >0 — Funcién cdncava

No presenta puntos de inflexion.

Puntos de corte de las dos gréficas:

e l=e " s x—1=1-x>2x=2>x=1->()
1
RRRRLEEEE IAEEE
\ |
\[ 1/
X

6 | Determinar el dominio, recorrido, puntos de cortes con los ejes coordenados,
asintotas, maximos y minimos, puntos de inflexion e intervalos de crecimiento,
decrecimiento, concavidad y convexidad de la siguiente funcién:

Y

(Canarias. Junio 2007. Opcion B. Cuestion 2)

662



Dominio =R — {0, 3}
Recorrido =R

» Cortes con el eje X: (—3,0)
« Corte con el eje Y: no tiene.

lim f(x) = o0 — Asintota vertical: x = 3

X =3

lim f(x) = —2 — Asintota horizontal: y = —2
X = 0

No tiene asintotas oblicuas ni ramas parabdlicas.

« Crecimiento: (—4, —2) U (0, 3) U (3, +o0)
« Decrecimiento: (—oo, —4) U (=2, 0)

Presenta un méximo en (—2, 3) y un minimo en (—4, —1).

« Concavidad: (=4, =2) U (=2, 0) U (0, 3)
« Convexidad: (—oo, —4) U (3, )
No presenta puntos de inflexion.

SOLUCIONARIO 1 O
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