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Resumen

Cuando la Ciencia ha avanzado suficientemente en un
determinado camino, en ocasiones ocurre que al mismo
tiempo, pero en dos lugares alejados, fructifica una misma
idea. Eso es lo que ocurri6 en el siglo XVII, cuando
practicamente al mismo tiempo, Newton en Inglaterra y Leibniz
en Alemania llegaron al concepto de derivada, y con él al de
Cdlculo Diferencial. Esto motivd graves disputas vy

enfrentamientos
sobre quién era el
padre de la idea.
Ahora se considera
que lo fueron
ambos.

El curso pasado ya

Leibniz

precision.
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Isaac Newton

has estudiado el concepto de derivada y un buen nimero de
derivadas de distintas funciones. También se utilizo Ia
derivada para estudiar la tendencia de una funcién, si crecia
o decrecia, y para calcular sus maximos y minimos.

Ahora, que ya tienes los conceptos adquiridos, es el
momento de profundizar en ellos y formalizarlos con mayor
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Derivadas

1. CONCEPTO DE DERIVADA

1.1. Concepto de derivada de una funcion en un punto

Del curso pasado ya conoces la definicién de derivada. Vamos a recordarla.

Recuerda que:

La derivada de una funcién en un punto responde al estudio de dos problemas aparentemente
distintos: El primero es el estudio del ritmo de variacién de la funcién en dicho punto. El segundo es de
indole geométrica: la derivada de una funcién en un punto indica el valor de la pendiente de la recta
tangente a la grafica de la funcidén en ese punto.

El estudio de la tasa de variacion media nos resultaba insuficiente para resolver determinados
problemas.

Por ejemplo: Si un avidn (o un coche) sufre un accidente, y los expertos quieren
determinar las causas, no les interesa la velocidad media del avién, (o del
coche) sino la velocidad instantdnea en el momento del accidente.

Otro ejemplo mds: Los bomberos utilizan lonas para
recoger a las personas que deben saltar de un incendio.

Para fabricar la lona y que resista deben conocer la velocidad en el momento
del impacto, no la velocidad media de caida.

Definicion:

Si X es un intervalo abierto, f: X — R una funcién continua en a € X, se dice que f es derivable en a si
existe el limite:

- fx-f(@®)
lim ——
X—a X—a

y es un numero real (es decir, no es infinito).

El valor del limite lo denominamos derivada de f en X = a, y lo representamos por f’(a), Df(a) o por

df
&(a) .

f'(a)= DF(a)=%(a)=X|E% - i f(a+hr:— f@

Definicion de derivada po la derecha y por la izquierda
Definicion:

Si X es un intervalo, f: X — R una funcién y a € X, se dice que f es derivable por la derecha en a si
existe el limite por la derecha y es finito:

e L= &)

x—at X-a
Al valor del limite lo llamamos derivada por la derecha de f en x = a, y lo representamos por f’(a*).

Es decir, la variable se aproxima al punto por la derecha, y por tanto es siempre X > a.
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Derivadas

Definicion:

Si X es un intervalo, f: X — R una funcién y a € X, se dice que f es derivable por la izquierda en a si
existe el limite por la izquierda: y es finito

f(x)—f(a
i 100-f@
X—a~ X—a
Al valor del limite lo lamamos derivada por la izquierda de f en X = a, y lo representamos por f’(a").

Es decir, la variable se aproxima al punto por la izquierda, y por tanto es siempre X < a.

. e f(x)-f
Para que exista la derivada de la funcion en un punto (a, f(a)), debe existir el limite |im T-f@)
X—>a X—a

por lo que deben existir los dos limites laterales y por tanto deben existir la derivada por la derecha y la
derivada a la izquierda en ese punto, sery sus valores deben coincidir.

Actividades resueltas

4 Estudia la derivabilidad de la funcion f(X)= cos\/; enx=0.

—sen+/x
24/x
expresion que no esta definida para X = 0. Para estudiar la derivabilidad de la funcion en X = 0O,

utilizamos la definicion de derivada:
f h)— f 1 —
f'(O): lim (0+ ) (O) . COS\/F 1 1

:1 —_—=—,
h—0 h hlir(l) h 2

Observa que la funcion no esta definida para valores negativos de la variable. Six >0 f'(x) =

7

Luego la funcidn es derivable en {x € R | X = 0}.

Derivacion y continuidad

Si f es derivable en un punto entonces la funcion es continua en dicho punto.

Demostracion

Recuerda que una funcién es continua en X = @, si lim f(x) = f(a). Entonces
X—a

f(X) 1‘(61)

foo-f(@= (x-a)

Suponemos que la funcion es derivable en a, es decir que existe f ’(a) y es un valor finito. Tomamos
limites.

lim(f - f (@) = lim O =@ 2y~ 1im M|m(x a)= f'(a)-0=0
X—a X—a X—a X—a X—a X—

Por tanto lim f(x) = f(a)-
X—a
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Derivadas

Actividades resueltas

4+ Las funciones cuyas grdficas aparecen a continuacion son continuas en todos los puntos, y
derivables en todos los puntos excepto en X = 0. Observa el comportamiento de la grdfica en

dicho punto.
1] 1
-2 -1 0 1 -2 1 0 i
Los limites laterales existen, pero no coinciden, Los limites laterales existen, pero no coinciden,
valen —1y 1 respectivamente. valen 0 y 1 respectivamente.
1_
1-
0
Fz = - ] .
T T 0 T T
2 1 0 1 2 £
-1

/ /

La funcién y = x*”* es continua pero no es La funcién y = x** es continua pero no es
derivable en x = 0. derivable en x = 0.

+ Estudia la derivabilidad de la funcién f(X)= x*'? enx=0

La funcién es continua en todo R ya quelim f(X):limXZ/3 =a’?y
X—a X—a 1]

lim f(x) = limx** =0.
x—0 X—0

Para estudiar la derivabilidad de la funciéon en X = 0, utilizamos la
definicion de derivada:

e mh ™ = lim = oo

2/3
fO+m-f(0) _, h
h h—>0 h h—0 h—0 hl/3

= i

El limite tiende a infinito. No es derivable en X = 0. Observa en la grafica como la recta tangente en el
origen es una recta vertical. La funcidn es derivable en {X € ‘R |X # 0}.

+ Estudia la derivabilidad de la funcién f(X)= X" enx=0.

La funcion es continua en todo ‘R. Para estudiar la derivabilidad
de la funcién en X = 0, utilizamos la definicion de derivada: 1

_ 1/3
f'(0)=limf(0+h) PO i " i h 25— fim ) — oo
h—0 h h—0 h h—0 h—0 hZ/3

El limite no existe. Tiende a infinito. No es derivable en x = 0.
Observa en la grafica como la recta tangente en el origen es una
recta vertical. La funcion es derivable en {x € R | X # 0}.
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Derivadas

a+In(1-x) six<0

2 =X

. , se pide:
X°e six=0

+ Dada la funcion f(X) = {

a) Calcula el valor de a, para que f(x) sea continua en todo ‘R.
b) Estudia la derivabilidad de fy calcular f’(x) donde sea posible. Selectividad. Junio 14. Opcién B

a) Es una funcion definida a trozos por dos funciones continuas. Estudiamos la continuidad en X = 0.

a+In(1-x)enx=0esigual aa. a=f(0)=limx’¢ =0 enx=0.

x—0

. » In1-x) six<O0 )
Portantosia=0lafuncién f(x)=4 , i es continua en todo ‘R.
X°e Six=0

-1 . -1 .
b) Estudio de la derivabilidad: f'(x) = 1—x Six<0 1—x SIx<0,
2xe *+x%e ¥ (=1) six>0 |(2x—x})e* six>0
En X =0, larama de la izquierda tiende a —1 y la de la derecha a 0, luego la funcién no es derivable.

Actividades propuestas
1. Haciendo uso de la definicién de derivada comprueba que la derivada de f(Xx)= senl enXx=aes
X
iguala f'(x)= (__zlj cosl si a es distinto de 0.
a a

2. Utilizando la definicién de derivada comprueba que las derivadas de las siguientes funciones en los
puntos indicados es el valor dado:

a) f=xenx=2=F2)=12.
b) gx)=x+2enx=a=g’(a)=1.
) h(x)=x*cosx enx=0= h’(0) = 0.

d) r0)=2F% enx=1=r)=-11.
2x—1
3. Estudia la derivabilidad en x = 0 de f(x) = |X3 | (Selectividad Junio 1995)

1.2. Interpretacion geométrica de la derivada. Recta tangente

Recuerda que:

La pendiente de la recta tangente a la grafica de y = f(X) en el punto (a, f(a)) es igual a f’(a). Por tanto la
ecuacion de la recta tangente es:

y=f(a) +f’(@)(x-a).
Ejemplo:

4+ Para encontrar la ecuacion de la recta tangente a la grdfica de la funciony = 2x* + xen x =1
buscamos la recta de pendiente f’(1) que pase por el punto (1, f(1)):
f(hy=213+1=3;, X =6x+1,; f(H=61>+1=7,
Ecuacion de una recta de pendiente 7 que pasa por el punto (1,3):y=3+7(x— 1) =7x—4.
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Derivadas

Actividades resueltas
& Se consideran las funciones f(x) =x> =2x + 3, g(x)=ax’+b

a) Calculaay b para que las gréficas de f y g sean tangentes en el punto de abscisa x = 2.
b) Para los valores de a y b calculados en el apartado anterior, dibuja las graficas de ambas

funciones y halla la ecuacién de la recta tangente comun. (Septiembre 01. Opcién A)
a) Calculamos las derivadas en x =2 = f’(x) = 2x— 2, ¢’ (X) = 2ax =
\ f(2)=2,0’(2)=4da=>2=4a=>a="%.

Parax=2=1(2)=3=9(2)=(1/2)4+b=2+b=b=1.
b) Recta tangente en (2, 3) de pendiente 2: y=3 +2(x —2) =2x — 1.

* 61 Las funciones son parabolas de vértices (1, 2) y (0, 1) respectivamente, que
pasan por el punto (2, 3).

=z

Actividades propuestas

2

4. Dada la funcion f(x) = In X

o’ donde In significa logaritmo neperiano, definida para X > 1 halla un

punto (a, f(a)) tal que la recta tangente a la grafica de f(x) en ese punto sea paralela al eje OX.

Selectividad. Septiembre 05. Opcién B

5. Dada la funcién f(x) = 6x*> — x3. Halla un valor a > 0 tal que la recta tangente a la grafica de f en el
punto (a, f(a)) sea paralela a la recta y = —15x. Selectividad. Curso 06/07. Modelo. Opcién B

6. Se considera la funcion f(x) = x> + m, donde m > 0 es una constante.

a) Para cada valor de m halla el valor a > 0 tal que la recta tangente a la grafica de f en el punto (a, f(a))
pase por el origen de coordenadas.

b) Halla el valor de m para que la recta y = X sea tangente a la grafica de f(x). Selectividad. Junio 07. Opcién A

Interpretacion fisica de la derivada

Recuerda que:

La velocidad es la derivada del espacio respecto al tiempo, (en el caso en que la funcién indique, dado
el tiempo, el espacio recorrido).

La aceleracidn es la derivada de la velocidad respecto del tiempo.

de dv
V=—1, a=—
dt dt
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Derivadas

Ejemplo:

+ El espacio recorrido por un vehiculo viene dado por e = 1’3t + 0’07t donde e se mide en metros
y t en segundos. Determina la velocidad para t = 1 segundos. Determina la funcion velocidad y la
funcidn aceleracion.

Calculamos la derivada: e’= 13 + 0’14t. Parat=1,e’(1) = 1’44 m/s = v(1).
La funcion velocidad es la derivada v =e’= 1’3 + 0’14t.

Derivamos para obtener la aceleracién: a =v’= 0'14 m/s2.

Actividades propuestas

7. Un coche recorre una distancia €, en kildbmetros, a las t horas, siendo e = 22t + 0°4t2. Determina su
funcién velocidad y su funcidén aceleracion. ¢Es constante la aceleracidon? Si sigue a esa velocidad,
éen qué instante sobrepasa la velocidad maxima permitida de 120 km/h?

8. Al lanzar un objeto verticalmente hacia arriba la altura (en metros) y, que alcanza a los X segundos
es:y=30x— 4x*. Calcula la velocidad a los X =0, x=1,x = 3 y X = 4 segundos. Determina también la
altura de la piedra a esos segundos. ¢ Cual es la altura maxima alcanzada por el objeto?

9. Un coche recorre una distancia y, en kildbmetros, en un tiempo X dado en horas, dada por la
ecuacion: y = 0’1x* + 100x — 50. Determina la velocidad que lleva el coche para x = 1’5 horas.

1.3. Funcion derivada. Propiedades

Recuerda que:

Si f es derivable en X c ‘R se llama funcién derivada de f a la funcidon que asocia a cada nimero real de

X el valor de la derivada de f en dicho punto. A esta nueva funcién la designamos por f’, Df o %

X
Por ejemplo,
En el caso: f(x) = x? entonces f’(a) = 3-a2. Por lo tanto, si f(X) = x® entonces f (x) = 3-x2.
Pero a la funcién derivada podemos volverla a derivar, y obtener asi la derivada segunda: f /(x) = 6-X.

Y volver a derivar, obteniendo la derivada tercera: f ”/(X) = 6. Y la cuarta: f (x) = 0. éCuénto vale la
derivada 28 de esa funcién? ¢Sabes hacerla? jClaro que sabes! A partir de la derivada tercera todas las
derivadas valen cero.

Las derivadas sucesivas se pueden nombrar: f’, f 7, 7 ", f " o también Df, D*f, D%, ..., D"¥,
Actividad resuelta

4+ Calcula la derivada n-ésima de f(x) = In(x):

— — — — n_l —
-'H()():%:> f|V(X)=X_21:> fvvv(x):( 1))((3 2):> fn)(x)z( 1) Xrgn 1)'
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Derivadas

Actividades propuestas

10. Comprueba que la derivada n-ésima de las siguientes funciones es la indicada:

1 (-)"n! x+2 1 2 1 1
fX)=——= ") =———— f(x)= = ) =(=D"n!
9 x+a ®9 (x+a)™! ) o4 x+2 x=2 ®)=t=D [(x+2)”“+(x—2)"“J
1+ X 2-n! -
f(X)= 2= fM(x)=—— " _ SYNI L3
(x) PV (x) 0™ f(x)=cosax= fV(x)=a cos(ax+n2)

D™=

fx)=In(+x)= fV(x) =
1+x)"

f(x)=cos’x = fV(x) =2"" cos(2x + ng)

Notacidn diferencial
La tasa de variacion media de una funcion y = f(X) en el intervalo (a, a + h) es:
f(a+h)—f(a)
h

siendo el numerador el incremento de la funcidon y el denominador el incremento de la variable.

dy

Gottfried Wilhelm Leibniz utilizé la notacidn: d_ para denotar la derivada de la funcién y respecto de la
X

variable X, donde dy y dx no son numerador y denominador, sino un todo inseparable. Se lee, derivada
de y respecto de X.

Esta notacidn es util, sobre todo, si hay distintas variables.

Ejemplo:
® Si S =4uar?entonces ((jj_S =8nr.
r

® SiV =nrh entonces av 2nr-hy v _ T,
dr dh

La funcion derivada es lineal

Recuerda que:
La derivada de una suma de funciones es la suma de las derivadas de cada una. Es decir:

(f+9)(0) =) +9(x)
La derivada de una funcidn multiplicada por una constante es igual a la constante por la derivada de Ia
funcién:
Si f(x) = c-g(x) entonces f’(x) = ¢-g’(X).
Estas dos propiedades, que ya conoces del curso pasado, nos indican que el operador derivada, D, es
lineal y permiten escribir: D(f + g) = Df + Dg D(cf) = cDf
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ﬂ Derivadas

Operaciones con derivadas
Recuerda que:

Pero también conoces el comportamiento de la derivada con otras operaciones, el producto, cociente,
composicion....

La derivada del producto de dos funciones es igual al producto de la derivada de la primera funcién por
la segunda funcidn sin derivar mas el producto de la primera funcién sin derivar por la derivada de la
segunda funcion: f-9)0)=1"(X)-gx)+f(x)-g’(x)

La derivada del cociente de dos funciones es igual a la derivada del numerador por el denominador sin
derivar menos el numerador sin derivar por la derivada del denominador, divididos por el cuadrado del

[
) o F'G0-900-F(9)-9'(%)
(X) - 2
9 [900]
La regla de la cadena expresa la derivada de la composicién de funciones (f og)(x) en términos de las

derivadasdefyg:  h(x)=(fog)x)=f(g(x)) = h'(x)=(fog)(x)= f'(g(x))-g'(x)

0 escrito en notacion de Leibniz: ﬂ = ﬂd_g
dx dg dx

denominador:

Actividades resueltas
& Calcula la derivada dey = (X" + 2)°.

Para aplicar bien la regla de la cadena es muy importante que comprendas bien la composicién de

funciones. En la derivada propuesta tenemos la funcién potencial “elevar a 5”, cuya derivada conoces
" 4 . .

bien 5x*, y la funcién x’ + 2 cuya derivada es 7x°.

Aplicamos la regla de la cadena, primero la derivada de la funcién potencial en el punto X’ + 2, y luego
multiplicamos por la derivada de esta funcidn: y' =5 +2)* 7"

4+ Calcula las derivadas de las funciones siguientes y comprueba el resultado:

a) y = sen’(x) =y’ = 2sen(x) - cos(X) b) y = sen(x?) =y’ = cos(X?) - 2X
2 2_ 1+4x>
0 f(0= 2= f'(0= d) fox =220 o =i
0 2-x)W4-x2 )10 x«/1+x2:> ® X2y (1+x%)?
) F0=(G+3-x= 109 =201 0 100=vx2+9= F'(x)= wa

Actividades propuestas

11. Si f y g son dos funciones derivables en todo punto, y se sabe que f(1) =2, f(2) =5, 9(1) =1, g(2) =
f’(1)=3,f(2)=6,f’(6) =4,9°(1) =1,9°(2) =3, g’(5) = 1. Determina el valor de:

a) (f=90)(2); b) (g f)'(1); c) (ge f)(2); d) (fof)().

12. Sean u(x) y v(X) dos funciones derivables en un punto X. Pruébese que su producto u(x)-v(x) es

derivable obteniendo la expresion de su derivada: Du(x)-v(X)] = u’(X)-v(X) + u(x)-v’(x)
(Selectividad Septiembre 1995)
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ﬂ Derivadas

2. CALCULO DE DERIVADAS

Recuerda que:

Del curso pasado ya conoces las reglas de derivacidon de funciones. Vamos a repasar algunas de ellas. Si
ya sabes derivar con soltura, puedes saltarte este apartado, pero si no es tu caso, es importante que lo
revises.

Derivada de la funcién potencial: La derivada de la funcion f(x) = X< para cualquier valor numérico de k,
esf’(x) = kx<2,

Derivada de la funcidn logaritmo: Si f(x) = loga(x) entonces f ’(x) = 1 loge.e.
X
Derivada de la funcién exponencial: Si y = a* entonces y’ = a*- In(a).

Derivada de la funcidn seno: Si f(x) = sen(x) entonces f ’(x) = cos(X).

Derivada de la funcidn coseno: Si f(x) = cos(X) entonces f ’(x) = —sen(x).

Actividades resueltas

4+ Observa como se han obtenido las derivadas siguientes:

Funcién  f0=x" 0= vx =x" f0 = &/x =x" 00 = 1/x=x" 00 = 146 =x
Derivada | f'(x)=6xX 1 f(x) = (1/mx"™" = ~1 _»
FOO=—= P =(Dx2= — P(x) = 2x3 = ——
2\/; (1/n)xf(n—1)/n: - 1 1 ( ) ( ) X ()() X X3
nvx"~

4+ Calcula las siguientes derivadas y comprueba el resultado:

1 3,2 2

f f)=-——r X XA 32X

a) f(x= f: () ol b) f(x)= ;= ==
3 oy L —In0¢ — 755 = F(x) = (5x* —56%7
o) fF0=Yx= f'(x) e d) 10 = In0C =75 = (0 = —5——— (X" =56x)
S (x+1)° 3(x+ D)2 (x=1)

f(x) = _:f(X) f) f(0 = = f=2212 )
e) (X) m.;.\/;-f 3\/— X ) (X) \/X— ( ) 2X2\/;
8) f(x)=(2x-1)(x>=6x+3)=> f'(x)=6x>-26x+12 h) f(x) = (X+4) f'(X):(X+2)(X-2lr4)

(x+3)

4 Calcula las siguientes derivadas y comprueba los resultados:

a) f(x):M - f'(X)Z; b) f(x)=cos(sen25x):> f'(x)=—IOser6x-cos5x~ser(sen25x)
1+ cos(x) 1+ cos(X)
o) F(X)=tg(5x-7)= f'(x)= 5 d) f(x)=cos(sen5x)= f'(x)=-5cos5x-sen(sen5x)
cos?(5x—7)
6sen3x
e) F(X)=2Vcos3X = f'(x) = ——=22 _ 1 |1+ sen(x) v
() A/ cos 3X o= 1—-sen(x) = = cos(X)

g) f(X)=In(sen*(x)) = f° (x)——( ” h) f(x) = sen(cos(x)) = f'(x) = —sen(x)- cos(cos( X))
i) f(x)=1In(sen(x)) = f’(X) = cotg(x) j) T(¥) = In(cos(x)) = f’(x) = —tg(x)
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Derivadas

Técnica de la derivacion logaritmica

Aunque suponemos que ya la conoces vamos a repasar esta técnica que, en ocasiones, facilita los
calculos. Consiste en aplicar logaritmos a los dos miembros de la funcién, y a continuacion, derivar.

Actividades resueltas
4+ Utilizando derivacién logaritmica halla la derivada de f(x) = e* =

1) Aplicamos logaritmos neperianos: In(f(x)) = In(e®" =)
2) Utilizamos propiedades de los logaritmos para simplificar el segundo miembro (en este ejemplo,
el logaritmo de una potencia es igual al exponente por el logaritmo de la base):

In(f(x)) = In(e® =) = (x* = 7%) - In(e) = (X5 — 7x%)
3) Derivamos los dos miembros de la igualdad: % fr(x)=5x"-21x*
4) Despejamos f’(X):
f(x) = f(x)- (5x* — 21x%) = e~ ™) (5x* — 21x).
Derivando la funcidén exponencial llegamos al mismo resultado. Compruébalo.

4+ Calcula las siguientes derivadas utilizando la técnica de derivacion logaritmica y comprueba los
resultados:

Af0=g00" = £'() = 90" (h'(x)In(g (x)) +%) b) f(x) = X = () = X(In(X) + 1)

c) f(x) = x*"¥ = fr(x) = x*¥" ) (cos( x)-ln(x)+—senx(x)) d) 0= = f'(x)= tg(x\/—(Sen(X)COS(X) In(x)
Xcos (x)sen (x)

Derivada de la funcidn inversa
Recuerda que:
La funcién inversa de la funciéon y = f(X) se define como:
Fly) =xey=fx

Por este motivo, recuerda que la grafica de una funcién y su inversa son simétricas respecto de la
diagonal del primer cuadrante.

Si conocemos la derivada de una funcién podemos calcular la derivada de su funcién inversa, pues:

Si f es una funcién derivable y biyectiva en X con 0 ¢ f’(X) entonces f~' es derivable en f(X) y:

Y= )

Demostracion:

Para comprobar que f* es derivable y calcular su derivada debemos calcular el limite:

1 —
—b y— b
Pero x = f(y) y sea a = f'(b). Ademas, por definicién de funcién inversa: y = f(x) y b = f(a). Por ser
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Derivadas

continua, cuando y — b, entonces X — @, por lo que el limite anterior es equivalente a:

1y T X—a
)= o fa

Por tanto

Sl 1 1 1
(0= F0-f@ )
X—a
Por tanto existe el limite y su valor es:
1 = 1 = 1 C-q.d.
f'@)  f'(f (b)) f'of '(b)’

(f )y (b) =

Derivada de las funciones inversas de las funciones trigonométricas
La funcién arco seno es la funcion inversa de la funcién seno y se define por tanto como:

y = arcsen(x) < x = sen(y)
Si la definimos en el intervalo (—1t/2, t/2) es biyectiva. iCompruébalo!

Entonces su derivada es:

y =arcsen(x) =y’ = >

1-x
Demostracion:
Aplicamos la derivada de la funcion inversa:
_ 1
f 1\» X) = 1 X) =
LR f'of_l( ) cos(arcsen (x))

Sabemos que Senz(x) + cosz(x) =1, por tanto: cos(X) = /1 —sen?(X)
1 1

= = ! , c.g.d.
cos(arcsen (X)) \/l—senz(arcsen(x)) N

De forma similar se demuestran las derivadas de la funcién arco coseno y arco tangente.

Recuerda que:

f(x) = arcsen(x) = f'(x) = ! y = arcsen(f(x)) = y’= L)Z y =arcsen(e) =y’ = e
1-x> Vv1-f(x) 1-e*
| , f'(x) 2x

f(x) =arccos(x)=f"(x) = — y =arccos(f(x))= y'= ——=——=—= y=arccos(x’) = y’= —

V1-x? V1-f(x)? 1-x*
f(x) =arctg(x) = ’(x) = ! y =arctg(f(x)) = y’= L")z y=arctg(x’) = y'= 3x°

1+ x° 1+ f(x) 1+ x°
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ﬂ Derivadas

Actividades resueltas

4+ Calcula las siguientes derivadas y comprueba los resultados:

2
a) f(X)zeln(arCtg&) = f'(X)Zm b) f(x) = arccos i_xz = f'(X):l 2X2
+ X +
1 3cosX+2 3senx 3
¢) f(X)=—=arcsen ——— = d f(x)=arctg ——= f'(X\)=——
J5 3+2cos X ) 100 g4+5cosx:> () 5+4cos X
1
f'X)=——
(x) 3+2cosX

Derivada de las funciones inversas de las funciones hiperbdlicas

La funcién argumento seno hiperbolico es la funcién inversa de la funcidén seno hiperbdlico y se define
por tanto como:

y = argsh(x) < x = sh(y)

Entonces su derivada es:

1
y=argsh(x) =>y’ = \/1—2
+ X

Utilizaremos esta derivada cuando estudiemos las integrales, pues nos permitird obtener algunas.

Demostracion:

Aplicamos la derivada de la funcion inversa:

f—l ’(X) = 1 — 1
R frof ! (x) ch(arg sh(x))
Sabemos que ch*(x) — sh*(X) = 1, por tanto: ch(x) = /1 + sh?(x)
1 1 1

c.g.d.

ch(argsh(x))  [1+sh’@argsh(x) V1+x>
De forma similar se demuestran las derivadas de la funciéon argumento coseno y argumento tangente.

Recuerda que:

f(x) = argsh(x) = f’(x) = ! y = argsh(f(x)) = y’= ™ y =argsh(e’) =y’ = _&
1+x? VI+ (0 1+ e
1 . f'(x 2X
f(x) = argch(x) = f’(x) = y = argeh(f(x)) =y’= % y =argch(x’) = y’=
X2—1 V) =1 X4—1
' 2
f(x) = argth(x) = f’(x) = ! 5 y = argth(f(x)) =y’ = LX)Z y = argth(x’) =y’ = X
1-x 1-f(x) 1-x°
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ﬂ Derivadas

Actividades propuestas
13. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

2 y=5; by 330 O gy X

W47 Y= 37X VY= s
14. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
2 -7 ( 1 s \/ (¢ +5%)(4x> —6X)
=, ——13x" =5X b) Y=
ay \/ 4%° +6 ( )3 )y 2x* —5x

4
3x* +5x%2 5
o || 22X d) y =35+ [5x—=
oy [4x2—6x5J )y x>

15. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a) f(X)_tg 1+e b) f(X)=(2-3x)sh(2-3x)
—e’
C)f(X)=tg@ d) f(x)= X XCosX
3+2cos X COS X + XSenx

16. Ya sabes que la funcidn tangente se define como el cociente entre el seno y el coseno, las funciones
hiperbdlicas se definen utilizando la funcidn exponencial. Comprueba las derivadas de la tabla

siguiente de tg(x) = sen(x) , sh(x) = % , ch(x) = ere’ +2e i , ¥y de th(x) = SEEX;
f(x) =tg() = (0 =1 +1g’(x) | ¥ =tg(f))= y’=(1+tg’(F())F' (%) = tg(x3) = y’=(1+tg*(x’))-(3x%)
f(x) = sh(x) = f*(x) = ch(x) y =sh(f(x)) = y" =" (x)-ch(fx) | y—sh(yx) =y = Chj:
2
f(x) = ch(x) = f’(x) = sh(x) y = ch(f(x)) =y = f*(x)-sh(f(x)) sh(In(x)

y =ch(In(x)) =y" =

fx)=th(x) = f’(x) = 1—th2(x) y = th(f(x)) = y’=F (0)-(1-th’(f(x)))  y= th(x4) S y= (4x3)~(1—th2(x4))
17. Utiliza derivacion logaritmica para calcular las derivadas de las siguientes funciones:
a)y=(3""" b) y = ((2x+7)™ %)

C)y:(x+e)(4x5—8x3)5 d) f(x) = (x¥)*
18. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
a) Y = arcsen 4 + senx b) y= earccoss/6x+8
4 — senx

5x

V16 — X2

¢) y = sen(arctg d) y = arccos

TX )
V1-2x?

19. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a)y= arg sh 3 + shx b) y = 2eargchm
5 — shx
2X+6 Senx

c) y = sh(arg th d) y = arg ch

——) ——)
\25 —16 X2 \/5—3sen?x?
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Derivadas

3. APLICACIONES DE LA DERIVADA

3.1. Teoremas de Rolle y del valor medio

Teorema de Rolle

El teorema de Rolle nos indica bajo qué condiciones podemos asegurar que hay un punto con tangente
horizontal.

Sea f: [a, b] — R una funcidon continua en el intervalo cerrado [a, b] y derivable en el intervalo abierto
(a, b). Si f(a) = f(b) entonces existe un punto ¢ del intervalo abierto (a, b) en el que f’(c) = 0.

Demostracion

Toda funcién continua en un intervalo cerrado y acotado alcanza un valor maximo y un valor minimo
absolutos en dicho intervalo. Pueden ocurrir dos casos:

1.- Estos valores maximos y minimos no se alcancen en el interior del intervalo. Entonces se alcanzan en
los extremos a y b. Pero al ser por hipdtesis f(a) = f(b) entonces el valor maximo coincide con el valor
minimo y la funcién es constante. Por tanto f’(c) = 0 para todo c € (a, b).

2.- En caso contrario el maximo o el minimo o ambos pertenecen al interior del intervalo. Sea por
ejemplo a € (a, b) el valor maximo. Al ser la funcion derivable en (a, b), existe f’(a).

Por ser o, un maximo, la funcion es creciente para valores X menores a a por lo que

lim MZO

x—>a~  X—d
Y es decreciente para valores X mayores a a por lo que

lim MSO

x—at  X—-a

Al existir la derivada ambos limites deben coincidir y para ello: f’(a) = 0.

Andlisis de las condiciones

Basta que una de las condiciones no se verifique, para que tenga por qué tener la funcién un punto de
tangente horizontal:

T

A

Si f(a) # f(b) no tiene que tener un Si no es continua en [a, b] no tiene Si no es derivable en (3, b) no tiene
punto de tangente horizontal que tener un punto de tangente que tener un punto de tangente
horizontal horizontal

Sin embargo si se verifican las hipotesis, entonces existe un punto en el que la tangente es horizontal.
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ﬂ Derivadas

1 cl|O

- | T

Actividades resueltas

+ Dos coches de carreras parten al mismo tiempo y del mismo lugar y llegan a la meta empatados.
Demuestra que en algun momento llevaron la misma velocidad.

Llamamos fy g a las funciones que indican el espacio recorrido por cada coche, y sean a el instante de
partida y b el de llegada. Las funciones f y g son continuas en [a, b] y derivables en (a, b). Definimos una
funcion h(x) = f(x) — g(x) que verifica las condiciones del teorema de Rolle, es continua en [a, b],
derivable en (a, b) y h(a) = f(a) — g(a) = 0 = h(b) = f(b) — g(b). Por tanto existe un instante c en el que h’(c)
=0, luegof’(c)-g’(c) =0,y f(c)=g’(c).

+ Determina el valor de b para que la funcion f(x) = X*-3X+5 verifique el teorema de Rolle en el
intervalo [1, b] e indica dénde se verifica la tesis.

La funcidén es continua y derivable en toda la recta real luego lo es en cualquier intervalo [1, b].
Queremos que f(1) = f(b), por tanto f(1) =3 =b*—3b + 5, por lo que b = 2. f/(x) = 2x — 3 = 0, por lo que el
punto c donde se anula la derivada es ¢ =3/2 €1, 2].

Teorema del valor medio

Sean f, g: [a, b] — R dos funciones continuas en el intervalo cerrado [a, b] y derivables en el intervalo
abierto (@, b). Existe un punto ¢ del intervalo abierto (a, b) en el que:

(f(b) —f(a)) g’(c) = (a(b) — g(a))f’(c).
Demostracion
Construimos la funcién h: [a, b] — R; h(x) = (f(b) — f(a)) g(x) — (g9(b) — g(a))f(x).

La funcidn h es continua en [a, b] pues es suma de funciones continuas, f y g, multiplicadas por
numeros, (f(b) —f(a)) y (g(b) — g(a)) que existen.

La funcion h es derivable en (a, b) pues estad formada por funciones derivables.
Ademas h(a) = h(b). En efecto: h(a) = (f(b) — f(a)) g(a) — (g(b) — g(a))f(a) = f(b) g(a) — g(b) f(a), y
h(b) = (f(b) —f(a)) g(b) — (g(b) — g(a))f(b) = — g(b) f(a) + f(b) g(a), por lo que son iguales.

La funcion h verifica las condiciones del teorema de Rolle, por lo que existe un punto ¢ de (a, b) en el

que h*(c) = 0 = (f(b) - f(a)) g(c) - (9(b) — g(a))f*(c).
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Derivadas

Corolario (Teorema del valor medio)

Una consecuencia del teorema anterior es este corolario, que también recibe el nombre de teorema del
valor medio.

Sea f: [a, b] — R una funcidon continua en el intervalo cerrado [a, b] y derivable en el intervalo abierto
(a, b). Existe un punto ¢ del intervalo abierto (a, b) en el que

f(b)—f
fo- fO-f@
b—a
Nos garantiza bajo qué condiciones existe un punto en el que la recta tangente es paralela a la recta
secante que pasa por los puntos (a, f(a)) y (b, f(b))

Demostracion

En el teorema anterior tomamos como funcién g(X) = X, que es continua y derivable en toda la recta
real. Como g’(X) = 1, sustituimos:

0 = (f(b) - f(a)) g’(c) - (9(b) — g(a))f*(c) = (f(b) - f(a)) 1 - (b—a))f’(c). De donde:

f’(C) - f(b)_ f(a) )
b-a

Actividades resueltas

+ Se considera la funcion.

X2 +nx six<-2
F)=4
X +m six=>-2

a) Determina m y n para que se cumplan las hipétesis del teorema del valor medio en el
intervalo [-4, 2].

b) Hallar los puntos del intervalo cuya existencia garantiza el teorema.

Selectividad Junio 1999

a) El teorema del valor medio requiere que la funcién sea continua en el intervalo cerrado y derivable
en el intervalo abierto. La funcion estd definida a trozos por funciones polindmicas que son siempre
funciones continuas y derivables, luego el Unico punto dudoso es X = —2. Para que sea continua debe
verificarse que (=2)+n(=2)=(-2)’+m=4-2n=-8+m=12=2n+m.

2X+n six<-2

2

) en X = —2 debe verificarse que: 2(-2) + n = 3(-2)* =
3X six >-2

Para que sea derivable: f'(X) :{

-4+n=12=n=16.

X +16x six<-2 o
Por tanto 12 = 2(16) + m = m =12-32=20,y f(Xx)= , verifica las hipotesis del

X +20 six>-2
teorema en [-4, 2].

f(b)-f(a)

b) El teorema garantiza que existe un punto c € (a, b) en el que f’(c) = 0
—a
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Derivadas

2X+16 six<-2
f'(x)= debe ser:

3x2 six>-2

f(b)-f@ _(2°+20)-((4)’ +16(-4)) _ (28)-(16-64) 76 _38
b-a 2—(—4) - 6 6 3

Igualamos ambas ramas a 38/3 y obtenemos: 2x + 16 = 38/3 = x =38/6 -8 =-10/6 = -1’'666 > —4.
\/ 6'1
3x*=38/3 = X= =~ — > 2 no pertenece al intervalo.

Solucion: ¢ =-10/6 € (-4, 2).

Actividades propuestas

20. Se considera la funcion: f(x) = ! . Se pide:

2 + Senx — cos X

Comprueba la existencia de, al menos, un punto ¢ € [-m, ] tal que f”(c) = 0. (Sugerencia: Utiliza el
teorema de RoIIe). Demuestra que en C hay un punto de inflexion. Selectividad. Curso 05/06. Modelo. Opcién B

21. Sea:

x+1

a) Estudia la continuidad y derivabilidad de f en x = 0.
b) Estudia cuando se verifica f’(x) = 0. Puesto que f(1) = f(—1), éexiste contradiccién con el Teorema
de Rolle en el intervalo [—1, 1]? Selectividad. Curso 08/09. Modelo. Opcién B

Nota: Observa que la funcién no es derivable en (—1, 1) luego no se verifican las hipdtesis del teorema.
3.2. Laregla de L'Hoépital

Sean f y g dos funciones derivables en un entorno del punto x = a. Si lImf(X)=0, limg(x)=0 y existe
X—a X—a

el limite lim INES , entonces también existe el 1im —=2 (X) s:  lim e = lim f'(x).
X—a g'(x) X—a g(x) X—a g(x) X—a g'(x)
Demostracion

Para simplificar la demostracion vamos a suponer que f(a)=0 y que g(a)=0.

f(x)-f() f(x)-f()
F)_T=f@_  x-a Luego lim——= e, = lim—X=8&__ :Il'm—]c (X).
gx) gx¥)-g@ 9®-9@ x>a g(x) x-a 9g(¥)-0(@)  x-ag'(x)
X—a X—a
La regla de L’Hépital también puede usarse si 1im f(X) =coy limg(x) =, e incluso si x tiende a oo.
X—a X—a

b

Para demostrarlo basta tener en cuenta que si T —» % entonces M = 9(x) - 0

g(x) gx) 1 0

f(x)
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Derivadas

Actividades resueltas

. Xsenx
+ Calcula im————.
x—01—cos X

Como si llamamos f(x)=xsenx; g(x)=1—cosX se verifica que ling f (X)= 12189(X) =0, podemos
X—> X
aplicar la regla de L’Hopital.

Xsenx . Senx+ Xcos X
lim———— = lim————
x>01—cosX  x—0 senx

De nuevo, tanto el numerador como el denominador se anular para X = 0, luego aplicamos otra vez la
regla de L'Hopital.
Senx+ Xcos X COS X+ COS X — XSenx

lim = lim =2.
X—0 senx x—0 cos X

Es importante validar las condiciones en cada paso para no aplicar la regla cuando no puede aplicarse
como en el problema que sigue:

+ Calcula limﬂ

X=>0 X* —cos X

Observa que ahora f(0)=0 pero que g(0)=-1 por lo que hm_zxsenx

Xx—=>0 X —cos X

=0. Pero si aplicamos

L’Hépital por no haber comprobado las condiciones tendriamos:

) XSenx . Senx+ XcosXx . COSX+cosXx—Xsenx 2 ,
lim ————=lim————— = lim = —, que esta mal.
x—>0 X° —cos X x>0 2X+Senx X—0 2 +cos X 3
2
TX"=3X+2

4+ Calcula lim— )
x—=0 5X° +8X—1

Comprobamos que se verifica que )}im f(X)=)}img(X)=00, por lo que podemos aplicar la regla de
—>0 —>0
L'Hopital:
_ TXP=3x+2 . 14x=3 14 7
lim———=lim——=1lim—=—,
x—0 5X° +8X—1 x->x10X+8 x->=l10 5
Actividades propuestas

senx(1—senx)

22, Calcula lim = (Selectividad Septiembre 1998)

e cos” X
2

et =x-1 . .y
23. Calcula lim e (Prueba previa Selectividad 1999)

X—=0 X

. 2(F(X)* = f(x+1
24. Calcula llr% (f( ))X " ( ) sabiendo que f(x) una funcion real de variable real, derivable y con

X—> e” —

derivada continua en todos sus puntos y tal que: f(0) = 1; f(1) = 2; f(0) = 3; f'(1) = 4.
(Selectividad Septiembre 02. Opcién B)
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Derivadas

3.3. Crecimiento y decrecimiento
Recuerda que:

Si f’(a) > 0 entonces la funcion y = f(X) es creciente en X = a.
Si f’(a) < 0 entonces la funcion y = f(X) es decreciente en x = a.
Ejemplo:
+ Determina siy =0’2x2+ 150x — 180 es creciente o decreciente en X = 5.

Calculamos la derivada: y’= 0’4x + 150; en x = 5: y’(5) = 0’4(5) + 150 = 152 > 0. La funcidn es creciente.

Actividades propuestas

25. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién: y = x> — 3X. ¢éCOmo es en X =
0?¢éYenx=2?¢Yenx=-27

3.4. Maximos y minimos

Recuerda que:

Una funcion alcanza en (a, f(a)) un maximo global o absoluto si f(a) es el mayor valor que alcanza la
funcion.

Una funcién alcanza en (a, f(a)) un minimo global o absoluto si f(a) es el menor valor que alcanza la
funcion.

Una funcidn alcanza en (a, f(a)) un maximo local o relativo si existe un intervalo que contiene a a en el
que f(a) es el mayor valor de la funcidn en ese intervalo.

Una funcidn alcanza en (a, f(a)) un minimo local o relativo si existe un intervalo que contiene a a en el
que f(a) es el menor valor de la funcidn en ese intervalo.

Ejemplo:

La funcion y = X*(x — 2) + 4 de la gréfica del
margen no alcanza ni mdaximos ni minimos
absolutos, pero alcanza un mdaximo relativo en
punto A (0, 4) y un minimo relativo en el punto B.

Ejemplo:

La funcion de la grafica del margen no tiene maximos
absolutos, pero alcanza maximos relativos en X = =125 y
en X =0'5.

Tiene tres minimos que son a la vez absolutos y relativos
enXx=-2,X=0yenx=1.
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Derivadas

Si una funcion tiene un maximo o un minimo en (a, f(a)) y existe f’(a), entonces f’(a) = 0.
Se denomina punto singular o punto critico de y = f(X) a los puntos en los que se anula la derivada.

Para saber si un punto critico es un maximo, o un minimo, o un punto de inflexion podemos utilizar
alguno de los tres criterios siguientes:

Criterio 1:

Sif’(a) = 0, estudiamos los valores de X préximos a a, tanto a la derecha como a la izquierda.

Criterio 2:

Estudiar el signo de la derivada en puntos X préximos a a, con lo que sabremos si la funcién crece o
decrece en esos puntos.

Criterio 3:
Sif'(a)=0yf’’(a)> 0 entonces (a, f(a)) es un minimo.

Sif’(a)=0yf’(a) <0 entonces (a, f(a)) es un maximo.

Actividades resueltas
4+ Calcula los mdximos y minimos de la funcion: y = 7%+ 5X.

Calculamos la derivada y la igualamosa 0: y’=14x+5=0=x=-5/14.

Para saber si es maximo o minimo calculamos la derivada segunda: y’” = 14 > 0. Es
un minimo.

La funcion es una pardbola de vértice (—5/14, 7(-5/14)2 + 5(-5/14)) = (-0’38, —0'89).
Para X < —5/14 la funcién es decreciente, y para X > —5/14, es creciente.

Dos observaciones importantes

1) Pueden existir maximos o minimos en puntos donde no exista la derivada.

Por ejemplo:

La funcién valor absoluto de X tiene un minimo en (0, 0).

Xsix>0 1
M= -
—XSIX<0

Pero la derivada no se anula en (0, 0). No existe. La
derivada a la derecha de 0 vale 1, y la derivada a la -2 -1 0 1 2
izquierda vale —1. Son distintas, luego la funcién no es
derivable en (0, 0).

2) Pueden existir puntos donde la derivada valga 0 y sin embargo no sean ni
maximos ni minimos. 1

Por ejemplo:

La funcion y = x® de derivada y’ = 3x?, que se anula en (0, 0) no tiene en dicho punto ni
un maximo, ni un minimo. La funcién es siempre creciente. Va a tener en (0, 0) un 2
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Derivadas

punto de inflexidon de tangente horizontal.

Para estar seguros de no perder ninguna posible solucién conviene, para determinar todos los maximos
y minimos absolutos y relativos de una funcidn, buscar:

1) Los puntos donde se anula la derivada: f’(x) = 0.
2) Los puntos donde la funcién no sea derivable.
3) Los valores de f(X) en los extremos del dominio de definicion de la funcién.

Determinar el valor de la funcién en todos estos puntos y comparamos estos valores.

Actividades resueltas

4+ Determina los mdximos y minimos, absolutos y relativos, de la funcion f(x) = x> — 9x* + 24x, en el
intervalo [1, 3] y en el intervalo [1, 5].

La funcidén es derivable en todos los puntos. f’(x) = 3x% — 18x + 24, qgue se anulaen 2y 4. En el intervalo
[1, 5] ambas valores pertenecen al intervalo, por lo que los valores a valorar son: 1, 2, 4 y 5. En el
intervalo [1, 3] el punto 4 no pertenece, luego tenemos que valorar1, 2y 3.

f(1) = 16; f(2) = 20; f(3) = 18; f(4) = 16; f(5) = 20.
Calculamos la derivada segunda: f’’(x) = 6x — 18, en los puntos donde se anula la derivada:
f’(2)=-6<0;f’(4) =6.En (2, 20) se alcanza un maximo relativo y en (4, 16) un minimo relativo.
Intervalo [1, 3]: Maximo absoluto y relativo es (2, 20) y minimo absoluto es (1, 16).
Intervalo [1, 5]: Maximos absolutos es (5, 20) y (2, 20), minimos absolutos son (1, 16) y (4, 16).

+ Determina los mdximos y minimos, absolutos y relativos, de la funcion f(x) = Ix| en el intervalo
[_61 2]

La funcion no es derivable en (0, 0). La derivada vale 1 si X es positivo y —1 si X es negativo, por lo que la
derivada no se anula en ningln punto. Estudiamos los extremos del intervalo, -6y 2:

f(-6)= |-6| =6; f(2) = 12| = 2.

El minimo absoluto de la funcién se alcanza en (0, 0) y el maximo absoluto en (—6, 6). Hay un maximo
relativo en (2, 2).

Actividades propuestas

26. Calcula los maximos y minimos de las funciones siguientes:

a)y=x*-1;
b)y=3x+9;
c)y=4x*-2x*+5;
d)y =9x - 3x%

27. La velocidad de propagacion de una onda de longitud X en aguas profundas viene dadas por la

) /x a . .
formula v=,/—+— en la que a es una constante conocida. Comprueba que la longitud que
a X

corresponde a un minimo de velocidades X = a.
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Derivadas

28. Demuestra que la suma de dos sumandos positivos, cuyo producto es constante, es minima cuando
estos son iguales.

29. Calcula los maximos y minimos relativos y absolutos de la funcién: f(x) = 2x° — 3x*> + 72, en el
intervalo [-5, 5] y en el intervalo [1, 4].

30. Determina los maximos y minimos de las funciones siguientes:
a)y=Ix-9l;
b)y=IX+2l+Ix—23l
31. Determina los maximos y minimos, absolutos y relativos, de la funcién f(x) = |x + 2| en el intervalo
-4, 4].
32. Se considera la funcién:

e¥-1 six<0

X2+X si x>0

f(x)=

Contesta, razonadamente, a las siguientes preguntas:
a) éEs continua en el punto x = 0?
b) éEs derivable en el punto X =07?

c) ¢Alcanza algun extremo? (Prueba previa Selectividad 1999)

33. Se considera la funcion real de variable real definida por f(x) = . Determinar sus maximos y

x? +1
minimos relativos. Septiembre 02. Opcién A. Selectividad
3.5. Concavidad y convexidad. Puntos de inflexion

Sea f: [a, b] — R una funcion. f es convexa [a, b] si para toda terna Xo, X, X; del intervalo con Xg< X < X1
se verifica que:

f00=100) _ FO0)=F0x)
X=X X; —Xo
f es cdncava [a, b] si, en las mismas condiciones, se verifica que:

f0=04) _ F)= %)

X=X X =%
b
T
1 0 1
a b
Ll T
2 -1 0
Convexa Concava
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Derivadas

Observa que para esta definicién no se ha impuesto ser derivable a la funcidn. Si la funcidn es derivable
dos veces en el intervalo de estudio se tiene:

=1">0

f es convexa [a, b] < f” es estrictamente creciente
<= f">0

= f"<0

f es concava [a, b] < f* es estrictamente decreciente
< f"<0

Observa también que si la funcidn es convexa, la grafica queda por encima de la recta tangente, y si es
concava, por debajo.

Del mismo modo que en los puntos de la grafica de una funcién en los que se anula la derivada primera
se produce un cambio, pasa de creciente a decreciente, o viceversa, en los puntos en los que se anula la
derivada segunda también se produce una modificacidon en la gréfica, pasa de céncava a convexa, o
viceversa.

Vamos a analizar ese cambio estudiando algunos casos:

TN

En cuatro gréficas de arriba hemos sefialado un punto y la recta tangente en ese punto. La derivada
segunda se anula en los puntos sefialados de las cuatro graficas. Analiza lo que ocurre. Observa que la
recta tangente deja a la grafica unas veces por arriba y otras por abajo. Diriamos que atraviesa la
grafica. Hay un cambio en la concavidad.

Esos puntos se llaman puntos de inflexion.
Si la funcion y =f(x) tiene un punto de inflexion en X = a, y existe la segunda derivada, entonces f’’(a)=0

Si ademas, como en la primera grafica y en la cuarta, se anula la derivada primera se dice que tiene un
punto de inflexidon de tangente horizontal.

Observa las graficas siguientes. Hay maximos, minimos y puntos de inflexién en el origen (0, 0).

- y g
0
- 0 1
T 0 T 0
T 0 T - 0 1 Vo1 0 HE
-1 0 1 -1
_1_ '1J
4 4 _ 7
y =X y=x y=—x° y=-X
y'(0) =y”(0) =y'"(0) = 0; y”'(0) >0 y'(0) =y”(0) =y (0) = y“(0) = 0; y'(0)=y”(0) =y (0) = y*(0) = y'(0)=y"(0) =y™(0) = y”(0) =
Minimo y’(0) =0 y’(0) = 0; y"(0) <. y’(0) =y"(0)=0; y™(0) #0
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Derivadas

Las propiedades estudiadas se pueden generalizar con el siguiente teorema:
Sea f: [a, b] — R una funcién k + 1 veces derivable en [a, b] y sea € un punto de (a, b). Entonces:
1) Sif'(c)=F"(c)=..=f9¢c)=0, £V (c) = 0ykesimpar:
Si f<*U) (c) < 0 entonces f alcanza un maximo relativo en c.
Si f<U) (c) > 0 entonces f alcanza un minimo relativo en c.

2) Sif’(c)=..=f9c)=0, f'Y (c) # 0y k es par, entonces f tiene un punto de inflexién en c. Si
ademas f’(c) = 0 la tangente del punto de inflexion es horizontal.

Actividades resueltas

+ Determina los puntos de inflexion y los intervalos de concavidad y convexidad de la funcién f(x) =
5
X+ 2X. -

/
Calculamos la derivada segunda f'(x) = 5x* + 2; f ”(x) = 20x°. Se anula en x /

= 0. Calculamos las derivadas sucesivas: 1

f(x) = 60x%; f V(x) = 120x; f V(x) = 120; f 7(0) =f (0) =0 y f V(x) 2 0.

La primera derivada que no se anula en X = 0 es la quinta, es impar, luego . .
en (0, 2) hay un punto de inflexion, y como no se anula la derivada primera
no es un punto de inflexion de tangente horizontal. 1

La derivada segunda f ”(X) = 20x° es positiva si X > 0 y negativa si X < 0, por

tanto la funcién es convexa si X >0y céncava si X < 0. y ,

Actividades propuestas

34. Sabiendo que una funcidn f(x) tiene como derivada  f’(X) = (X — 4)%(x* — 8x + 7),
a) Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f
b) Halla los maximos y minimos relativos de f

c) éEs el punto X = 4 un punto de inflexion de f? Justifica razonadamente la respuesta.

Septiembre 04. Opcién A
35. Determina los maximos, minimos y puntos de inflexidn de las funciones siguientes:

aJy=x*-3x2+6x+11;

b)y=x>-7x+38;

— o
Qy=x+2;
— 4
dyy=x"-3.
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Derivadas

3.6. Representacion grafica de una funcidon

Otra de las aplicaciones de la derivada es la representacién grafica de funciones. Se va a dedicar el
proximo capitulo a recoger todo lo que ya sabes, para hacerlo. Ahora Unicamente vamos esbozarlo.
Vamos a seguir un orden para hacerlo:

1) Puntos de interseccion con los ejes coordenados.

2) Asintotas. Dominio de definicion. Comportamiento en el infinito.

3) Derivada primera: crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos.
4) Derivada segunda: concavidad y convexidad. Puntos de inflexidn.

Actividades resueltas

% Haz un esbozo de la grdfica de la funcion: f(x) = (x=D(x+3)
(X+1)(x=2)

1) Puntos de interseccion con los ejes coordenados: En ocasiones es dificil encontrarlos. En otras es
sencillo como en este caso. Parax =0y =3/2, A(0, 3/2). La ordenada vale O parax=1y paraX =
-3, B(0, 1), C(0, -3).

2) Asintotas. Dominio de definicion. Comportamiento en el infinito: La funcion estd definida en
toda la recta real excepto en los valores que anulan al denominador, donde tenemos dos
asintotas verticales: X = -1y para X = 2. Cuando X tiende a infinito la y tiende a 1, luego tenemos
una asintota horizontal: y = 1.

En muchas ocasiones con esta informacion ya somos capaces de hacer un primer esbozo de la gréfica:

3

v
|
|
|
|
! 2
|

|

|
|
I
|
|
I
|
_______ 2l e e e
I
2 " H i I
e—s 0 Il
" T
|
: |
I
|

— six>0
#* Haz un esbozo de la grdfica de la funcidn: f(x) = | , X
XT=2Xx+2 .
———— six<0
X+1

1. Puntos de interseccion con los ejes coordenados.
La rama | no corta al eje de abscisas. La rama Il tampoco. Si X = 0 en la rama Il tenemos que f(0) = 2, el
punto B (0, 2) de la grafica.

2. Asintotas. Dominio de definicion. Comportamiento en el infinito.

La funcidn f(x) es continua en todos los puntos salvo en {0, -1}

X

Comportamientoen X =0: [im € _ +o0 . A laizquierda de 0 toma el valor 2.
x—0" X

En X = —1 tiene una asintota vertical.
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Derivadas

X

. . , € p
Comportamiento en X tiende a «: |im — = +o0; lim
X—>+0 X X—>—00 X+1

X2 —2X+2

3. Derivada primera: crecimiento y decrecimiento. Mdximos y minimos.’

X _1 . 1
Lz) St x>0 | 4]
fx)=1 , X I
X +2x2—4 six <0 I 5 A(1,e)
(x+1) |
" 1B
En X =0 no es derivable pues no es continua. | 0
Observando el signo de la derivada tenemos que la funcién es '-6 '_4 '-2 I 0 '2
creciente en el intervalo (—oo, — 1 - +/5 ), decreciente en (- 1-+/5 |_2
,—1), decreciente en (-1, 0), y es decreciente en (0, 1) vy .
creciente en (1, +o0) : 4
En X =1 hay un minimo: A (1, e). |
EnX= —1-+/5 hay un maximo, en el punto C de la grafica. :-6_
4. Derivada segunda: concavidad y convexidad. Puntos de I
inflexion. C 1-8 |
|
X(x*=2x+2) . |
e : 2 §ix>0 110
f’(x) = X + I
10 .
— Six<O0
(x+1)

La derivada segunda no se anula en la rama | ni en la rama Il. No hay puntos de inflexion. Es cdncava de
(—oo,—1) y convexa de (-1, 0) y de (0, +o0).
Actividades propuestas

1

36. Se considera la funcién f(x) = 5

a) Indicar el dominio de definicion de la funcién f y sus asintotas
b) Hallar los extremos relativos de la funcidn fy sus intervalos de concavidad y convexidad.
c) Dibujar la grafica de f y hallar su maximo y su minimo absoluto en el intervalo [—1, 1]. selectividad Opcién A

p nx . . .
37. Sea la funcién f(x) = _SemX definida en el intervalo cerrado y acotado [-27, 27]. Se pide:

2—cos X
a) Calcular los puntos del intervalo dado donde f alcanza sus valores maximo y minimo absolutos.
b) Dibujar la gréfica de la funcidn f en el intervalo dado. Selectividad. Septiembre 03. Opcién A
38. Sea la funcidn f(x) = 2x ‘ 4 —X |
a) Estudia su continuidad y derivabilidad

b) Dibuja Su gréfica. Selectividad. Septiembre 03. Opci6n B
2
. - (2x—1) , - -
39. Se considera la funcién f(X) =-——>——. Calcula las asintotas, el maximo y el minimo absolutos de
4x° +1
la funcion f(x). Selectividad Junio 04. Opcién A
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Derivadas

3.7. Problemas de optimizacion

A los problemas de maximos y minimos se les suele denominar problemas de optimizacion.

Actividades resueltas

4+ Cortando un mismo cuadrado de las cuatro esquinas de una hoja rectangular de dimensiones
ay b se puede construir una caja abierta por la parte superior. Calcula el lado del cuadrado
que hay que cortar para que la caja tenga mdxima capacidad.

El volumen de la caja es el producto de los tres lados. Si cortamos las esquinas el rectdngulo de longitud
b tendrd ahora una longitud b — 2x. Lo mismo el de longitud a. La altura es X.
V = (b —2x)(a — 2X)x = 4x’ — 2bx* — 2ax* + abx.
Para hacer el volumen maximo, derivamos e igualamos a cero.
_b+a-+b’>+a’-ab
6

Por consideraciones geométricas, el valor obtenido es un maximo, pues si el lado del cuadrado vale 0, o
si vale la mitad del lado, el volumen de la caja es minimo, vale 0, pues no se forma caja.

V'=12x>-4(b+a)+ab=0 = X

4+ Entre todos los cilindros de volumen \V dado determina el radio y la altura del de mayor
superficie.
El volumen de un cilindro es igual a: V = nrh, y su superficie total es igual a S = 2xnrh + 2nr?.
La superficie depende de dos variables, el radio y la altura. Como nos dicen que el volumen es dado,
despejamos de su expresidon por ejemplo la altura, y la sustituimos en la superficie:

\Y \Y 2V
h=—5 = S= 21t|’—2+275r2 == 41 2nr?
mr nr r
Derivamos la superficie respecto a r, e igualamos a cero la derivada:
2V 2V \Y
S'=—+4nr=0=>4r="5 > r’=—
r r 21

Para saber si ese valor del radio conduce a un maximo o a un minimo. Hallamos el signo de la derivada
segunda:
S"=%+4n=1/l+4n=12n >0
r v
2n
La solucién obtenida nos da una superficie minima.

v O\ \ = \ 21
ol —
>

Actividades propuestas

40. Se desea fabricar envases con forma de ortoedro de base cuadrada de forma que el volumen sea de
dos litros y la superficie empleada sea minima.

41. Determina las dimensiones de un cono de volumen maximo inscrito en una esfera de radio R =5 cm.
(Ayuda: La altura del cono es igual a R + X, y el radio de la base rr=R>- X2).

42. Calcula la base y la altura del triangulo isdsceles de perimetro 8 y drea maxima.
(Junio 04. Opcidn A Selectividad)
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Derivadas

CURIOSIDADES. REVISTA

Interés de las derivadas

El Analisis y el Calculo Infinitesimal han sido
durante trescientos afios una de las ramas mas
importantes de la Matematica, y las derivadas
constituyen su parte central, ya que permiten
comprender las ciencias fisicas y la técnica. Las
cuestiones que plantean proporcionan una
fuente de teoria e ideas que permiten avanzar
al pensamiento.

La razén de esta gran cantidad de aplicaciones
se debe a que la derivada se puede interpretar
como el indice de cambio de una variable
respecto de otra, y las variables que explican
los fendmenos se relacionan entre si por sus
indices de cambio.

Las derivadas sirven como modelo matematico
para el estudio de problemas que surgen en
disciplinas muy diversas. Desde sus comienzos
han contribuido de manera muy notable a
solucionar muchas cuestiones y a interpretar
numerosos fendmenos de la naturaleza. Su
origen histérico es inseparable de sus
aplicaciones a las ciencias fisicas, quimicas,
medicina, ciencias sociales e ingenieria, ya que
para resolver muchos problemas significativos
se requiere la determinacion de una funcién
gue debe satisfacer una ecuacidon en la que
aparece su derivada.

Antecedentes

Lo infinitamente pequefo tenia para
Galileo Galilei (1564 - 1642) una
importancia mas inmediata que lo
infinitamente grande, puesto que lo
necesitaba en su dinamica. Galileo
analizo el comportamiento del
movimiento de un proyectil con una
componente horizontal y uniforme, y una
componente vertical uniformemente
acelerada, consiguiendo demostrar que
la trayectoria del proyectil, despreciando
la resistencia del aire, es siempre una
pardbola. Estudié el problema del espacio
recorrido por un cuerpo en caida libre y
se puede considerar que utilizd para su
resolucidn las derivadas.

En 1638 aparecid el problema de la
tractriz, propuesto por René Descartes
(1596 — 1650) a Fermat, que realmente
es un problema de tangentes a una
curva, (no pudo resolverlo pues no se
conocia todavia el concepto de derivada),
y fue resuelto en 1674 por Leibniz y en
1690 por Jakob Bernoulli, cuando ya se
conocian los trabajos de Newton vy
Leibniz.

El concepto de derivada comienza con
Isaac Newton (1642 - 1727) y Gottfried

Isaac Newton G. W. Leibniz

Withelm Leibniz (1646 — 1716). Dice este
ultimo “Considerando la matemdtica
desde el comienzo del mundo hasta la
época de Newton, lo que él ha hecho es,
con mucho, la mitad mejor”. Muy pronto
los cientificos se dan cuenta de que las
derivadas son la expresién matematica
de las leyes naturales.

\
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Derivadas

/ Newton \

Isaac Newton (1642 — 1727) nacié el mismo afio en que murié Galileo. Los problemas que
motivaron sus descubrimientos fueron el estudio de la dindmica del punto y del sélido rigido. Sus
primeros descubrimientos matematicos datan de 1665 en que expresd funciones en series de
potencias, y empezd a pensar en la velocidad del cambio de magnitudes que varian de manera
continua tales como areas, longitudes, distancias, temperaturas, etc. asociando de manera
conjunta ambos problemas, las series infinitas y las velocidades de cambio.

Su primera obra impresa: “Philosophiae
Naturalis Principia Mathematica” fue en 1687
siendo el trabajo cientifico mas admirado de
todos los tiempos, donde es plenamente
consciente del papel de la derivada. Escribid, en
la segunda ley de los principios, la ecuacion de
una piedra que cae por accion de la gravedad
en diferentes medios: aire, agua, aceite... Indica
como evoluciona el sistema.

La influencia cultural fue tremenda. La
naturaleza obedece a leyes generales. Da
origen a la concepcién filosofica de Kant, al
pensamiento de la llustracion 'y al
determinismo cientifico por el que el
conocimiento de estas leyes llevaria a conocer
completamente el pasado y el futuro. Este
concepto de que las leyes fisicas se pueden
expresar mediante derivadas es el Unico
concepto de Newton que, en opinidon de
Einstein, sigue hoy totalmente vigente.

Actualmente esta claro que el descubrimiento de Newton precedid al de Leibniz en unos diez
afos, asi como que Leibniz hizo sus descubrimientos de forma paralela a los de Newton, aunque
a Leibniz le corresponde la prioridad de su publicacién, pues lo publicd en la revista “Acta
Eruditorum” en 1684.

Entre sus intereses mas profundos se encontraban la alquimia y la religion, temas en los que sus
escritos sobrepasan con mucho en volumen a sus escritos cientificos. Entre sus estudios
alquimicos se encontraban temas esotéricos como la transmutacion de los elementos, la piedra
filosofal y el elixir de la vida.

En 1693 sufrié una gran crisis psicoldgica, causante de largos periodos en los que permanecio
aislado, durante los que no comia ni dormia. En esta época sufrié depresion y arranques de
paranoia. Tras la publicacién en 1979 de un estudio que demostré una concentracidon de
mercurio (altamente neurotéxico) quince veces mayor que la normal en el cabello de Newton,
la mayoria opina que en esta época Newton se habia envenenado al hacer sus experimentos
alquimicos, lo que explicaria su enfermedad y los cambios en su conducta.
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Derivadas

/ Leibniz \

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 — 1716) leyd con atencién las obras de Pascal sobre la cicloide, y
se dio cuenta, hacia 1673, de que la determinacién de la tangente a una curva depende de la
razon entre las diferencias entre las ordenadas y las abscisas, cuando estas diferencias se hacen
infinitamente pequefas. Se hacia pues necesario crear un lenguaje y una notaciéon adecuados para
tratar estos problemas, y lo elegido fue especialmente afortunado ya que facilité el razonamiento
l6gico. Utilizé la notacidon que hoy dia se emplea de dx y del signo de integral, fue el primero en
\introducir el término “derivar” en el sentido de “deducir’ (en una carta de Leibniz a Newton). /

/EI problema crucial que resolvié el calculo de Newton y Leibniz fue el siguiente. Si una\
variable y depende de otra x, y se conoce la tasa de variacion de y respecto de x para
cambios muy pequefios de la variable x, lo que Leibniz ya denoté: dy = f(x)-dx, entonces la
determinacién de y respecto de x se puede realizar mediante el calculo de un area, lo que es
conceptualmente mucho mds simple. Esta idea de generalizar las operaciones de derivacién
e integraciéon como inversas la una de la otra, es el nucleo fundamental de sus
descubrimientos. Ya en el siglo XVII se habian resuelto muchos problemas particulares: la
tractriz, la braquistécrona, la catenaria y algunos problemas isoperimétricos, pero el interés

\del trabajo de Newton y Leibniz reside en la generalizacion. /
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Derivadas

Madame de Chatelet

Gabrielle Emilie de Breteuil, (1706 - 1749), marquesa de Chatelet fue una dama francesa que
tradujo los "Principia" de Newton y divulgd los conceptos del Calculo en su libro "Las instituciones
de la fisica". Era una dama de la alta aristocracia y facilmente podia haber vivido una vida
inmersa en los placeres superficiales, y no obstante fue una activa participante en los
acontecimientos cientificos que hacen de su época, el siglo de las luces, un periodo excitante.

En sus salones, ademas de discutir de teatro, literatura, musica, filosofia... se polemizaba sobre
los ultimos acontecimientos cientificos. ¢Podéis imaginar una marquesa estudiando
matemadticas? ¢ Podéis imaginar unos salones dorados y cubiertos de tapices en cuyas tertulias, en
lugar de hablar de cotilleos y frivolidades, se discutiera con ardor sobre Ciencia? ¢Se deliberara
acaloradamente sobre el concepto de fuerza, de masa, de derivada o de funcién?

Mme. de Chatelet, al traducir y analizar la obra de Newton, propagé sus ideas desde Inglaterra a

la Europa continental. Quizas, gracias a ella, el determinismo cientifico de Newton permanecié
como idea filosofica hasta mediados del siglo XIX.

Madame de Chatelet era marquesa y se dedicaba
con pasioén al estudio. Un crater del planeta Venus
lleva el nombre de Chatelet en su honor.

Se conserva un retrato al 6leo de ella pintado por
Maurice Quentin la Tour, y comentado por un
viajero con estas palabras “adornada, cargada de
diamantes que parecia una Venus de la Opera..., a
diferencia de aquella, ésta estaba en la mesa de
trabajo, con sus instrumento y sus libros de
matemadticas...”. En ese retrato podemos verla
vestida con su traje de época, pues disfrutaba
maquilldndose y vistiéndose para la corte, pero con

un libro delante, estudiando, y con un compas en la

\ mano.

Escribid Las instituciones de la fisica. Convencida de muchas de las ideas de Descartes, Leibniz y \
Newton escribio su libro intentando explicarlo todo mediante el razonamiento cartesiano. Asi supo
aunar en lo principal las teorias de los tres grandes sabios, y sin embargo estaba en contra de todas

las corrientes, porque siempre encontraba algo en sus teorias con lo que no estaba de acuerdo.

Escribié también un interesante Discurso sobre la felicidad, en el que opinaba que la felicidad se
conseguia entre otras cosas con el estudio. Escribié que el amor al estudio era mas necesario para la
felicidad de las mujeres, ya que es una pasidon que hace que la felicidad dependa Unicamente de
cada persona, “iquien dice sabio, dice feliz!”.

Hacia 1745 comenzd6 a traducir los Philosophiae Naturalis Principia Mathematica de Newton del
latin al francés, con extensos y validos comentarios y suplementos que facilitaban mucho la
comprension. Gracias a este trabajo se pudo leer en Francia esa obra durante dos siglos, lo que hizo
avanzar la Ciencia.
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Derivadas

RESUMEN
Ejemplos
Def.mlcmn de f'(a) = Iim f(x)-f(a)
derivada x—a X—a

f(a+h)—f(a)
h

f'(a)= Iim
h—0

Recta tangente

=f(a) + ' (@)(x a)

Tangenteay =Xx*>+2xenel
punto (0, 0):
y=0+2(x—0)=2x.

Teorema de Rolle

f: [a, b] — R continua en [a, b] y derivable en (a, b).

Si f(a) = f(b) existe c € (a, b) en el que f’(c) =
Teorema del valor |f: [a, b] — R continua en [a, b] y derivable en (a, b).
medio Existec € (a, b) enel que f’(c) = M
b-a
Regla de L'Hé6pital |f y g derivables en un entorno del punto x = a. Si

limf(x)=0, Ilmg(x) 0 y existe lim —~2 '
X—a x—a g'(X)
w>a g(x) oag(x)  xoag(x)

Crecimiento y
decrecimiento

Sif’ (&) > 0 entonces y = f(X) es creciente en X = a.

Sif” (a) < 0 entonces y = f(X) es decreciente en X = a.

y=x3-3x -y =3x*-3=0

—Xx=1,x=-1.

® Parax<-1,y'>0->y
creciente.

® Para-1<x<1,y’<0->
y decreciente

® Parax>1y >0->y
creciente

Maximos y
minimos

Si (a, f(a)) es un maximo o un minimo de y = f(X) y existe
f’(a) entonces f* (a) = 0.

Si f* (&) = 0 entonces (a, f(a)) es un punto critico.

Sif’ (a)=0yf’ (a) >0 entonces (a, f(a)) es un minimo.

Sif (@)=0yf"’ (a) <0 entonces (a, f(a)) es un maximo.

Si (a, f(a)) es un punto de inflexién de y = f(x) y existe f’(a)
entonces f’’ (@) =0.

f” (@)<0 = concava. f”’ (a) >0 = convexa

y=x-3x -y =3x*-3 >
y’’ = 6X.

y’'(-1)=0,y’(-1) <0, luego
(—1, 2) es un maximo relativo.
y'(1)=0,y”(1)>0,

(1, —2) es un minimo relativo.

luego

(0, 0) es un punto de inflexion
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Derivadas

EJERCICIOS Y PROBLEMAS.

Concepto de derivada

10.

11.

12,
13.

14.

Piensa en un ejemplo de funcién no derivable y que si sea continua.
Utiliza la definicidn de derivada para calcular la derivada de la funcién y = \/x en x = 1, 4, 5...
éPuedes obtener la derivada en X = 0? Razona la respuesta.

(x=1)* si x<I

Se considera la funcion f(x) = { ] L indica cudl o cudles de las siguientes afirmaciones
si x>

son ciertas, razonando la respuesta.
a) f es derivable en X = 1, pues las derivadas laterales se anulan en dicho punto.

b) f ni es continua en X = 1 ni derivable en dicho punto (selectividad Septiembre 1994)

¢Cuantos puntos hay en la funcion f(x) = |x2 + 6X + 8| gue no tengan derivada? Justifica la
respuesta. (Selectividad Junio 1995)
Determina la ecuacidn de la recta tangente a la grafica de la funcién y = 5x> + 3x — 2 en el punto X =
5.

El perfil de una cierta montafia tiene la forma de una parabola: y = 0°03x — 0°002x?, donde X e y se
miden en km. Escribe la ecuacion de la recta tangente paraXx=0,X=1,X=2, X =3 km.

Al caer un cuerpo en el vacio la distancia d (en metros), recorrida a los t segundos viene dada
aproximadamente por la expresion: d = 5t2. (La expresion es d = (1/2)gt?, donde g es la aceleracién
de la gravedad terrestre, aproximadamente de 9’8):

a) ¢A qué velocidad llegard al suelo una persona que en un incendio se lance a la lona de los
bomberos y tarde 8 segundos en llegar a ella?

b) ¢A qué velocidad llegard si se lanza desde una altura de 20 metros?

Un vehiculo espacial despega de un planeta con una trayectoria dada por: y = 30X — 0°5x*> (X e y en
km). La direccion del vehiculo nos la proporciona la recta tangente en cada punto. Determina la
direccion del vehiculo cuando esta a 4 km de distancia sobre el horizonte.

Un determinado gas ocupa un volumen de 3 m3 a una presion de 3 Newtons por m2. Segun la ley de
Boyle a cada presion ejercida sobre el gas corresponde un volumen dado por V = 10/P. {Cual es la
tasa de variacidn instantanea del volumen cuando la presién es de 9 Newtons por m?. ¢Y cuando es
de 18 Newtons por m?? ¢Es la mitad?

Calcula las rectas tangentes de las graficas de las funciones siguientes en los puntos indicados:

a) y=x3+5enx=2.
b) y=3x>+7x-2enx=1.
c) y=2x*-5x+4enx=0.

Determina las coordenadas de los puntos de la grafica y = x3 — 3x + 2 en los que su tangente sea
paralela: a) alarectay=0; b) alarectay=2x.

Determina la recta tangente de la grafica de la funcién y = {4x> enx=0.

Determina las rectas tangentes a la funcion f(x) = 4x> — 12x en los puntos en los que la pendiente es
12. ¢ Cual es el menor valor que puede tener la pendiente a esta curva? ¢En qué puntos se alcanza?
Determina los coeficientes a, by ¢ de la funcién f(x) = ax’ + bx + ¢, que pasa por el punto A(1, 2) y es
tangente a la recta y = X en el punto O(0, 0).
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Derivadas

15. Determina los coeficientes a, b y ¢ para que las funciones f(x) = x> + bx + c y g(x) = ax — x* tengan la
misma recta tangente en el punto A(1, 0).

16. Determina el coeficiente a, para que la funcion f(x) = X* + a, sea tangente alarectay = X.

Calculo de derivadas
Si ya sabes derivar, puedes no hacer estos ejercicios.

17. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a)y=3x2+5x-7 b)y=5x>—4x>+3x+2
C)y=6x>—4x+7 d)y =9x” — 4x°® — 2x3
18. Calcula:
a) D(3x% + 6x* — 9x) b) D(7x° — 5X2 + 3x + 2X°)
c) D(5X° — 4x* + 3x%%) d) %’(n3 — 8x6 — 9x%)
X

19. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
a) y = 5x% + 4x — 3/x b)y=7x3-5x%+4.x

6+/x g v VX3
- 2

x+2)- (x> -3x+1) ) x> -3

c)y= (
20. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

(x—3)-(2x—4) (2x2 +5)-(7x—3)

2y = X+5 oY= 5x—8
e (2x+3x)- (4x* = 5) gy Scr2) (4x-6)
= 6X+7 2(x+5)-(6x+3)

21. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
aA)y=0C+5)-(8x=7);  b)y=(9%—-3) - (7x*+6); <)

22. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

X — 372 24/x°
a) y=2"=, b) y=/X=2:(6X’=3x); ¢y =Tx; d) y=
X+2 8x" —4x 3x+4

23. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a)y=(x*-5x%° b)y = (2x* = 7x°)’

c) y:y/(2x7—6x5)3 d) y:5\1(3x4+6x9)7
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Derivadas

24. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

3[cy3 2
a)y=V2x*+3 - (4% + 6x)° X TXT 2

b) v =
ry 3Xx+4

3 2
c)y=(7x3+3)> - (4x> — 8x®) d)y ZM
(9x4 —3x3)z

25. Utiliza derivacion logaritmica para calcular las derivadas de las funciones siguientes:

a)y=(5x)" b) y = (3x+6)** >
5 3\5 3 4_ >
c)y=e® "% d) yz\/(5X+1)(3X o]
26. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
a) y= eX5+7X3 b) y - (e3X3—5X2)7

3 5_ 248
o) y = 4+ 80 e e(Sx 3x)2

27. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a)y=In((5 — 3) (3x+ 1)) b) y =Iny/[2x° + 5]
O y=ny 2= d) y = In3/(3x* - 5x°f

2x-3
28. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
a) f(x)=5cL(x)2 f (x) = sen (5sh*3x)
1+3sen(x”)
b) f(x) =ch(3sh(2x)) f(x)=th(5x+7x%)
29. Recuerda la definicidn de cosecante: cosec(x) = ! . Demuestra que: (cosec(X))’ = — _cos( X)
sen(x) sen > (x)
30. Recuerda la definicidn de secante: sec(x) = . Demuestra que: (sec( x))'= sen (x)
cos(X) cos *(X)
31. Recuerda la definicidn de cotangente: cotg(x) = ; Demuestra que: (cotg(x))’ = — _
tg(X) sen *(x)
32. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
a)y = 7sen(x’ — 7x%) b) y = 5sen’(4x* — 5x°)
c) y = sen®(x) - cos*(x) d) y= 3\/ serf(3x4 +5x7)
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ﬂ Derivadas

33. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
5+3e*
a) f(x)=sen 3X b) f(x)=(2x-3x*)ch(5x —7x?)
5-3e
n6 — shx —3xchx
4 + 3cos X chx + 3xshx
34. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
2-7x2
a) y = +/In(arccos5x) b) f(x)=arcsen >
2+7X
c) f (x) = 5arccos Ssenx+5 d) f(x)=arcsen Scos X
5 —3senx 3senx + 2 cos X
35. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
a)y = arcsen (7e2*7?%) b) y=ln(\/5arcsen(3x+2))
c) y =arctg (In V/4x-5) d) y = arcsen(3tg(5sen(4x —2)))
36. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
/ 2senx
a) y = arCtg 7 + 2S€ b) y — earcsen 2X-5
7 —2senx
6x—1 7X
c) y=cos(3arcsen——) d) y =arcsen——)
V7 -2x° 9—2x*
37. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
a)y = log(x’ — 5x°)° b) y = logx(8x* — 3x°)*
3x8 —7x? /
c)y=In £—7i d) y=ln4 (3X3+5X9)7
2x—-1
38. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
a)y = cos(e® + In(4x%)) b) y = 7cotg®(5%° — 3x?)
c) y = sen(cos*(tg(7x5 — 3x%)%)) d)y= Vch (sh(3x +2))*
39. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
a)y= arg 5X2+2 b) y= 1n(argth(5X—3))
c) y =argch(e™®) d) y = argsh(argth(2x +1))
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Derivadas

Aplicaciones de la derivada

40. Calcula lim

41.

42,

43,

44,

Calcula

Calcula

Calcula

Si f’(x) = X(3 — x), écual de las siguientes graficas podria ser la de f(x)?

"

In(cos(3x))
x—=0 In(cos(2X))

lim«/4+ X — 4-X

x—0 4x

. arctanx—x
lim———
x—0 X

1-2x—e*+sen(3x)
2

lim
X—0 X

45.
46.
47.

48.

49,

50.

51.
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(Junio 03. Opcidn A Selectividad 2003)

(Junio 03. Opcidn A Selectividad 2003)

(curso 13/14. Opcién A Selectividad)

(Junio 14. Opcién A Selectividad)

[] 1 2 3 4\5
-1

Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) = 1/(x — 2)2.

Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) = (X + 3)/(x — 4).

Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) = 2x3 — 3x% + 5. Calcula sus maximos

y minimos y haz un esbozo de su grafica.

Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) = 2x% — 3x* + 3. Calcula sus maximos

y minimos. Haz un esbozo de su grafica.

Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) = x> — 6x. Calcula sus maximos vy

minimos. Haz un esbozo de su grafica.

Calcula los méaximos y minimos relativos y absolutos de la funcién f(x) = 4x> — 6x> + 72X en el

intervalo [-5, 3] y en el intervalo [1, 5].

Determina los maximos y minimos, absolutos y relativos, de la funcion f(x) = |x + 4] en el intervalo

[—4, 4].
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Derivadas

Problemas

52. El espacio recorrido, en metros, por un vehiculo a los t segundos de pasar por un control de radar,
viene dado por: y = 8t + 0’3t2. ¢ Qué velocidad llevaba al pasar por el control? ¢Y a los 3 segundos? Si
continua asi, éen qué momento pasara de los 120 km/h?

53. Sabiendo que la aceleracién es la derivada de la funcidon velocidad, calcula la aceleracion del
vehiculo del ejercicio anterior a los t = 1 segundos, y a los t = 6 segundos. ¢Como es la aceleracién?
¢Es constante o variable?

54. La distancia, d, en metros, recorrida por un objeto en caida libre en la Tierra a
los t segundos, viene dada aproximadamente por d = 5t2. Si se cae un tornillo
desde la primera plataforma de la Torre Eiffel, (que estd a 57 m de altura), éa
gué velocidad llegaria al suelo? ¢Y si cayera desde la segunda plataforma (que
estd a 115m)? ¢Y desde la tercera plataforma (que estd a 274 m)?

55. Se ha lanzado desde la superficie de la Luna una piedra verticalmente hacia .
arriba con una velocidad de 24 m/s, y alcanza una altura h = 24t - 0'8t%. A) Torre Eiffel
Determina la aceleracion de la gravedad en la superficie de la Luna. B) ¢Hasta
qué altura llega la piedra? C) ¢Cuanto tiempo tarda en alcanzar dicha altura? D) ¢Durante cuanto
tiempo permanece la piedra en el aire? E) Se deja caer ahora la piedra por una grieta y tarda 20
segundos en llegar al fondo, équé profundidad tiene la grieta?

56. La distancia, d, en metros, recorrida por un objeto en caida libre en la Luna a los t segundos, viene
dada aproximadamente por d = 0’83t2. ¢ Qué velocidad llevaria un objeto que cayera en caia libre en
la Luna al cabode 15,4 s, 8s, 30 s? En la Luna se estd construyendo una antena de transmisién
sobre una base de hormigdn que puede agrietarse si cayera un tornillo con una velocidad de 20 m/s.
Para garantizar que esto no ocurra, ¢cual debe ser la altura de la antena?

57. La distancia, d, en metros, recorrida por un objeto en caida libre en la superficie de Marte a los t

segundos, viene dada aproximadamente por d = 1'86t%2. ¢{Qué velocidad

llevaria un objeto que cayera en caia libre en Marte al cabode 15,4, 8s, 30

s? Determina la aceleracion de la gravedad en Marte.

58. La distancia, d, en metros, recorrida por un

objeto en caida libre en la superficie de Jupiter a los t

segundos, viene dada aproximadamente por d =

11’44t%. ¢Qué velocidad llevaria un objeto que cayera
en caia libre en Jupiter al cabo de 1s,4 s, 8 s, 30 s? Determina la aceleracion
de la gravedad en Jupiter. Jupiter

59. La funcion e = f(t) indica el espacio recorrido, €, en metros, por un cuerpo en
el tiempo t (en segundos). Determina en cada caso la funcidon velocidad y la funcidn aceleracién:

e=t?—4t+3 e=2-5t*+4t-3 e=—t’+4t+3 e=(3t—4)°

60. Un depdsito cilindrico de 10 metros de didmetro se llena de agua a 0’3 m® por minuto. ¢A qué
velocidad varia la altura de agua a los 2 minutos? ¢Y a los 5 minutos?

61. Queremos construir cajas usando cartulinas rectangulares de 20 cm por 25 cm. Para ello se corta

en cada esquina un cuadrado de lado X, y se dobla. {Qué valor debe tener el

lado del cuadrado, X, recortado para que las cajas contengan un volumen

maximo? Ayuda: Tendras que escribir el volumen de las cajas en funcién de X.

62. Unos barriles para almacenar aceite son cilindricos y tienen una capacidad
de 200 litros. Si se desea construirlos de forma que su superficie lateral sea
minima, ¢cuanto debe medir su altura y el radio de su base?

Marte
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Derivadas

AUTOEVALUACION
1. La funcion { —2bx =1 o5 continua y derivable en toda la recta real si:
3x“+d x>1
a)b=-6,d=3 b)b=3,d=-1 c)b=6,d=-3 db=-3,d=2
2. Con los valores de b y d del apartado anterior verifica la funcion {3)(_2brd xsi las condiciones del
>
teorema de Rolle en el intervalo [—1, 1], por lo que se anula la derivada en el punto de abscisa:
a)x=-1, b)x=0 c)x=1 d)x=2

—bx x<l1 .. . .
32 1d | las condiciones del teorema del valor medio en el intervalo
X~ + X >

[0, 3] en el punto de abscisa:

3. Verifica la funciéon {

a) x=-3/8, b)x=17/6 c)x=10/3 d)x=5/3
4. En cudl de los limites siguientes no se puede aplicar la regla de L'Hopital:
. Senx 2_ . cosX—1 . COSX
a) Iim == b) 1im X=X o) lim S X =2 d) 1im
x—>0 X X—> 5x2+2 X—=0 X x—>0 X
5. La ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion y = tanx* —2x> en x = 0 es:
a)y=x b)y=x+8 c)y=0 dy=2+x
6. La funciony = 3senx —7x*+3x>—x+5en x=0es:
a) concava b) tiene un punto de inflexidon de tangente horizontal
c) convexa d) tiene un punto de inflexién de tangente oblicua
7. La funciony =3senx —7x*+ 3x>—x+5en x=0es:
a) creciente b) decreciente c) alcanza un minimo d) alcanza un maximo
8. Si la derivada de una cierta funcion es: Yy’ = (X — 4)(X + 2) entonces los intervalos de crecimiento y

decrecimiento de dicha funcién son:
a) X< =2, decreciente; —2 < X < 4, decreciente; X > 4, creciente
b) X < —2, decreciente; —2 < X < 4, creciente; X > 4, decreciente
C) X< —2, creciente; —2 < X < 4, creciente; X > 4, decreciente
d) X < =2, creciente; —2 < X < 4, decreciente; X > 4, creciente
9. La funcién y = 3x? — 2x3 tiene un punto de inflexidn en:
a)x=1/2 b)x=-1/2 c)x=1 d)x=0

10. Si la derivada de una cierta funcion es: y’ = 3(X — 4)X entonces su grafica puede ser:

a)

b)
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Derivadas

PROBLEMAS DE SELECTIVIDAD.

1. Larampa de un tobogén, de esos que descienden los nifios en los parques infantiles, esta fabricado
empalmando dos tramos, dos piezas metalicas. ¢Qué precaucion hay que tomar al empalmar las
dos piezas para que el descenso no ofrezca dificultad a los nifios?

Se sabe que un tal tobogan tiene un tramo recto en su parte alta y un segundo tramo curvo. El tramo
recto es el segmento AB, donde A(-3, 4) y B(0, 1). El tramo curvo empieza en B y desciende hasta el
suelo (y = 0) al que llega con tangente horizontal. Si este tramo curvo es una parabolay = ax? + bx +
¢, hallar ésta. (Prueba previa selectividad 1994)

2. Demuéstrese que si f(X) es una funcidn derivable en un punto X = a, entonces también es derivable
en a la funcién F(x) = f(x)?, y su derivada es F’(a) = 2f(a)-f'(a). (Se pide una demostracién directa, no
debera recurrirse a resultados similares, como la derivada de un producto) (Prueba previa selectividad 1994)

3. Se sabe quey = f(x) e y = g(X) son dos curvas crecientes en X = a. Analicese si la curva y = f(x) — g(x)
ha de ser entonces creciente en X = a. (Si la respuesta es afirmativa, justifiquese; en caso contrario,
dese un contraejemplo que lo confirme). (Selectividad Junio 1994)

4. Defina derivada de una funcién f en un punto a. Aplicando la definicién de derivada, demostrar que
si f es derivable y periddica, de periodo T, entonces su derivada f” también es periédica de periodo
T. (Selectividad Junio 1994)

5. En la figura se representa una escalera AB, cuyo extremo inferior A
recorre el suelo (recta OA) y cuyo extremo superior B recorre una pared
vertical (recta OB). La longitud de |la escalera es AB = 1. El punto A se aleja
de O con velocidad constante C. Se pide:

a) Sin hacer ningun cdlculo, indicar cudnto vale la velocidad de B en el
momento en el que OA = OB.

b) Hallar la velocidad v del punto B en funciéon de la distancia x (OA)

c) La velocidad con la que B llega al punto O.

(Prueba previa selectividad 1995)
6. Dibujese la grafica de una funcién de ‘R en ‘R, que cumpla las siguientes condiciones:
f(0)=0
f’(Xx)>0 para -1<x<0
f’(Xx)>0 para 0<x<¥%
Sefdlense otras propiedades de la curva que se dibuje. (Prueba previa selectividad 1995)

7. Dos lineas férreas se cortan perpendicularmente. Por cada linea avanza una locomotora (de
longitud despreciable) dirigiéndose ambas al punto de corte; sus velocidades son 60 km/h y 120
km/h y han salido simultaneamente de estaciones situadas, respectivamente a 40 y 30 km del punto
de corte.

a) Hallar la distancia a la que se encuentran las locomotoras, en funcion del tiempo que pasa desde
gue inician su recorrido.

b) Hallar el valor minimo de dicha distancia. (Selectividad Junio 1995)

2
8. Hallar los maximos y los minimos de la funcién y =e* . (Selectividad Septiembre 1995)
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Derivadas

9. La aceleracién de un movil que describe una trayectoria rectilinea es (formulada en funcién del

tiempot) a(t)=4- % Se sabe que parat =0 el movil estad parado en la posicion x =5

a) ¢Para qué valores de t es 0 la velocidad del mévil?

b) Hallar la variacion de la velocidad en el intervalo de tiempo [4, 8] y el espacio recorrido en ese
intervalo

c) Hallar la funcién de posicién de este movil. (Selectividad Septiembre 1995)

3 - ix>0
10. Sea f(x) la funcién definida por las expresiones f(x) = { senx-cosx  Six=

mx +n six<0
a) Calcular n para que f(X) sea continua en el punto x = 0.
b) Calcular my n para que f(x) sea derivable en el punto x = 0. Prueba previa Selectividad 1996

11. Se considera una caja sin tapadera (consta de cuatro caras laterales y el fondo). Sabiendo que el
. . . 2

fondo es un cuadrado y conociendo que el area total (de las cinco caras) es de 12 cm?, hallar sus

dimensiones para que tenga la mayor capacidad posible. Prueba previa Selectividad 1996

12. Se considera una ventana como la que se indica en la figura (La parte inferior es
rectangular, la superior una semicircunferencia). El perimetro de la ventana mide 6
m. Hallar las dimensiones X e y para que la superficie de la ventana sea maxima.

(Expresar los resultados en funcién de n)
Selectividad Septiembre 1996

13. La gréfica de la figura corresponde a la primera derivada de una funcién f(x). ¢éQué

puede decirse sobre los posibles maximos y minimos relativos de la funcién f(x)? Razonar la
respuesta.

Selectividad Septiembre 1996

-1 0 1 2 3\

14. Estudiar la derivabilidad de la funcion f(x) = | X>—5X+6 ‘ .

Prueba previa selectividad 1997

15. Sea la funciéon f(X)=—. Estudiar el dominio, las asintotas, los posibles puntos de maximo y
X

minimo y hacer un dibujo aproximado de la grafica de la funcién. Prueba previa selectividad 1997.
16. Sea la funcién f(x) = (x — 1)e*. Representar la grafica de la funcién f(x) indicando monotonia,
extremos, puntos de inflexiéon y ramas asintdticas. Prueba previa Selectividad 1998
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Derivadas

17. Sea f: R — R una funcion derivable en R; sean a y b dos raices de la derivada f'(x) tales que entre
ellas no hay ninguna otra raiz de f'(x). Razonar debidamente si puede ocurrir cada una de las
siguientes posibilidades:

1.- Entre a y b no existe ninguna raiz de f(x)

2.- Entre ay b existe una sola raiz de f(x)

3.- Entre ay b existen dos o mas raices de f(x). Selectividad Junio 1997
18. Sea la funcion f(x) = x |x—1] se pide:

a) Hacer un dibujo aproximado de la funcién.

b) Estudiar la derivabilidad de la funcién en x = 1. Selectividad Septiembre 1997
19. Calcular la base y la altura del tridangulo isosceles de drea maxima que puede inscribirse en una
circunferencia de 12 cm de diametro. Prueba pB{t) Seectividad 1998
|
A 8543 km B
A(t)

20. Dos avionetas se encuentran situadas a las 9 de la mafiana a
una distancia de 543 kildémetros, en las posiciones que se
indican en la figura. La avioneta A se mueve hacia el sur a una
velocidad de 270 km/h, mientras que la avioneta B se dirige
hacia el oeste (en direccién a A), a 300 km/h.

a) (1 punto) Escribir las funciones que indican las posiciones de
Ay B en cada instante, asi como la distancia entre ambas.

b) (1 punto) ¢A qué hora sera minima dicha distancia) Selectividad Junio 1999

21. Se considera un triangulo isésceles cuya base (el lado desigual) mide 10 cm y cuya altura mide 6 cm.
En él se inscribe un rectdngulo, cuya base estd situada sobre la base del triangulo.

a) Expresar al drea A de dicho rectangulo en funcion de la longitud X de su base.
b) Escribir el dominio de la funcién A(X) y dibujar su gréfica.
c) Hallar el valor maximo de dicha funcion. Selectividad Septiembre 1999

22. Se desea construir una caja cerrada de base cuadrada cuya capacidad sea 8 dm>. Averiguar las

dimensiones de la caja para que la superficie exterior sea minima. Selectividad Septiembre 1999
23. Sea
senx .
—+2 si x#0
f(x) = X
k si x=0

a) ¢Hay algun valor de k para el cual f(x) sea continua en X = 0?
b) ¢Hay algun valor de k para el cual f(x) sea derivable en x = 0?
c) Determinar sus asintotas. Prueba previa de selectividad 2000

24. Dados tres numeros cualesquiera r, > y 3, hallar el niUmero real X que minimiza la funcién

D(X) = (rl - X)2 + (rz - X)2 + (r3 - X)2 Selectividad Septiembre 2000
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Derivadas

25. Sea f(x) = ax® + bx* + cx + d un polinomio que cumple f(1) = 0, f'(0) = 2, y tiene dos extremos relativos
parax=1yX=2.

a) Determinara, b,cyd
b) éSon maximos o minimos los extremos relativos? Selectividad Junio 2000

26. a) Si es posible, dibujar de forma clara la grafica de una funcién continua en el intervalo [0, 4] que
tenga al menos un maximo relativo en el punto (2, 3) y un minimo relativo en el punto (3, 4)

b) Si la funcién fuese polinédmica, écudl ha de ser como minimo su grado? Selectividad Junio 2000
27. Sea la funcién f(x) = 2x + senx

a) Determinar si tiene asintotas de algun tipo.

b) Estudiar su monotonia y la existencia de extremos relativos Selectividad Septiembre 2000
28. Sea la funcion f(x) = x* — 4x + X* + 6X

a) Determinar los puntos de corte de su grafica con los ejes y los intervalos de crecimiento y
decrecimiento.

b) Esbozar la gréfica de la funcién Selectividad Septiembre 2000

29. Sea la funcidn real de variable real definida por

— 3 2
2= (2 jx) s oxr=l

x s ox=l
a) Razonar si la funcion es continua en toda la recta real.
b) Razonar sif es derivable en toda la recta real. Selectividad: Junio 01. Opcion B
30. a) Determinar los extremos relativos de la funcion f(x) = x? - 4x + 2. Dibujar su grafica.

b) Hallar las ecuaciones de las dos rectas tangentes a la grafica de f que pasan por el punto P(3,- 5). selectividad: Junio 01.
31. Sea P(x) un polinomio de grado 4 tal que:

i) P(X) es una funcion par.
ii) Dos de sus raices son X = 1, X = /5
iii) P©)=5
Se pide:
a) Hallar sus puntos de inflexion.
b) Dibujar Su gréfica. Selectividad: Septiembre 01. Opcion B
1

X% +3

32. Se considera la funcion real de variable real definida por: f (x) =

a) Hallar la ecuacidn cartesiana de la recta tangente en el punto de inflexién de abscisa positiva de
la gréfica de f. Selectividad: Junio 02. Opci6n A
33. Se considera la funcidn real de variable real definida por:

Ux-2 si x=2
X(x=2) si x<2

fO) =

a) Estudiar su continuidad y su derivabilidad

b) Hallar la ecuacion cartesiana de la recta tangente a la grafica de f en el punto (3,1)
Selectividad: Septiembre 02. Opcién A
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Derivadas

34. Sea f(x) una funcidn real de variable real, derivable y con derivada continua en todos sus puntos y
tal que: f(0) = 1; f(1) = 2; f '(0) = 3; f '(1) = 4. Se pide:

a) Calcular g'(0), siendo g(x) = f(x+f(0))

2 f—
b) Calcular limz(f(x)) f(X+1)'
X—0 eX 1

Selectividad: Septiembre 02. Opcion B

35. Determinar los valores de las constantes A, B, C y D para los cuales la grafica de la funcion real de
variable real f(x) = A senx + B X* + C X + D tiene tangente horizontal en el punto (0, 4) y ademas su
derivada segunda es f"'(x) = 3 senx -10. Selectividad: Curso 02/03. Modelo opcién A

36. Se considera la funcidn real de variable real definida por:

f(x)=3/x+1-3/x.Se pide:

a) Hallar sus maximos y minimos relativos y sus asintotas
b) Hallar los puntos donde la grafica de f tiene tangente horizontal

C) Representar gréfica mente la funcién Selectividad: Curso 02/03. Modelo opcién B
A -B’
Nota: Para obtener las asintotas puede utilizarse la igualdad: A—B = — =
A"+ AB+B
37. a) Dibujar la gréfica de la funcién g(x) = e* - x
b) Calcular el dominio de definicion de f(x) = ——— Y sucomportamiento cuando X tiendea oy

cuando tiende a -oo.

c) Determinar (si existen) los maximos y minimos absolutos de f(X) en su dominio de definicidn. selectividad: )
38. Dada la funcién f(x) = 1 - X%, se pide:

a) Halla la ecuacidén de la recta tangente a la grafica de f en el punto P(a, f(a)), donde 0<a<1.

b) Halla los puntos Ay B en la que la recta hallada en el apartado a) corta a los ejes vertical y
horizontal respectivamente.

c) Determina el valor de a €(0, 1) para el cual la distancia entre el punto Ay el punto P(a, f(a)) es el

doble de la distancia entre el punto By el punto P(a, f(a)) Selectividad: Junio 04. Opcién B
» 2x+1
39. Sea la funcion f(X)=———
(X" +x+1)

a) Halla sus maximos y minimos relativos y sus asintotas.
b) Dibuja la grafica de la funcidn utilizando la informacién obtenida en el apartado anterior,
teniendo en cuenta, ademas que f tiene exactamente tres puntos de inflexidn cuyas abscisas son

—1-4/3 -1

Xy = XH = X2 = ﬂ, respectivamente. Selectividad: Septiembre 04. Opcién B
1 2 > 2 2 > 3 2

40. Se considera la funcién f(x) = In (1 + x?), donde In significa Logaritmo Neperiano.

a) Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los intervalos de concavidad y
convexidad.
b) Dibuja la grafica de f.

¢) Calcula las ecuaciones de las rectas tangentes a la gréafica de f en sus puntos de inflexién.
Selectividad: Curso 04/05. Modelo opcién B
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Derivadas

41. Dada la funcién f(x) = l se pide:
X

a) Halla la ecuacion de la recta tangente a su grafica en el punto (a, f(a)).

b) Halla los puntos de corte de la recta tangente del apartado a) con los ejes de coordenadas.

c) Halla el valor de a > 0 que hace que la distancia entre los dos puntos hallados en el apartado b)
sea minima. Selectividad: Septiembre 05. Opcién A

. ., € .,
42. Se considera la funcion f(x) = ——— - Calcula los extremos locales y globales de la funcién f(x).

X
e’)
Selectividad: Septiembre 05. Opcién B

X
43. Dada la funcién: f(x) = W Halla sus maximos y minimos locales y/o globales. Selectividad:
+ X

44, a) Halla el punto P en el que se cortan las graficas de las funciones:
f(x) = 2 gix) = +vVx2 =3
X

b) Halla las ecuaciones de las rectas tangentes en el punto P a cada una de las curvas anteriores y
demuestra que son perpendiculares. Selectividad: Curso 05/06. Modelo. Opcién B

- ., 2X .. s -
45. Dibuja la grafica de la funcion f(x) = —1 indicando su dominio, intervalos de crecimiento y
X+

decrecimiento y asintotas. Selectividad: Junio 06. Opcién A

46. Estudia y representa graficamente la funcion f(x) = Selectividad: Junio 06. Opcién B

_ 1
(x—2)*
47. a) Calcular los valores de a y b para que la funcién:
3X+2 Six<0
f(X) = x> +2acosx siO<x<n
ax’+b  six>n

sea continua para todo valor de X.

c) Estudia la derivabilidad de f(x) para los valores de a y b obtenidos en el apartado anterior.

Selectividad: Septiembre 06. Opcion A

48. Dada la funcién f(x) = xe®, se pide dibujar su grafica indicando su dominio, asintotas, intervalos de
crecimiento y decrecimiento, maximos y minimos relativos, intervalos de concavidad y convexidad y
puntos de inflexion. Selectividad: Septiembre 06. Opcion B

49. Dibuja la gréfica de la funcidn f(x) = 2|—| indicando su dominio, intervalos de crecimiento y

decrecimiento y asintotas. Selectividad: Junio 07. Opcién B
. . . . - . 3 +X+3
50. Halla los maximos y minimos relativos y los puntos de inflexién de la funcién: f(x) = —
X" +1

Selectividad Septiembre 07. Opcion A

Matematicas II. 22 de Bachillerato de Ciencias. Capitulo 8: Derivadas Autora: Maria Molero Aparicio
LibrosMareaVerde.tk Revisores: Leticia Gonzalez Pascual Alvaro Valdés Menéndez

www.apuntesmareaverde.org.es Ilustraciones: Banco de Imagenes de INTEF




Derivadas

51.

52.

53.

54,

95.

56.

57.

Sea g(X) una funcidén continua y derivable para todo valor real de X, de la que se conoce la siguiente
informacién:

i) g’(x) > 0 para todo X € (- =, 0) U (2, +°°), mientras que g’(x) < 0 para todo X € (0, 2)
ii) 9”’(x) >0 paratodo x e (1,3)yQg”(x) <0 paratodo X € (- o=, 1) U (3, +o).

i) g(-1) =0, 9(0) = 2, 9(2) = 1.

iv) lim g(x)=-o y lim g(x)=3.

Teniendo en cuenta estos datos se pide:

a) Analiza razonadamente la posible existencia o no existencia de asintotas verticales, horizontales
u oblicuas.
b) Dibuja de manera esquematica la grafica de la funcién g(x). Selectividad: Septiembre 07. Opcién B

. . X
Se considera la funcidn f(x) = —.
(S

a) Halla sus asintotas y sus extremos locales.
b) Calcula los puntos de inflexion de f(x) y dibuja la grafica de f(x). Selectividad: Curso 07/08. Modelo. Opcién A

Se considera la funcion

ax’+b si |x<2

f(x) = 1 . Se pide:
— si |x=2
X
Calcula ay b para que f sea continua y derivable en todo R. Selectividad: Curso 07/08. Modelo. Opcién B

Obtén los maximos y minimos relativos y los puntos de inflexion de la funcion:
f(x) = x (In(x))?, siendo In(x) el logaritmo neperiano de x. Selectividad: Junio 08. Opcién A
Dada la funcién f(x) = e*(x* + 1). Se pide:

Dibuja la grafica de f, estudiando el crecimiento, decrecimiento, puntos de inflexion y asintotas.

Selectividad: Septiembre 08. Opcion A

Sea:

X2

. 3
1-— Si X< =
f(x) = 2

T d—(x=2)?) six>>
12(l (x-2)7) SIXZZ

a) Estudia la continuidad y derivabilidad de f(x).

b) Halla los maximos y minimos locales de f(x).

C) Dibuja la gréfica de f(X) Selectividad: Curso 08/09. Modelo. Opcién A
Si la derivada de la funcién f(x) es: ¥(x) = (x — 1)*(x — 5), obtén:

a) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.

b) Los valores de X en los cuales f tiene maximos relativos, minimos relativos, o puntos de inflexién.

c) La funcidn f sabiendo que f(0) = 0. Selectividad: Junio 09. Opcién B
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Derivadas

58. Dada la funcion:

w si l+ax>0 y x#0 .
F(x) = X1 se pide:
—— six=0
2

a) Halla los valores de los pardmetros a y b para los cuales la funcion f es continua en X = 0.

b) Para a =b =1, estudia si la funcion f es derivable en x = 0 aplicando la definicion de derivada.
Selectividad: Septiembre 09. Opcién A

X

oy halla el punto o los puntos de la grafica de f(x) en los que la

59. a) Dada la funcién £ (x)=
1

pendiente de la recta tangente sea 1.
b) Halla la ecuacion de la recta tangente a la gréfica de f(x) en el punto x = 0.
c) Sea g una funcién derivable con derivada continua en toda la recta real, y tal que g(0) =0, g(2) = 2.

Demuestra que existe al menos un punto ¢ en el intervalo (0, 2) tal que g’(c) = 1.

Selectividad: Septiembre 09. Opcién B
60. Dada la funcién: f(x) = X* - X

a) Halla la ecuacidén de la recta tangente a la grafica en el punto (-1, f(-1))
b) Determina los puntos de interseccidon de la recta hallada en el apartado anterior con la grafica
de f Selectividad: Curso 09/10. Modelo. Opcién B
61. Dada la funcién f(x) = e* + a e™, siendo a un nimero real, estudia los siguientes apartados en funcién
de a:

a) Halla los extremos relativos y los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.

b) Estudia para qué valor, o valores, de a la funcién tiene alguna asintota horizontal.
Selectividad: Curso 09/10. Modelo. Opcién A
x> +2

. Se pide:
X +1 P

62. Dada la funcién f(x)=

a) Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion f(x).
b) Halla los puntos de inflexién de la grafica de f(x).

c) Halla las asintotas y dibuja la grafica de f(x). Selectividad: Junio 10. FG. Opcién A
J?mx
2)(

X+k si x<0

63. Dada la funcién f(x)= si x>0 (In significa logaritmo neperiano de x), se pide:
a) Determina el valor de k para que la funcién sea continua en R.
b) Halla los puntos de corte con los ejes de coordenadas.

c) Obtén la ecuacién de la recta tangente a la grafica de la funcién en el punto de abscisa x = 1.

Selectividad: Junio 10. FG. Opcion B
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Derivadas

64. Dada la funcién: f(x) = In (x* + 4x -3), donde In significa logaritmo neperiano de X, se pide:
a) Determina el dominio de definicidn de f(x) y las asintotas verticales de su grafica.
b) Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x). Selectividad: Junio 10. FE. Opcién A

65. Los puntos P (1,2, 1), Q(2,1,1) y A(a, 0, 0) con a > 3, determinan un plano T que corta a los
semiejes positivos de OY y OZ en los puntos B y C respectivamente. Calcula el valor de a para que

el tetraedro determinado por los puntos A, B, C y el origen de coordenadas tenga volumen minimo.
Selectividad: Septiembre 10. FG. Opcién B

2
66. Dada la funcion f(x):@, se pide
X+

a) Estudia y obtén las asintotas.
b) Estudia los intervalos de concavidad y convexidad.

c) Representa graficamente la funcion. Selectividad: Septiembre 10. FE. Opcién B

67. Dada la funcién f(x):Lll)z, se pide:
+

Obtén, si existen, los maximos y minimos relativos y las asintotas de f.

Selectividad: Curso 10/11. Modelo. Opcién A

68. Halla los valores minimo y maximo absolutos de la funcién f(x)=+/12-3%>
Selectividad: Junio 11.1. Opcién A

69. Demuestra que la ecuacién 4x° + 3x + m = 0 sdlo tiene una raiz real cualquiera que sea el nimero m.
Justifica la respuestas indicando qué teoremas usas. Selectividad: Junio 11.1. Opcién A

4
70. Dada la funcion f(x)= ax_3+1' se pide:
X

a) Determina el valor de a para el que la funcién posee un minimo relativo en x = 1. Para ese valor de a,
obtén los otros puntos en que f tiene un extremo relativo.

b) Obtén las asintotas de la grafica de y = f(x) paraa =1.

c) Esboza la gréfica de la funcién paraa = 1. Selectividad: Junio 11.1. Opcién B
2

71. Dada la funcién f(x)= 2X+—);7, se pide:
X+

a) Halla las asintotas de la grafica de la funcién y = f(x)

b) Halla los intervalos donde f crece y aquellos en que f decrece. Determina todos los maximos vy
minimos locales.

c) Esboza la grafica de y = f(x) a partir de los resultados obtenidos en los apartados anteriores.

Selectividad: Junio 11.2. Opcién A

72. Hallar el dominio de definicidn de la funcién f(x) =.v/X* —=9x+14 . Hallar el conjunto de puntos en los
que la funcién f tiene derivada Selectividad: Septiembre 11. Opcién A
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Derivadas

73. Dado el polinomio P(x) = x*> + ax’ + bx + ¢, obtener los valores de a, b y ¢ de modo que se verifiquen
las condiciones siguientes:

e El polinomio P(X) tenga extremos relativos en los puntos de abscisas X =—1/3, x =—1.
e Llarecta tangente a la grafica de P(x) en el punto (0, P(0)) seay =X + 3.
Selectividad: Curso 11/12. Modelo. Opcién A
74. Hallar a; b; ¢ de modo que la funcién f(x) = x> + ax” + bx + c alcance en X = 1 un maximo relativo de
valor 2, y tenga en X = 3 un punto de inflexion. Selectividad: Junio 12. Opcién A
3x+In(x+1)

VXt =3

a) Hallar el dominio de f(x) y lim f(x).

75. Dadas las funciones f(x)= , g(x)=(Inx)*, h(x) = sen(x — X) se pide:

b) Calcular g’(e).

c) Calcular, en el intervalo (0; 2r), las coordenadas de los puntos de corte con el eje de abscisas y las
coordenadas de los extremos relativos de h(x). Selectividad: Junio 12. Opcién B

3X+ A Six<3

, , se pide
—4+10X—X" SIX>3

76. Dada la funcién f(x)= {
a) Halla el valor de A para que f(X) sea continua. ¢Es derivable para ese valor de A?
b) Halla los puntos en los que f'(x) = 0.
c) Halla el maximo absoluto y el minimo absoluto de f(X) en el intervalo [4, 8]
Selectividad: Septiembre 12. Opcion A

77. Dada la funcion f(x)=x’senx, se pide:

a) Determina, justificando tu respuesta, si la ecuacién f(x) = 0 tiene alguna solucion en el intervalo
abierto (1/2, ).

b) Obtén la ecuacion de la recta normal a la grafica de y = f(x) en el punto (T, f(11)).  Selectividad: Septiembre 12. Opcién B

Recuérdese que la recta normal es la recta perpendicular a la recta tangente en dicho punto.

2X2 3%
—— sl x<0
x—1
78. Dadalafuncién f(x)=¢ a si x=0 ;se pide:
1
e si. x>0

a) Determinar el valor de a para que f sea continua en X = 0.
b) Para ese valor de g, estudiar la derivabilidad de fen x = 0.

c) Hallar, si las tiene, las asintotas de la grafica y = f(x). Selectividad: Curso 12/13. Modelo. Opcién A

3

X
79. Dada la funcién f(x) = ————, se pide:
(x-2)

a) Halla las asintotas de su gréfica.

b) Halla la ecuacion de la recta tangente a la gréfica de f(x) en el punto de abscisa x =2

Selectividad: Junio 13. Opcién A

80. Dada la funcién f(x) = 2 cosx se pide:
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Derivadas

a) Determinar los extremos absolutos de f(x) en [;” ﬁ}

2'2
b) Determinar los puntos de inflexién de f(x) en [;ﬁ zJ Selectividad: Junio 13. Opcién B
2'2
- 4 .
81. Dada la funcion f(x)= + , se pide:
X—4 2x+2

a) Halla las asintotas de su gréfica.
b) Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento y calcula sus puntos de inflexién.

C) Esboza la gréfica de la funcién. Selectividad: Septiembre 13. Opcién A
., X .
82. Dada la funcién f(x)= , se pide:
X% +1
Halla la ecuacion de la recta tangente a la grafica de fen x = 0. Selectividad: Septiembre 13. Opcién B

)
83. Dada la funcion f(x)=e*, se pide:

a) Calcula lim f(x), lim f(x) yestudia la existencia de lim f(x).
X—>+00 X—>—00 x—0

b) Esboza la grafica de y = f(x) determinando los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) y sus

asintotas. Septiembre 13. Opcién B
2X*+6 .
—— six<0
84. Dada la funcion f(x)={ *~ , se pide:
-1 .
Six=>0
X+1

a) Estudiar su continuidad.

b) Estudiar la existencia de asintotas de su grafica y, en su caso, calcularlas.

c) Hallar los extremos relativos y esbozar de su gréfica. Selectividad: Curso 13/14. Modelo. Opcién B

85. a) Sea f: R & R una funcidn dos veces derivable. Sabiendo que el punto de abscisa X = -2 es un
punto de inflexion de la grafica de f(x) y que la recta de ecuacidon y = 16X + 16 es tangente a la
grafica de f(x) en dicho punto, determina: f(-2); f(-2) y f"(-2): Selectividad: Junio 14. Opcién A

86. Dada la funcién f(x)=i+ X
X+4

X+1
a) Determina el dominio de fy sus asintotas.
b) Calcula f’(x) y determina los extremos relativos de f(x). Selectividad: Septiembre 14. Opcién A
5senx 1 .
+— si x<0
2X 2

87. Dada la funcion f(x)= a si x=0 ,sepide:

, se pide:

xe* +3 si x>0

a) Hallar, si existe, el valor de a para que f(x) sea continua.
b) Decidir si la funcion es derivable en X = 0 para algun valor de a. Selectividad: Septiembre 14. Opcién B
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