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Resumen

En este capitulo vamos a estudiar los vectores en el espacio de dimension tres, que tienen muchas
aplicaciones tanto en Geometria como en Fisica.

Ya conoces de los vectores en dimensién dos, el médulo de un vector que usabamos para calcular
distancias, y el angulo entre dos vectores, que usabamos para medir angulos. Volveremos a estudiarlos
ahora en dimension tres.

Mediante el producto vectorial, que sélo es posible en dimensidn tres, calcularemos areas, y con el
producto mixto, volimenes.
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Geometria en el espacio - Vectores

1. GEOMETRIA DEL PLANO

A lo largo de los cursos pasados estudiamos la geometria del plano, con los siguientes elementos
fundamentales:

- Punto: Posicién en el plano que, por convenio, definimos como adimensional (no tiene largo,
ancho ni profundidad). Para representarlo algebraicamente utilizamos letras mayusculas, por
ejemplo hablamos de un punto A, y se caracteriza mediante dos valores que denominamos X e
y, representados por el par ordenado: (X, Y). y que llamamos coordenadas del punto.

- Vector (o vector libre): Viene dado por un par de valores llamados componentes (o
coordenadas) del vector que escribimos como (Vi, V2) en general o (Vy, Vy) si estamos en un
sistema cartesiano. Lo caracteriza su mddulo, direccidn y sentido.

- Recta: figura en el plano que Unicamente tiene longitud, no tiene anchura ni profundidad. Se
suele representar con una letra minuscula, habitualmente r, y se define a partir de un punto P

(Xp, YP) Y un vector V =(V,, Vy). Algebraicamente se obtienen diferentes ecuaciones:

0 Vectorial: (X,Y) =(Xp, yp)+k-(vx,vy)

. X=Xp +A-V,
O Parameétricas:

y = yP +}\"Vy
X—X —
o Continua: P _ YT Ye
v, v,

O General oimplicita: Ax+By+C =0

Ejemplo

En la imagen vemos el punto A, de coordenadas (2, 1), el vector V, de componentes (2, —1), y la
recta r, de ecuacion x + 2y = 12.

En este capitulo y los siguientes ampliaremos esos elementos hacia las tres dimensiones, generalizando
los conceptos anteriores y afiadiendo otros nuevos.
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Geometria en el espacio - Vectores

2. VECTORES EN EL ESPACIO

2.1. Definicion

Un vector fijo en el espacio es un segmento orientado que viene determinado por un par de puntos, el
origen Ay el extremo B.

Los elementos de un vector son los siguientes:

- Modulo: Es la longitud del segmento orientado que lo define. El mddulo de un vector serd un
nlimero positivo, a excepcion del vector nulo, que tendrda mddulo cero.

- Direccidn: Es la direccion de la recta que contiene al vector o cualquier recta paralela a ella. Dos
vectores tendran la misma direccidén si estdn situados sobre la misma recta o sobre rectas
paralelas.

- Sentido: Es la forma de recorrer el segmento AB, es decir, de fijar qué punto es el origen y cual
el extremo.

En el conjunto de los vectores libres podemos definir una relacion de equivalencia, diciendo que
pertenecen a la misma clase aquellos vectores fijos de igual mdédulo, direccién y sentido. Todos los
vectores fijos de igual médulo, direccién y sentido forman un mismo

vector libre. =

. . = = A BA B
Dos puntos A y B determinardn dos vectores fijos AB y BA , con el - . -
mismo madulo, la misma direccidn y sentido opuesto. AE

2.2. Operaciones con vectores
Suma de vectores
Dados dos vectores en el espacio U y v, su suma es otro vector U+V.

Para sumar dos vectores graficamente, se toman vectores equivalentes a ellos de manera que el
extremo del primero coincida con el origen del segundo.

Este procedimiento se puede usar para sumar varios vectores. En este caso, se toman vectores
equivalentes tales que el extremo de cada uno coincida con el origen del siguiente. El vector suma tiene
como origen, el origen del primer vector, y como extremo, el extremo del ultimo vector.
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Geometria en el espacio - Vectores

Opuesto de un vector
Dado un vector en el espacio V, su vector opuesto se denota por —V u Op(V) y es otro vector con el
mismo mddulo, la misma direccién pero sentido contrarioa V .

Resta de vectores
Dados dos vectores en el espacio U y v , su diferencia es otro vector U—V.

Restar un vector es lo mismo que sumar el vector opuesto.
T-v=0+(-V)

Producto de un vector por una constante
Dada una constante k y un vector v, su producto es otro vector con la misma direccién, el mismo
sentido si k > 0 o sentido contrario si k < 0, y cuyo mddulo es k veces el médulo del vector v .

Combinacion lineal de vectores

Un vector V es combinacidn lineal del los vectores i ,u,,... ., cuando existen i, ,x,,...,A, R tales

que v =1, -0, +A, -0, +...+A, -U,-

Los vectores i,,d,,..., i, son linealmente independientes cuando ninguno de ellos se puede escribir

como combinacion lineal de los demas.
Ejemplo

+ El vector V es combinacion lineal de los
vectores U,, U, y 0.

Ya que se obtiene como suma de los vectores 4, U, Y d,

2.3. Base de un sistema de vectores

Definicion: -
Se dice que el conjunto de vectores i, ,d,,...,0, forman una base del espacio de dimension n, y se
denota por B = {i,, d,,..., U, } cuando verifican:
- Los vectores i, d,,..., a, son linealmente independientes.
- Cualquier otro vector del espacio V se puede escribir como combinacién lineal de ellos, es decir,
3 A, Ay,..., A, e R talesque v =&, -0, + A, U, +... + A, -0, -
Los nimeros (,, %,,... , ., ) son las componentes del vector V respecto de la base B = {4,,d,,...,--- 0, }

E}

N
,y se escribe v :(kl,kz,...,kn) obienvy = -G, +r, -0, +...+L, -0,-

n n

En el espacio de dimension tres, todas las bases tienen tres elementos: B = {G,, a,, d, } por lo que en el
conjunto de los vectores libres del espacio de dimensién tres cada vector tiene tres componentes:
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Geometria en el espacio - Vectores

2.4. Sistema de referencia

Definicion

Un sistema de referencia en el espacio de dimensidn tres es un par formado por un punto fijo O y una
base B = {u,V,w }.Se escribe R={0, {G,V,w}}

Un sistema de referencia nos permite asociar a cada punto del espacio P un vector OP , llamado vector
de posicion del punto.

Las coordenadas del punto P seran las coordenadas del vector
OP respecto de la base B = {G,V,w }.

El sistema de referencia candnico en el espacio de dimension tres
es aquel cuyo punto fijo es el origen de coordenadas 0(0,0,0)y

cuya base B= {T, ],IZ } esta formada por vectores de modulo 1y
perpendiculares entre si.

Lo representamos por R= {O, {T, 17, k }}

Componentes (o coordenadas) de un vector

Consideramos el sistema de referencia canénico R= {O, {T, T, k }}

-

Dados dos puntos Af(a,,a,,a;) Y B(b,b,,b;) , Sus vectores de posicion son OA:(al,az,a3) y

- —_—
OB =(b,, b,, b, ), entonces las componentes del vector AB son las coordenadas del extremo menos las
coordenadas del origen:

— —> -
AB=0B-OA=(b —a,,b,—a,,b,—a,)

Modulo de un vector

Consideramos el sistema de referencia canénico R= {O, {i , ),k }}
Dado el vector v = (v,, v,, v, ), el mdédulo de V viene dado por la siguiente expresién:

V] =4V, +v," +vy”

resultado de aplicar el teorema de Pitdgoras en tres dimensiones.

Ejemplo
#+ Calcula las componentes y el mdédulo de un vector de origen A(-2,3,7)y extremo
B(2,0,-4).
Las componentes del vector AB son: AB = (2 - (— 2), 0-3,-4- 7): (4, -3,-1 1).
El médulo del vector AB es: ‘ﬁ‘ =42+ (=3) + (=117 =16+ 9+ 121 =~/146 .
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Geometria en el espacio - Vectores

Operaciones con vectores usando componentes

A partir de ahora se supone que se ha fijado el sistema de referencia candnico: R= {O, {T, T, k }}

Suma, resta y opuesto de vectores
Dados dos vectores en el espacio i = (u,, u,, u;) Y V= (v,,Vv,,Vv;):

- Susuma es otro vector U+V cuyas componentes son:

+V = (Up, Uy, U )+ (V5 Vo, vy )= (Up + Vo Uy + Vy, Us + Vy)

<

- El opuesto del vector V es:
Op (V) =-V =—(v,,Vy,V3)=(=V,, = V,, = V3)
- Laresta es otro vector U—V cuyas componentes son:
0 -V =(u;,uy,uy)= (v, vy, Vvs)= (U, — v, uy —Vv,, Uy —vy)
Ejemplo
4+ Dados los vectores G =(1,-3,5), V=(-6,3,0) y W= (7,2, 1) tenemos:

d+v=0,-3,5)+(-6,3,0)=(-5,0,5)

V-w=(-6,3,0)-(7,2,-1)=(-13, 1, 1)

T-V+w=(1,-3,5)-(-6,3,0)+(7,2,-1)= (14, - 4, 4)

Producto de un vector por una constante
Dada una constante k y un vector v = (v,,v,,v,), su producto serd otro vector K-V cuyas

Componentes son:
K-V =k-(v,Vy,vy)=(k-v,,k-vy, - k-v3)

Suma de un punto mas un vector
Estrictamente hablando no se puede sumar un vector a un punto. Lo que hacemos es sumar al vector el
vector de posicién del punto.

Dado un punto A (a,, a,, a;) Y un vector v = (v,, v,, v, ), para sumar el punto Ay el vector V trabajamos

con el vector de posicion del punto Ay el vector V. Lo que obtenemos es otro punto B, cuyo vector de
posicidn es:
OB =OA +7 =(a,, 8y, ay)+ (V. V,, V3 )= (8 +V,, & +V,, 85 +V3)
Ejemplo
+ Dado el punto A(1,2,3)y los vectores G = (-2,5,0)y v = (9, - 7, 3), tenemos:
—30=-3(-2,5,0)=(6,-15,0)
20 -4V =2(-2,5,0)-4(9,-7,3)=(-40,38,-12)
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Geometria en el espacio - Vectores

2.5. Estudio de la dependencia e independencia lineal de vectores mediante
sus componentes

Dados n vectores {v,,v,,...,v, }, se dice que son linealmente independientes cuando ningun vector del
conjunto puede expresarse como combinacion lineal del resto.

Analogamente, se dice que n vectores {v,,v,,...,v, } son linealmente dependientes cuando cualquiera

de ellos puede expresarse como combinacion lineal del resto.
Ejemplos

% Dado el conjunto de vectores V,={u, v, w}, con d=(1,2,3), V=3,0,1)y w=(4,2,4), vemos
facilmente que W=U+V, por lo que V es un conjunto de vectores linealmente dependientes.

+ En el conjunto de vectoresV, ={u, v, w}, coni=(1,2,3), V=(3,0,1)y Ww=(3,-6,-7), no es
evidente que W = -3 + 2V, por lo que debemos buscar otra forma de proceder.

Los n vectores {v,,v,,...,v, } de un conjunto son linealmente independientes cuando al resolver el
sistema homogéneo A, -V, +A, -V, +...+ A, -V, =0 sélo es posible la solucidn trivial:

A=A, =..=L, =0
Teniendo en cuenta lo aprendido en el capitulo 3, podemos concluir que:

e {,,7,,...,v, }son linealmente independientes cuando la matriz que forman sus componentes
tiene de rango n.

e (v, .. v !son linealmente dependientes cuando la matriz que forman sus componentes
1>V2> >V

tiene un rango estrictamente menor que n.

Actividades resueltas
+ Determina si son linealmente independientes o no los vectores de los siguientes conjuntos:
e V,={u,v,w},coni=(,2,3),v=3,0,1)yw=(3,-6,-7).

Planteamos el determinante formado por las componentes de los tres vectores:

1 2 3
30 1 |=0+(=54)+6-0—(—42)+(-6)=-54+6+42+6=0
3 -6 -7

Por lo que el rango de la matriz de las componentes es menor que 3, y los vectores del sistema son
linealmente dependientes.

e v,={a,v,w}coni=(1,2,3),vV=(3,0,1)yw=(22,2).

Planteamos el determinante formado por las componentes de los tres vectores:

1 2 3
3 0 1/=0+1844-0-12-2=22-14=8=0
2 2 2

Por lo que el rango de la matriz de las componentes es 3, y los vectores del sistema son linealmente
independientes
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Geometria en el espacio - Vectores

e Vv, ={u,v,w,x},coni=(1,2,3),v=3,0,1), w=(2,2,2)y x=(-1,0,2).
=1 } (1,2,3), v=(3,0,1), w=(2,2,2) ( )

En este caso no podemos plantear directamente el determinante, sino que debemos plantear el
sistema y la matriz del mismo:

AMU4+h, V+Ay-W+A,-X=0

Ac(1L,2,3)+ 0, -(3,0,1) 445 -(2,2,2)+ 4, - (=1,0,2)=0

(A 240, 3%) + (By, 0, 4y ) + (245, 245, 245) + (=Ay, 0,22,) = 0
(A 30, + 285 =Ny, 20 + 2h4, 3A + A, + 2R3 +2X,) =(0,0,0)

es decir:
7\‘1
A 430, +240, — 4, =0 132 -n 0
20,420, =0¢t=1[2 0 2 0 -}j =0
30, + A, + 2k, 24, =0 322 2 ; 0

4

El rango de la matriz del sistema es a lo sumo tres, por los que los vectores del sistema son linealmente
dependientes.

De este resultado podemos inferir que un sistema de n vectores en el espacio tridimensional SIEMPRE
serd linealmente dependiente si n>3.

e v, ={a,v},coni=(-2,1,3)yv=(21,1).
Como antes, planteamos el sistema y la matriz del mismo:
A U+A, V=0
A (2,1,3) 4%, -(2,1,1)=0
(=25 Ay 30) + (245, Ay, 4y) =0
(=20 +2h,, A + Xy, 3% +X,) =(0,0,0)

es decir:
SO0, +24, =0 -2y, 0
A+, =0 b= 1 1-(”: 0
3L, +A, =0 3 1)?% o

Cualquiera de los determinantes que podemos construir es no nulo, por tanto es un sistema de
vectores linealmente independientes.

De este resultado podemos deducir que dos vectores a = (u,,u,,u,) Y v = (v,,v,,v, ) son paralelos si y
sélo si son linealmente dependientes, es decir, sus coordenadas son proporcionales.

U _b U
Vl V2 V3
Ejemplo
#+ Comprueba si los vectores G = (2,-8,1) y V = (- 4,16, — 2) son paralelos.
2 -8 1
— =—=——=>Son paralelos.
-4 16 -2
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Geometria en el espacio - Vectores

2.6. Aplicaciones de los vectores

Punto medio de un segmento

Dados dos puntos del espacio A (a,,a,,a,) Y B (b,,b,,b, ), el punto medio del segmento AB es:

M(q+q a, +b, %+Qj

b b

2 2 2

Esta férmula se comprueba facilmente. Observando la imagen:
A

Se deduce facilmente que los vectores AM y MB son iguales, por tanto:
AM =MB = (m, —a,,m, —a,,m, —a,)=(b, -m,,b, —m,,b, —m,)
Igualando componentes:

& =h oM 2=+, a, +b a,+b, a,+b
m,—a, =b, -m, = 2m, =h, +a, :Mﬁmmwmﬁ[lzﬂzzz,323J
m, —a, =b, —m, 2m, =b, +a,

Ejemplo
#+ Dados los puntos A (4,-2,6) y B (3,8, -5), calcula el punto medio del segmento AB:

v (453 2248 6-5) (7 1
27 2 2 2’72

Condicidon de puntos alineados
Se dice que tres puntos en el espacio A (a,,a,,a,),B (b,,b,,b,) Y C (c,,c,,c,) estan alineados si los

vectores AB y AC son proporcionales, es decir:

b-a b,-a, b -a

¢—-a ¢C6,—a, C—g

Ejemplo
#+ Comprueba silos puntos A (3,2,1), B (4,4, -2) Yy C (4, -1, 6)estan alineados.

4-3 4-2 -2-1 2.3 o
A = = ? = l#——#—— = Noestan alineados.
4-3 —-1-2 6-1 3 5
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Geometria en el espacio - Vectores

Actividades propuestas
1. Calcula las componentes y el mddulo de un vector de origen A (~1,1,2) y extremo B (3,1, - 4).
2. Dados los puntos P=(2,2,3), Q=(,0,5)y R=(-2,3,4) y los vectores V=(1,-1,3),
w=(0,—2,1) calcula, indicando si el resultado es punto o vector:
a) QP b) 3V —2W c) V—RP d) P+V e) R+ PQ+W

3. Dados tres puntos genéricos, P = (p,, p,, p;)» Q = (a,,9,,9;) Y R = (r,, r,, 1y ), demuestra:

a) PQ+QR=PR b) PQ=(-1)QP ¢) PP=0 d) PQ+PQ=2PQ
4. Dados los vectores i = (1, -3,5), V=(-6,3,0) y W= (7, 2, - 1) calcula:

a) 3U-2V+5w
b) 20-2V+2wW
c) 3(0-2V)+3w
d) 30-2(V+W)

5. Dados los puntos A (0, -2,6) y B (4, 8, — 4), determina el punto medio del segmento AB.
6. Comprueba silos puntos A (3,2,1), B (4,4, -2)y C (4, -1, 3)estdn alineados.
7. Determina si son linealmente independientes o no los conjuntos de vectores siguientes:
A={a,v,w},coni=(,2,0),vVv=(3,0,1)yw=(4,2,-7).
B={u,V },coni=(1,2,0)yv=(,4,0).

C={u,v,w,x},cont=(,2,0),vV=(4,1,3), w=(4,2,-7)y x=(0,0,1)
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Geometria en el espacio - Vectores

3. PRODUCTO ESCALAR

3.1. Definicion

El dngulo que forman dos vectores libres es el menor de los angulos que forman dos de sus
representantes con un origen comun.

Dados dos vectores U y V, se llama producto escalar de U y v, y se denota por U -V , al nimero real
que resulta al multiplicar el producto de sus médulos por el coseno del angulo que forman.

-
W

<

-\7:|U|-|\7|-c0soc o
u
Ejemplo
+ Dados los vectores u = (1,3,0) y v = (1,1,-1), que forman un dngulo de 43'1°, calcula su
producto escalar.

VIZ43240%2 =410 o

=P+ +(-1) =43 = -V =0]|V|-cosa =30 -cos431°= /30073 = 4

=
I

3.2. Interpretacion geométrica

El producto escalar de dos vectores no nulos U y V es igual al producto del médulo de uno de ellos por
la proyeccidn del otro sobre él.

Observamos en la figura un tridngulo rectangulo, donde la hipotenusa es V y uno de los catetos es la
proyeccion de V sobre U. Aplicando la definicién de coseno de un dngulo agudo, tenemos:

Proy,V oo
¢:>Proyl]v:|v|-cosa

9|

U-\7=|U|-|\7|-cosa=|U|-Proyu\7

cosa =

De aqui tenemos:

Andlogamente, se tiene que: U-V:|U|-|\7|-c0sa=|\7|-|U|-cosa:|\7|-ProyVU

Ejemplo
#+ Dados los vectores a y v, calcula proy ,v, sabiendo que v =(5,1,-3)y que forman un
dngulo de 30°
o _ _4a-v _ |d|-|V|-cosa _ 1 /35
u-v =|u |~Proyﬁv = Proy ;V = ——= Proy ,V = | | | _| =|V|-cos a=\/52 +1° +(—3)2 —=—
] |G| 2 2
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Geometria en el espacio - Vectores

Cuando la proyeccion sobre el vector es un numero negativo, esto significa que el vector y la proyeccion
tienen sentido contrario.

3.3. Propiedades del producto escalar

1. El producto escalar de un vector no nulo por si mismo es siempre positivo e igual al cuadrado de
su mddulo.

Demostracion:

<

G=|a|-|a]-cos0°=|a|-|a|-1=|a|-|a|=|a| =0

—

2. Propiedad conmutativa: U-V =V -
Demostracion:
U-\7:|U|-|\7|-cosoc:|\7|-|U|-cosa:|\7|-|U|-cos(360°—a):\7-l]
v
3o0"-a o

-

u
3. Propiedad asociativa con el producto por un nimero real: k - (i -v)= (k -G)-V
Demostracion:
k-(G-V)= k-|U|-|\7|-cosa=|k-U|-|\7|-cosa:(k-U)-\7
4. Propiedad distributiva respecto de la suma: (G +V)- W=0 -W+V - W
Demostracion:

La demostracién analitica de esta propiedad es bastante
complicada, por lo que lo veremos graficamente.

(@+V)-W=|W- Proy, (i +V)

+\7-W=|W|-Pr0yWU+|W|-ProyW\7=|W|-(ProyWU+Pro

i
s

Proy (i)

Basta observar en el grafico que:

o _ . l.".m'r'.;iﬂ + i)
Proy w(u + v): Proy ,U + Proy ,V

5. El producto escalar de dos vectores no nulos es cero si y sélo si los vectores son perpendiculares.
Demostracion:
Sit20yv=0 = |U|>Oy|\7|>0.
ua-v :O<:>|U|-|\7|-cosa=0<:> coso=0< 0=90°< U y V son perpendiculares.
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Geometria en el espacio - Vectores

3.4. Expresion analitica del producto escalar

Consideramos el sistema de referencia canénico en el espacio de dimensién tres: R = {O, {i , |,k }}

Sean i = (u,,u,,u,) Y V =(v,,v,,v, ), el producto escalar de U y V esigual a:
u-v= (UI,UZ,U3)-(V1,V2,V3)= U, -V, +U, -V, +U; -V,

Demostracion:

Si multiplicamos los vectores de la base candnica B = {I I, k} tenemos:

i =\T\-\T\-cosOO:\T\-\i‘\-l:\i”f=12=1 P o7 =|7| 7] -cos90°=| || |-0=0
7] =‘j‘ ‘j‘ cosO"—‘j‘ ‘j‘ 1—‘]‘ T-EzE-T:‘T‘-‘E‘-c0s90°:‘7‘-‘IZ‘-OzO
IZ-k:‘kHk‘-cosO":‘k‘-‘k‘-l:‘kr:12:1
jK=K-7=|]||K]|-cos90°=| j|-[k|-0=0
De aqui tenemos:
U-Vz(ul-T+u2-i+u3-E)-(vl-T+v2 J+v, IZ)
= Uy VT T UV, T U VT KUy VT T +Uy V- ] J Uy vy -]k Uy v, KT+
+u3-v2~lz-]+u3~v IZ k =
=u,-v,-1+u,-v,-0+u,-v,-0+u, -v,-0+u, -v,-1+u, -v,-04+U;-v,-0+uU; v, -0+u, 1=
S U, -V, U, -V, F U -,
Ejemplo

“ Dados los vectores G = (3,2,-4)y V = (- 1,3, 7) calcula su producto escalar.

0-v=0,2,-4)(-1,3,7)=3-(-1)+2-3+(-4)-7=-3+6-28 = -25

Actividades propuestas

8. Calcula el producto escalar de los vectores G = (0,1, -3) y V = (-3, 4, 6)
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Geometria en el espacio - Vectores

3.5. Aplicaciones del productos escalar

3.5.1. Angulo entre dos vectores

A partir de la definicién del producto escalar, tenemos:
u-v
L

U-V:|U|-|\7|-cosa:>c0sa:

<l

Si consideramos ¢ = (u,,u,,u;) Y v = (v,,v,,v, ), tenemos:

G-V =(u,U,,uy)-(V,,V,,V, )= U, -V, +U, -V, +U, -V,

U -V, +U, -V, +U, -V
U] =4/u’ +u,” +u,’ = CcOSQ = - =
\/u2+u2+u2 \/v2+v2+v2
_ 2 2 2 1 2 3 VY 2 3
(V| =4V, +Vv,” +V,

Y de aqui tenemos:

—

u

<l

u v, +u, v, +U; -V,

0L = ArCCOs e
\/ul +U,” +U, -\/v1 +V,” 4V,

Para cada nimero real 0 <k <1, existen dos angulos cuyo coseno vale k. Tomaremos el menor de
ellos.

Observando la expresiéon dada por el coseno del dngulo, y dado que los médulos de U y v son
positivos, el sigho del coseno vendra determinado por el signo del producto escalarde U y V. Asi:

- Siel producto escalar es positivo, el dngulo determinado por U y v es agudo.

—+

W
L}

—

L

- Siel producto escalar es cero, los vectores formaran un angulo de 90°, son perpendiculares.

a
ey
u

- Siel producto escalar es negativo, el dngulo determinado por U y v es obtuso.

=]

Vectores ortogonales
Dos vectores U y Vv son ortogonales cuando determinan un angulo de noventa grados o =90° (es
decir, son perpendiculares) y por tanto, cosa=0.

De aqui se tiene que el producto escalar -V =|0|-|V|-cosa =|T|-|7]-0=0
Se obtiene, por tanto, la siguiente condicién de perpendicularidad entre dos vectores:

ilveid-v=0
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Geometria en el espacio - Vectores

Esta condicidn serd uno de los tres conceptos basicos para resolver casi cualquier
problema de geometria en el espacio.

Ejemplo
% Calcula un vector ortogonal al vector G = (2, -3, 1).
Sea dicho vector v = (v,,v,,v, ). Paraque U LV se debe verificar que G-V =0.

T-V=0 (2,-3,1)(v,,V,,v3)=0 < 2V, =3V, +V; = 0 & vy = =2V, + 3V,
Escribimos la solucion en forma paramétrica:

vV, =A
vV, =H coniype R
v, =20+3pu

De aqui, podemos expresar la solucién como:
(V,Vva,vs )= (A, =20+ 3p) = (2, 0, = 21)+ (0, u, 3u) = A(1, 0, — 2)+ (0,1, 3)
Por tanto, todos los vectores ortogonales al vector U seran combinacion lineal de los vectores
{(1,0,-2),(0,1,3)}.
3.5.2. Cosenos directores
En una base ortonormal, se llaman cosenos directores del vector \7=(V1,V2,V3) a los cosenos de los

angulos que forma el vector U con los vectores de la base:
Vl V2 V3

cosa = , cosP= , COSY =
2 2 2
N\AER AR

2 2 2
\/vl +V,” +V,

\/vlz +v,0 + v,
Ejemplo
% Calcula los cosenos directores del vector i = (2, -3, 1).
Expresando el vector como combinacién lineal de los vectores de la base:
0=(2,-3,1)=2-1-3-7+k
Podemos hallar los cosenos directores a partir de los productos escalares con los tres vectores de

la base:
G-i=02-7T-3-J+k)i=2-TT -3-Ji+ki =2+0+0=2
o ?( Jq ) 5 J D) = 2=+14-cosa
U-i =|u HI ‘-cosoc=|u |-cosoc=\/2 +(=3)> +1* -cosa. = /14 -cos a
Es decir:
cosa = i
i
Del mismo modo podemos hallar:
0-j=-3 -3
~ = -3=A+l4-cosB=>cos p=— V:
U-j=+14-cos B} b P J14
i-k=1 1
. =>1=+/14-cosy=cosy=——
a k=\/14-c0sy} V14
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Geometria en el espacio - Vectores

4. PRODUCTO VECTORIAL

4.1. Definicion

Dados dos vectores del espacio de dimensidn tres: U y V, se llama producto vectorial de U y V, y se
denota por UxV o U AV, a otro vector con las siguientes caracteristicas:

- Médulo: |U><\7|:|U|-|\7|-sen o, siendo o el menor angulo
gue determinan los dos vectores. TR

- Direccién: es la perpendicular de cualquier plano generado
por los vectores U y V.

- Sentido: es el de avance de un sacacorchos que gira de U a
V (regla de Maxwell).

B

Ejemplo

%+ Dados los vectores i =(~3,3,0) y V =(0,4,4), que forman un dngulo de 60° calcula el
producto vectorial.

Dado que el producto vectorial de U y V es un vector 1 x v, calculamos sus elementos:

Modulo:

[V|=~70% +42 +47 =432 :>|Ux\7|:«/§-\/§-\/§=«/576-£=24-£=12\/§

2 2 2

Direccién:

Buscamos un vector, al que llamaremos w = (Wl,Wz,W3), que sea perpendicular a U y V. Como

vimos en el apartado anterior, eso implica que el producto escalar con ambos vectores debe ser
nulo:

U~vﬂv=0:>—3w1+3wz+0w3 =0=-3w, +3w, =0=>w, =W,

<

W =0=>0W, +4W, + 4w, =0=> 4w, +4w, =0 = W, = —W,

El vector es, por tanto, de la forma

—

W= (WI’WZ’WS): (Wzawz’_wz)
siendo el mas sencillo:
w=(11-1)
Sentido:
Sera el sentido de avance de un sacacorchos que girade U a V.
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4.2. Interpretacion geométrica del producto vectorial

Geométricamente, el médulo del producto vectorial de dos vectores coincide con el drea del
paralelogramo que tiene por lados esos vectores.

Dados los vectores U y V, tenemos:

=]
B

=

Area del paralelogramo definido por Uy V = | Ux\7|
Demostracion:

En la figura anterior podemos ver que
Area= | U|-h
Por otro lado, aplicando la definicidn de seno:

senoc:L:h:|\7|-senoc

—

V]
De aqui tenemos:
Area=|U|-h:|U|-|V|-sena=|UxV|

4.3. Propiedades del producto vectorial
1. El producto vectorial de un vector por si mismo es cero.
Demostracion:
El angulo que forma un vector consigo mismo es cero. De aqui:
|axa|=|a|-|a|-sen0°=|a["-0=0
2. Propiedad anticonmutativa: UxV =-V xU

Demostracion:

Los vectores UxV y VxU tienen el mismo mddulo, la misma direccion y sentido (el giro del
sacacorchos) contrario, luego son opuestos.

3. Producto por un ndmero real: A (i x V)= (A0)xV = G x (AV)
Demostracion:

Es evidente teniendo el cuenta que al multiplicar un vector por un escalar su médulo queda

multiplicado por dicho escalar, es decir, | LT | =2|T]|.
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4. Propiedad distributiva respecto de la suma: G x (V + W)= 0 x V + 0 x W

5. El producto vectorial de dos vectores no nulos es el vector cero si y sélo si los vectores son
paralelos. G xV =0< 0//V

Demostracion:
oa=0°

a =180°
6. En general, el producto vectorial no cumple la propiedad asociativa. i x (V x W) # (0 x V)x W

—

u><\7:6<:>|U><\7|:0<:>|U|-|\7|-sen0c:O<:>sena:0<:>{

4.4. Expresion analitica del producto vectorial

Consideramos el sistema de referencia canénico en el espacio, R= {O,{i , J,K }}

Sean ¢ = (u,,u,,u,) Y v = (v,,v,,v, ), el producto vectorial de U y V se puede expresar mediante el
siguiente determinante:

— —

i ]k
B Uy Us| ~ (U Us| - U Uyl = |u, u u. u | - lu u,| =
UxV=(U U, U|= - ] =2 TLi+ 7 T4l Pk
V, V5 Vi Vs Vi 'V Vo, V3 Vs V) Vi vy
Vi W,
Demostracion:

|

~

Como los vectores de la base canénica B=1i, |, k} tienen médulo 1y son perpendiculares entre si:

—

=k Jxj=

ixj=k Tixk=-] Jx 0 i i

jxk=1 kxi=] kxj=-

_.1

i xi

K x

~, =i
Il Il
ol O

De aqui tenemos, aplicando la propiedad distributiva respecto de la suma:

UxV = (u17+ u2]+u3IZ)x (v17+v2]+v3I2):

=U,l x (VI+V J+vk)+u jx(VI

)x (v, 7)+ (0T )x (v, T)+ (u,T)x (v k) ( W)+ (U3 )x (v, 7 +(u2T)x(v3lZ)+

—_

=(u,

Aplicando la propiedad del producto de nimeros reales:
=uyv, (( xT)+u,v, (T x J)+uv, (T x IZ)+ U,V (5 %7 )+ u,v, (7% §)+ u,v, (] X IZ)+
+U,V, (IZx T)+ UV, (Ex T)+ u,V, (IZx IZ):
:u1v2IZ+u1v3(— T)+u2v1( k)+u Vil + ULV, J + U,V ( ) TRVA STV RETIVA " SERTIVA IRRTIVA STRVA =
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Geometria en el espacio - Vectores

=(U2V3 —u3V2)iﬁ+(u3v1 _u1V3)T+(U1Vz —Ule)E _ 32 us |-

[ {Uz Uz {Us Uy U Uy
- VZ V3 ’ v3 Vl ’ Vl V2
Ejemplo
% Halla el producto vectorial de los vectores i = (3,1,0) y V = (-1, 4, 2)
i j k
o tool.lo 3.3 1. . . .
ixV=[3 1 0|= i + i+ k=21-6]+13k =(2,-6,13)
| 4 2 2 2 -1 -1 4

4.5. Aplicaciones del producto vectorial

Vector perpendicular a otros dos vectores
Dados dos vectores no nulos # y V linealmente independientes, su producto vectorial es un vector
perpendicular a ambos.

4.5.1. Base de vectores ortogonales
Dados dos vectores no nulos # y V linealmente independientes, podemos conseguir una base de
vectores ortogonales B = {w,,w,,w, }considerando:

[N}

|

=0

|

|
e i}

v =B ={0,0xV,0x(0xV)}
(G xv)

0o

X
X

)

4.5.2. Area de figuras planas en el espacio

Area de un paralelogramo
Hemos visto que el médulo del producto vectorial de dos vectores coincide con el area del
paralelogramo que tiene por lados esos vectores. En el paralelogramo ABCD podemos calcular su area:

Area= Kéxﬁ

Evidentemente, el drea no variara independientemente de los vectores elegidos.
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Area de un tridngulo
Dado un triangulo ABC, el drea viene dada por la siguiente expresion:

Area — AB x AC

Demostracion:

El tridngulo ABC esta formado por tres puntos no alineados. Ailadimos un cuarto punto para construir
el paralelogramo ABCD.

Este paralelogramo estd formado por dos tridngulos iguales: el triangulo ABC de partida, y el tridngulo
BCD.

El drea del paralelogramo es igual a: Area = ‘ AB x AC'

Como el drea del tridngulo es la mitad del drea del paralelogramo, tenemos:
B

Area = |ABXAC

Ejemplo
% Halla el drea del triéngulo de vértices A (-1,2,3), B (1,-2,1)y C (2,1, —4).
Consideramos dos vectores con origen Ay extremos B y C respectivamente.
AB =(2,-4,-2) AC =(3,~1,-7)
El drea del triangulo es la mitad del médulo del producto vectorial AB x AC .

Calculamos el producto vectorial:

— - —

i ] K
. ) 4 2| |-2 2| |2 -4 . . .
ABxAC=|2 -4 -2|= i + j+ k = 260 +8] +10k =(26,8,10)
B I L E A

Calculamos el médulo:
[ABxAC|=|(26,8,10) =26 +8 +10” = /676 + 64100 = V340 = 24210

De aqui: Area = = =210 u”.
2 2
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5. PRODUCTO MIXTO DE VECTORES

5.1. Definicion

Dados tres vectores U, V y W, se llama producto mixto de U, V y W, y se denota por [d,v,w] al
numero que se obtiene al calcular el producto escalar del primer vector por el producto vectorial de los
otros dos.

[G.v,W]=0-(Vxw)
Ejemplo
% Calcula el producto mixto de los vectores G = (1,3, -2), V=(~1,0,4) y W= (2,1, -5).

i ] ok

_ _ J O 4 - 4 —1 - _1 O — e - e

VxW=|-1 0 4 |= i+ ]+ k=-47+3j-k =(-4,3,-1)
5 1 5 1 -5 -5 2 2 1

[0, Ww]=0-(WxwW)=(1,3,-2)-(-4,3,-1)=-4+9+2=7

5.2. Interpretacion geométrica del producto mixto

Geométricamente, el valor absoluto del producto mixto de tres vectores U, V y W coincide con el
volumen del paralelepipedo definido por ellos.

Demostracion:

Consideramos el paralelepipedo definido por tres vectores U, V y W no nulos y no coplanarios.

La férmula del volumen es:
Volumen = Area de la base - Altura = Area ABCD -h
La base es un paralelogramo, por tanto:

Area ABCD =|V xW|

De aqui tenemos:

Volumen:|VxW|-h
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Por otro lado, aplicando las definiciones de las razones trigonométricas:

sen(90°—a) = % =h=|dl|- sen(90°—a) = h =|0|-cosa
Entonces:

Volumen=|\7xVT/|-h:|VxW|-|U|-cosa:|U|-|\7><vT/|-cosa:[U,V,W]

5.3. Propiedades del producto mixto
1. El producto mixto no varia si se permutan circularmente sus factores.
[a,v,w]=[v,w,d]=[w,ad,v]
2. El producto mixto cambia de signo si se trasponen dos de sus factores.
[a,v,w]=-[v,a,w]=-[w,v,0]=—[a,w,V]
3. Propiedad respecto al producto por nimeros reales.
[Aa,v,w]=[a,0V,w]= [a,V,AwW]= A[d,V, W]
4. Propiedad distributiva respecto de la suma.

[a,v, +v,,w]=[d,v,,w]+[d

]

[G.v,w, + W, |=[a,v, W, |+ [0,V,W, ]

=

v,,

6. El producto mixto de tres vectores es nulo si y sélo si los vectores son linealmente dependientes
(son coplanarios).

[0,9,W]=0< 0-(VxW)=0< 0L (VxW)e 0 escombinacion lineal de V y W
5.4. Expresion analitica del producto mixto

Consideramos el sistema de referencia canénico en el espacio, R = {O,{i , J,K }}

Sean o = (u,,u,,uy), v =(v,,v,,v;) Y W = (w,,w,,w, ). El producto mixto de U ,V y W se puede
expresar mediante el siguiente determinante:

ul u2 u3
[G.v,w]=|v, v, v,
Wl W2 W3

Demostracion:

Los vectores de la base candnica B= {T, ],IZ } verifican:
ikl [fkil=r kngler [fikl=—r Kadl=-r o K Fl=-
Y son nulas todas las ternas en las que alguno de ellos esta repetido.

22 de Bachillerato. Matematicas Il. Capitulo 4: Geometria en el espacio - Vectores Autores: Leticia Gonzalez y Alvaro Valdés
LibrosMareaVerde.tk
www.apuntesmareaverde.org.es

Revisora: Milagros Latasa
Imagenes creadas por los autores




Geometria en el espacio - Vectores

Hallamos el producto vectorial aplicando la propiedad distributiva y el producto por nimeros reales:
[6,v,w]= [(u17+uj+u3IZ)(VIT+v217+V3E),(WIT+W2]+W3IZ)]:

— o

ZUIVZWS[T, ],IZ]+ u1v3w2[T,IZ, T]+ u2v1w3[T,T,E]+ U,V,W, [T, IZ,T]+ U,V W, [IZ,T, T]+ U,V,W, [k i,

ul u2 u3
= UV, W, — U VoW, — UV Wy + UL VW, + UV W, —UVLW =V, Y,V
Wl W2 W3
Ejemplo
% Calcula el producto mixto de los vectores G = (-1,2,-4), V=(2,0,-3) y w= (1, -1, 5).
-1 2 -4
[Gv,w]=|2 0 -3|=-6+8-(-3+20)=2-17=-15
1 -1 5

5.5. Aplicaciones del producto mixto

Volumen de un paralelepipedo
Hemos visto que el valor absoluto del producto mixto de tres vectores coincide con el volumen del
paralelepipedo definido por ellos.

_—

Sea el paralelepipedo definido por los vectores 4B, AC y AD , entonces su volumen viene dado por:

S ———

Volumen = ‘[AB AC, AD]‘

Actividad resuelta

# Calcula el volumen del paralelepipedo definido por los vectores a = (1,1,1), b= (0, 1, 2) yc=(2,1,0)

111
v=|lab.c]=|o 1 2/=|o+a+0-(+0+0)[=1 0
210

Volumen de un tetraedro

El volumen de un tetraedro de vértices A, B, C y D es igual a un sexto del producto mixto, en valor
absoluto.

| [AB. AC. AD]‘
Volumen =
h
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Geometria en el espacio - Vectores

Actividades resueltas

%+ Calcula el volumen del tetraedro de vértices A(1,0,-1), B(-2,3,1), C(0,-3,1) y

D (0,4, -1).
AB =(-332) ‘[AB AC.AD| |73 3 2| | L4
AC =(-1-32); =V = =<1 =3 2=2 [—6—8—(6—24)]:6-4:5:3 u?
AD = (~1,4,0) -1 4 0

%+ Calcula el volumen del tetraedro que tiene por vértices A (1,1,1), B (3,0,0), C (0,2,0)y

D (0,0, 6):

AB =(2,-1,-1) 2 -1 -1

AC =(-1,1,-1) :[ﬁ,ﬁ,ﬁ: -1 1 -1/=10-1-1-(1+2+5)=8-8=0
AD = (~1,-1,5) -1 -1 5

HAB AC, AD”_|O|_

Esto significa que los puntos que nos dan no forman ningun tetraedro, sino que todos pertenecen
al mismo plano.

# Calcula las aristas del tetraedro que tiene un volumen de 36 u y cuyos vértices son el origen
cartesiano O (0, 0, 0) y los puntos A (a, 0,0), B (0,a,0)y C (0,0,a):

Hallamos el producto mixto en la forma habitual:

OA =(a,0,0) a 0 0
OB = (0.2.0)! = [0A,08.0C|=|0 a o0|=a’
oC =(0,0,a) 00 a

Planteamos el volumen:
HOA,OB oc]‘
=364}
Y resolvemos la ecuacion:

3
%=36:>a3=6-36=216:a=6 u

Hemos obtenido que las aristas OA, OB y OC miden a unidades, mientras que para obtener las
aristas AB, AC y BC debemos hallar el médulo de los correspondientes vectores:

ﬂé:(—a,a—o):‘ﬁ‘:\/(—a)z+a2+0=«/§-a u

29 de Bachillerato. Matematicas Il. Capitulo 4: Geometria en el espacio - Vectores Autores: Leticia Gonzalez y Alvaro Valdés
LibrosMareaVerde.tk Revisora: Milagros Latasa

www.apuntesmareaverde.org.es

Imagenes creadas por los autores

Texbos Barss ey




Geometria en el espacio - Vectores

CURIOSIDADES. REVISTA

Otras Geometrias

Euclides (325 aC — 265 aC), en Los Elementos, partié de
cinco postulados para construir la Geometria. Si alguno
de esos postulados no se cumple, entonces tenemos lo
gue se denomina las Geometrias No Euclideas.

El quinto postulado dice: “Dada una recta y un punto
exterior a ella, hay una Unica recta que es paralela a la /
recta dada y que pasa por el punto”.

Cuando a principios del siglo XIX se intentd demostrar
el postulado por reduccion al absurdo se encontré, con
sorpresa, que no se llegaba a una contradiccién, que se
podian construir geometrias que podian no verificarlo.

De modo independiente, distintos matematicos (Gauss,
Lobachevsky, Bolyai...), en ese intento de demostrar el
quinto postulado llegaron a la Geometria Hiperbalica.

/\ /

La Geometria Hiperbdlica es tan consistente como la Geometria Euclidea, y “su” quinto postulado es:
“Dada una recta y un punto exterior a ella, existen al menos dos rectas paralelas a /la dada que
contienen al punto”. En la geometria hiperbdlica la suma de los tres dngulos de un triangulo es menor
que 180°. Puedes pensar en una geometria hiperbdlica si te sitlas sobre una trompeta.

Si reescribimos el quinto postulado como: “Dada una
recta y un punto exterior a ella, no existe ninguna recta
paralela a la dada que contenga al punto”, se obtiene la
Geometria Eliptica.

o

Imagina que estds en una esfera. Tendrds que redefinir
gué entiendes como “rectas”. Si una recta es el camino
mas corto posible que une dos puntos, tendras lo que se
conoce como lineas geodésicas (los meridianos de un
globo terraqueo). Entonces, por una de esas nuevas
rectas y un punto exterior, todas las rectas que traces
cortan a la primera.

Si lo piensas, cada vez que miras un globo terraqueo
estds viendo algo de Geometria Eliptica.

utilizadas, por ejemplo, en Teoria de la Relatividad, o en el estudio de fendmenos dpticos y

Actualmente las Geometrias No Euclideas proporcionan otras formas de entender el mundo, siendo
propagacion de ondas.
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Geometria en el espacio - Vectores

RESUMEN

Ejemplos

Punto

Posicion en el espacio que no tiene dimensiones
(no tiene largo, ancho ni profundidad).

Se representa con letras mayusculas, P, y se
caracteriza por sus coordenadas (X,Y,2).

Vector

Segmento orientado que escribimos como V y
graficamente se representa por una flecha.

Se caracteriza mediante una terna de valores
llamados componentes (o coordenadas) del
vector que escribimos como (Vi,V2,V3)

Base de un
sistema de
vectores

Se dice que el conjunto de vectores g ,u,,... .0,

forman una base del espacio, y se denota por
B = {{,,0,,...,u, } cuando verifican:

- 0,,0,,., G, sonlinealmente independientes.

n

- Cualquier otro vector se puede escribir como
combinacidn lineal de ellos:

V=AU +A&,-U,+...+A, -0,

n

Punto medio

Dados dos puntos A (a,,a,.a;) Y B (b,,b,.b,), €l
punto medio del segmento AB es:

de un
a + +b, a,+
segmento M| b',a2 23 b, .
2 2 2
Dados dos vectores U y V, se llama producto
Producto escalar, U-V, al ndmero real que resulta al v
escalar de |multiplicar fel producto de sus mddulos por el o
vectores |coseno del angulo que forman: -
G-V=|U||V] cosa .
Dados dos vectores U y V, se llama producto i
Producto | vectorial, U xV, al vector:
vectorial de - De médulo|Ux\7|=|U|-|\7|-senoc
vectores . Direccidn perpendiculara U y V
- Sentido indicado por la regla de Maxwell
Se llama producto mixto de tres vectores, U, V ;
Producto |y W, al nimero real que resulta de multiplicar ! / P
mixto de | escalarmente a U por el vector resultante del ) !
vectores | producto vectorialde V y W: [

[a,v,wW]=0-(Vxw)
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Geometria en el espacio - Vectores

El producto escalar de dos vectores no nulos U
y V es igual al producto del médulo de uno de
ellos por la proyeccién del otro sobre él:

Proy vV =|\7|-cosa

El angulo entre dos vectores se calcula con la o

Angulo entre | férmula:
u-v u-v o
EECLEAES COS0 = ———— => (L = arccoS———— ~
[a]-]v] [a]-|v] d

El drea del paralelogramo definido por dos
vectores se calcula con la férmula:

Area = |UxV |

El drea del tridngulo definido por dos vectores
Area de un |se calcula con la férmula:

triangulo Area = 1 . | G xV |
2

El volumen del paralelepipedo definido por tres
vectores se calcula con la férmula:

—_— s —

Volumen = | [AB. AC. AD”

El volumen del tetraedro definido por tres
Volumen de |vectores se calcula con la féormula:

1 — — —
un tetraedro Volumen=—- ‘ AB, AC, AD ‘

6
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Geometria en el espacio - Vectores

EJERCICIOS Y PROBLEMAS.

1. - Dados los vectores libres:

a) Representa los vectores: ij =26 —¢—2b+3d,V=-da+2b-C+2d y Wz—Za—B—%C’.
b) Halla un vector d talque 2a-b +¢+d =0

2.-Dados da=(2,-1)y b =(— 3, m), halla el valor de m para que sean linealmente dependientes.
3. - Comprueba si son o no linealmente independientes los siguientes vectores:

a) x=(-23)e y=(6,-9)

b) x =(-1,-2,3), y=(-2,0,1), Z=(2,-4,5) y T = (3,2,-4)

c) x =(2,1,0,-1), y=(1,-3,-1,0) y Z = (3,-2,-1,1)

4. - a) Dados los vectores x = (1,3,-2) e ¥ = (3,m,~6), halla el valor de m para que los dos vectores sean
linealmente independientes.

b) Si m=-2, ése puede expresar el vector 7 = (- 1,8,1) como combinacidn lineal de X e y ?

5. - Dados los vectores i = (- 3,4,0), V = (1,-2,2) y W = (0,-m,1), calcula el valor de m para que el vector
U se pueda expresar como combinacion lineal de V. y W.

6. - Dados los vectores x = (1,-2,0), ¥ = (3,-1,2) Y Z = (- m,~1,-2), halla el valor de m para que los tres
vectores sean linealmente dependientes.

En este caso, expresa 7 como combinacion linealde X e y.
7. - Dados los vectores d = (1,1,m), V = (0,m,~1) y w = (1,2m,0), determina el valor de m para que:
a) Sean linealmente independientes.
b) El vector V se pueda expresar como combinacion lineal de U y W, y halla dicha combinacién.
c) Sean coplanarios.
8. - Los vectores % = (1,0,0), § = (- 1,0,1) y Z = (2,1,1), ¢forman una base de V *? En caso afirmativo:
a) Halla las componentes del vector = (3,-2,5) respecto de dicha base.
b) Halla las componentes en la base candnica {T, I,lz } del vector V, si sus coordenadas en la base
{u,v,w } son2,-3y 2 respectivamente.
9. - Halla un punto C que esté alineado con Ay B, y otro punto D que no lo esté.

10. - De un segmento AB, el punto B tiene de coordenadas (-2,0,6) y el punto medio del segmento
tiene de coordenadas M (- 3,2,2). Halla las coordenadas del punto Ay divide el segmento AM en
cuatro partes iguales.
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11. - De un segmento AB, se sabe que AB = (3,—4,—2) y que el punto medio del segmento tiene de
coordenadas M (-1,0,3). Halla las coordenadas de A y B y dividir el segmento AB en 3 partes
iguales.

12. - Dados los puntos A (2,0,1) y B (0,-2,3), halla dos puntos C y D que estén alineados con Ay B, de
manera que uno de ellos (C) esté situado entre ambos y el otro (D) esté situado a la izquierda de A.

13. - De los vectores U y V se sabe que |U| =3,U0-V=-12 y los dos vectores forman un angulo de

120°. Halla|V

, proy , v Y proy ,, U -
14. - ¢Puede haber dos vectores U y V tales que U -V =8 siendo |U| =3y |\7| =27
15. - Dados los vectores G = (2,-3,6) y V = (3,-6,2), calcula:

a) El producto escalar U -V .

b) El médulo de # y el médulo de V.

c) El angulo formado por ellos.

d) El angulo formado por U y U—V.

e) Un vector perpendicular a v que tenga médulo 3. ¢ Cudntas soluciones hay?
16. - Dados los vectores U = (1,—2,2) v V= (4,—4,—2), calcula:

a) El producto escalar 21 -3v.

b) El médulo de u y el médulo de V—0.

c) El dngulo formado por los vectores U y U+V

d) Los cosenos directores de V .

e) Un vector perpendiculara U ya V que tenga mddulo 6.

17. - Calcula las componentes de un vector V que tenga la misma direccién que el vector 4 = (4,-2,1) y

su mddulo sea 3 y las de otro vector W que sea unitario pero con sentido opuesto al vector U.
¢Cudles son los cosenos directores de U ?

18. - Los cosenos directores del vector U son: cosa =0,2, cos =03y cosy=0.87. Si |U| =6,

écuales son sus componentes?
19. - Un vector U forma con los vectores i, y i, de la base ortonormal dngulos de 45° y 60°, y con el
vector (i, un angulo agudo. Si |U| =4, determina las componentes del vector U .
20. - Determina, si es posible, el valor de m de modo que G = (m,-2,3) y V = (- 1,m,1) sean:
a) Paralelos
b) Perpendiculares

21. - a) Calcula el valor de m para que los vectores G = (—1,m,4) yv = (m,-3,2) sean perpendiculares.

b) ¢Qué angulo formaran para m=0 los vectores (G +2v)y (0 -v)?
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22. - De dos vectores ortogonales se sabe que (G +V)- (G -V)=7y |U +\7| = 5. Halla || y |V].
23. - Dados dos vectores U y V , tales que || =16 y (7 +V)- (0 — V)= 24, calcula el médulo de V.
24. - Dados los vectores 4 = (2,3,8) y V = (- 1,2,0) calcula:

a) Las componentes de un vector unitario de la misma direccién que V.

b) Un vector de la misma direccién que V y cuyo médulo sea igual a la proyeccion de U sobre V.

¢) Un vector perpendicular a ambos y de médulo 2.

25. - Sea B = {u,v,w } una base de vectores tal que |U|=2,

v|=3,

V=4, U0-W=3yV-W=12. Calcula el valor de m para que los vectores & =110+ mV +3W y

W| =1y ademas verifica que

=U+2V+W sean ortogonales.

26. - Dados los vectores a = (1,0,1), 6:(2,—1,—2) y € = (1,-3,2), determina un vector unitario (de
maodulo 1) que siendo coplanariocon @ y b , sea ortogonal (perpendicular)a C .

27.- Dos vectores U y V son tales que |U| =4,

\7| =5y |U+\7| =7 .¢Qué angulo forman?
28.-Sean U y V dos vectores tales que |U | =3 y |\7| =4.Si U y V forman un angulo de 30°, halla:
a)U-Vy(@-v) (20-v)
b) [G-V]y|20-V|
c) El dngulo que forman los vectores (o — V) y (20 - V)
29. - Determina, si es posible, el valor de o de modo que los vectores d = (1,a,2) Y V = (1,-2,~a):
a) Sean paralelos.
b) Sean perpendiculares.
c) Formen un angulo de 60°.

30. - Halla todos los vectores de médulo 3 que formen un angulo de 30° con 4 = (1,-1,1) y de 135° con
v = (-11,0).

31. - Halla todos los vectores de médulo 6 que formen un angulo de 90° con d = (1,-1,0) y 45° con
v =(-1,0,1).

32. - Dados los vectores 4 = (1,2,-2), V = (- 1,0,3) y W = (2,-1,-2), calcula:

a)|d

, WxV| y |(Ux\7)xVV|
b) v-(@xw)y (axV)-(Vxw)
33. - Dados los vectores i = (1,4,-8), vV = (1,-1,0) y w = (2,1,-1) halla:

a) |\7| y (U xV)-(Vxw)

b) ||, [Vx W]y | (0 xW)x V]|
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34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

- Dados los vectores a = (1,-3,3), V = (4,0,-3) y W=-20+3V, calcula:

,—3
a) |W WXV| y |Wx(U><\7)|

B) (0 w), ¥ w) y | (@ 9)-(7 )
- Dados los vectores 4 = (1,-1,1) y V = (2,3,4) calcula:
a) El moédulo de U y de V y el angulo que forman.
b) El producto vectorial de U y de V.
c) Un vector unitario que sea ortogonala zi y V.
d) El rea del paralelogramo que tiene por lados los vectores i1 y V.
- Dados los vectores U = (— 1, m,2), V= (2,—1,—4) y W= (3,—1,—5), se pide:
a) El valor de m para que los vectores U y v tengan distinta direccidn.
b) El valor de m para que los vectores U y V sean ortogonales.
c) Un vector que tenga mddulo 3./6 y que sea perpendicular a los vectores V. y 2V — W.
- Dados los vectores U = (1,1, m),\7 = (O, m,—l) y W= (1,2m,0), determina el valor de m para que:
a) Sean linealmente independientes.
b) El vector V se pueda expresar como combinacién lineal de los vectores G y W.
Halla dicha combinacién.
c) Sean coplanarios.
d) El drea del paralelogramo determinado por los vectores V y W valga 125 u?,

- En un sistema de referencia ortogonal R ={0,0,,(,,(d, |, donde G, =1,

0,|=2vy|u|=2,
tenemos los vectores @ =, + U, — 20, y b =20, — U, + 0. Con estos datos se pide:

a) u,-u,, 4, -d,, U, -

<l

27 Us 'Us

b)ya-b,|a

5‘ y angulo que forman a vy b.

’

c) U, xu,, U, xu,, U, xU,, bxa y area del tridngulo determinado por a y b.
d) Repite los apartados anteriores en el caso de ser un sistema de referencia ortonormal.
- Encuentra un vector X que tenga de médulo 3, y tal que si y = (3,—3,0) verifique: Xx Yy = (6,6,3).

- Sean A(m—2, m,-5), B (m,l,—S) y C (~13,m) los vértices de un tridngulo ABC. ¢Cuénto vale m
para que el triangulo sea rectangulo en B?

- Los vértices de un triangulo ABC son A (A,Z,—l), B (5,3,—4) y C (7, k,—2). éCuanto vale A para que
el tridngulo sea rectangulo en B?

- Dos vértices consecutivos de un paralelogramo son A (1,1,1) y B (0,2,0). Si O (O,(),l) es el centro de
dicho paralelogramo, halla las coordenadas de los otros dos vértices y el drea del paralelogramo.
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43.

44,

45.

46.

- Dados los puntos A(— 4,2,—1), B (— 1,1,1) yC (2, m,3), se pide hallar el valor de m para que los tres
puntos:

a) estén alineados.

b) formen un tridangulo rectangulo donde B =90°.

c) formen un tridngulo isdsceles, siendo A el angulo desigual.
d) formen un triangulo de area V52 WA

- Dados los puntos A(l,l,—l), B (— 1,—1,0) yC (3, m,—2), se pide:
a) Hallar para qué valores del parametro m estan alineados.

b) Hallar si existen valores de m para los cuales A, B y C son tres vértices de un paralelogramo de
area 2\/5 u’ y, en caso afirmativo, calcularlos.

c) Hallar para qué valor de m formaran un tridngulo rectangulo en B, y calcular el area.
- Dados los puntos A (0,0,-1), B (1,0,~2), C (0,,—2) y D (L,11) calcula:

a) El dreay el perimetro del tridngulo de vértices A, By C.

b) El volumen del tetraedro cuyos vértices son A, B, Cy D.

c) El volumen del paralelepipedo determinado por esos cuatro puntos.

d) El area de una de las caras laterales.

- Sea la piramide de vértices A(0,1,-1), B(1,1,0), C (~1,1,0) y D (1,-2,2), calcula:

a) El area del paralelogramo determinado por los puntos A, By C.

b) El drea de cada cara.

c¢) Su volumen.
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Geometria en el espacio - Vectores

AUTOEVALUACION

1. Dados los vectores de componentes (1, 3, —2) vy (3, X, —6), indica el valor de X para que los dos
vectores sean linealmente dependientes.

a)6 b) 9 c)-3 d) -6

2. El médulo del vector de origen A(—2, 3, —2) y extremo B(2, 0, —2) es:
a) V82 b) 25 ¢) V41 d)s
3. Dados los vectores U = (1, -3, 5), V= (— 6,3, 0) el vector W=30 —2V tiene de componentes:
a) (15, —15, 15) b) (9, —15, 15) c) (15, 15, 15) d) (15, —12, 15)
4. Dados los puntos A(4, -1, 5) y B (2, 7, —5), las coordenadas del punto medio del segmento AB son:
a)(3,3,0) b) (6, —6, 10) c) (3,4,0) d) (6, —4, 10)
5. Dados los vectores U = (1, -3, 5), V= (— 6,3, 0), su producto escalar es:
a) 15 b) —15 c)-3 d) -6
6. Dado el vector V =(—6,3,0) indica cual de los vectores {i es ortogonal a él:
a) i=(1,-3,5) b) G=(1,-2,5) ) i=(1,2,7) d) i =(2,5,5)

7. Dados los puntos A(4, -1, 5), B (2, 7, —5) y C(6, —7, 16) el area del tridngulo construido sobre ellos
es:

a) 150 b) 201 c) 30 d) v/201
8. Dados los vectores U = (l, -3, 5), V= (— 6,3, O), su producto vectorial es:
a) UxV=(-15-30,—-15) b) 0xV=(151515) c) ixV=(~15,30,-15)  d) GxV=(15-30,15)
9. Dados los vectores U = (l, -3, 5), v =(— 6,3, O) y W= (1, 1, 1), su producto mixto es:

a) —60 b) 45 c) -15 d) 0

10. Dados los vectores U=(l,—3,5), \7=(—6,3, O) y \T\Iz(l,l, 1), el volumen del paralelepipedo
construido sobre ellos es:

a) 60 b) 45 c) 15 d)o
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Geometria en el espacio - Vectores

Apéndice: Problemas de vectores en las P.A.A.U.
(1) Busca el area del poligono de vértices A(4,7,8), B (2,3,4), C (— 1,—2,1) y D (1,2,5).

(2) Las coordenadas de los puntos medios de los lados de un triangulo ABC son M (1,0,0), N ((),1,0) y
P (0,0,1).
a) Obtén las coordenadas de los vértices A, By C del tridngulo.
b) Halla el area del triangulo.

(3) Los puntos P (2,0,0) y Q (0,4,2) son dos vértices de un tridngulo isdsceles. Obtén las coordenadas
del tercer vértice sabiendo que el punto es de la forma R (X,O,20). ¢Es Unica la solucién?

(4) Se considera el paralelepipedo cuyos vértices de la cara inferior son los puntos A(— 1,1,0), B (0,1,1),
C(3,0,0) y D(2,0,~1) con Ay C vértices opuestos. Sea A'(~3,1,0) el vértice adyacente a A en la
cara superior. Calcule:

a) Los vértices de la cara superior.
b) El volumen del paralelepipedo.

(5) Sean los puntos A(X,4,3), B (1,2,2) yC (— 1,(),1).

a) éPara qué valores de X los puntos no forman un triangulo?

b) Con x =1 calcula el 4drea del tridngulo que forman los puntos.

(6) Si @, b y C son vectores del espacio, indica cudl o cudles de las siguientes expresiones no tienen

sentido:
a-b-c) axlpxc) ab+c  (@b)xc |a|b  (a-b)(-a)

(7) Sean &, b y C tres vectores linealmente independientes. Indica cual o cudles de los siguientes pro-

ductos mixtos vale cero:
G+ca-ca+b+c] [a+cba+b]  [a-cb-cc-a

(8) Sefiala si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. En caso de ser ciertas, justificalas; en

caso contrario, pon ejemplos que lo confirmen.

a) El producto mixto de tres vectores cualesquiera no nulos es siempre distinto de cero.

b) Si &, b y € son tres vectores del espacio tridimensional R® no nulos que satisfacen la condicién
" c

y
d-b=a-c, entonces se verificaque b =C.

Cl=4y d+b+¢ =0 calcula la siguiente

(9) Dados los vectores a, b y C, tales que |é| =3, 5‘:1,

suma de productos escalares: a- b+b-c+a-c.
(10) Dados los puntos A(2,-2,1), B(0,1,-2), C (-2,0,4) y D (2,-6,2):

a) Prueba que el cuadrilatero ABCD es un trapecio (tiene dos lados paralelos) y halla la distancia en-
tre los dos lados paralelos.

b) Halla el area del triangulo ABC.
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Geometria en el espacio - Vectores

(11) ¢Es siempre cierto que (ﬁ —B)X (é + 5)= 2~(§x 5)? En caso afirmativo, justificalo; en caso contra-
rio, pon un ejemplo que lo confirme.

(12) Dados los puntos A (2,0,—2), B (3,—4,—1), C (5,4,—3) y D (0,1,4) calcula:
a) El area del triangulo de vértices A, By C.
b) El volumen del tetraedro cuyos vértices son A, B, Cy D.
(13) a) Demuestra que si tres vectores V,, V, y V, son perpendiculares entre si entonces se verifica:
_ _ — |2 |2 _ 12 — 12
|V, 40, + 0, | =V, | +|V, | +|V;|
donde | W| denota el médulo del vector W .
b) Dados los vectores V, = (l,l,—l), v, = (1,0,1) halla un vector V, tal que:
— — — |2 _ |2 |12 — 12
|V, +9, +V, [ =V, | +|V, | +]V, ]
c) Dado el vector V = (1,2,3), halla los vectores V, y V, que cumplan las tres condiciones siguientes:
a) V, tiene sus tres coordenadas iguales y no nulas;
b) V, es perpendicular a V,
c) V=V, +V,
(14) Los puntos A(l,l,l), B (2,2,2) yC (1,3,3) son tres vértices consecutivos de un paralelogramo.
a) Halla las coordenadas del cuarto vértice D y calcula el area de dicho paralelogramo.
b) Clasifica el paralelogramo por sus lados y por sus angulos.

(15) Sean A, By C tres puntos del espacio tridimensional que verifican la relacién CB=-3.AB

a) Calcula el valor que toma k en la expresién AC =k - AB

b) Si A(1,2,—1) y B (3,6,9), halla las coordenadas del punto C que cumple la relacién de partida.
(16) Se consideran los puntos A(1,a0), B (1,,a-2)y C (1,-1,a).

a) Comprueba que no estan alineados, cualquiera que sea el valor que tome el pardmetro a.

b) Halla el area del triangulo que determinan los tres puntos.
(17) Resuelve la siguiente ecuacion vectorial:
xx(2,,-1)=(1,3,5)
sabiendo que | 7(| - 6.
(18) Dados los vectores U = (a,1+ a,2a), V= (a,l, a) y W= (1, a,l), se pide:
a) Determina los valores de a para que los vectores i, Vy W sean linealmente dependientes.

b) Estudia si el vector C = (3,3,0) depende linealmente de los vectores U, Vy W para el caso a = 2.

c) Justifica razonadamente si para a = 0 se cumple la igualdad U - (\7 X \Tv) =0.
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