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Tabla de integrales inmediatas

Inmediatas Con funcion - Cuasi inmediatas
jx“dx=:+1+k [#760-F(9lx = +(1)+k
I%dx:ln|x| + K jf() x = In[f(x)|+k
[erdx=e*+k [e™@f (x)dx = e +k
X f(x)
jaxdx: I2—a+k Iaf‘x’f (x)dx = Tn—+k
J.senxdx = -cosx+k _[sen(f(x))f' (x)dx = -cos(f(x)) + k
j cosxdx = senx +k j cos(f(x))f' (x)dx = sen(f(x)) + k
F

[ — - Ox= [(1+1g*)dx = tgx+k | —cosz(();zx)) dx = [ (1+ tg2(fe))F (x)dx = tg(f(x)) +k
I dx = J.(1+ cotg2x)dx = -ctgx + k Ii dx = j(1+ ctg?(f(x))f' (x)dx = -ctg(f(x)) + k

senx g g sen?(f(x))
I ! dx = arcsenx +k _[ ) dx = arcsen(f(x)) + k

V1-x2 V1-13(X)
I 1 dx = arctgx +k I re) dx = arctg(f(x)) + k

1+ x2 J 1+ 2(x) g

Propiedades y métodos de calcular

En la suma/resta: Laintegral de la suma es la suma de las integrales: f(u +v)dx = fu dx + fv dx
Ejemplo: [ (senx + x?)dx = [senx dx + [x? dx = —cosx- x3—3 +k

En la constante: La integral de una constante por una funcion es la constante por la integral de la funcion.
Ejemplo: [3-senxdx = 3 - [senx dx = 3(—cosx) + K

En la multiplicacidn: No hay regla fija

Intentar que un factor sea la derivada del otro por cambio de variable si no, intentar hacer por el método por partes:

. 3 2 t2 x* , t2 _ (sinx)?2
Ejemplos: [2x3dx = [x*-2xdx=[t-dt=—+C="+k ; [sinx-cosxdx= [tdt= —="——+k

En la divisidon: No hay regla fija

- Intentar que el numeador sea la derivada del denominador, para aplicar Ln.
- Si en el denominador hay una x?, intentar que se parezca a la arctang.

- Si no, hacer por el método cambio variable

- Si no, aplicar método racionales.
sinx _ f—sinx

dx

Ejemplo: [tanx dx = [—— ——=1In |cosx| + k
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J-f'.senf.dx =—cosf

TIPOS EJEMPLOS
Tipo potencial 3 AR PR N
T ffx?’dx:fxz.dx:?) ==
fx dx—a+1 /2+1 /2
Tipo logaritmico e*
pffg f _dx = L(1+ e”)
ffdx = L|f] IT+e
Tipo exponencial [e2dx = = [(=2)e Pdx = —=¢~2*
, -2 2
ff.ef.dxzef 45%
fo.9x.dx = f45xdx =—
f I _ﬂ L45
f.a’ .dx = Ia
Tipo coseno
fsenxdx=—cosx f xd —3]1 xd = -3 X
sengdx = 3-Senzdx =—3cosy

Tipo seno

f COS X = senx

ff’.cosf.dx = senf

1
f cos(2x + 5)dx = Ef 2.cos(2x + 5)dx = sen(2x +5)

Tipo tangente
1
f 052 xdx = tgx

Iz
fcoszfdx =tgf

ftgzxdx=f(1+tgzx—1)dx=tgx—x

10x

f X _ 1f 1 ra(Sx? — 3
cos?2(5x2—3) 10J cos?(5x2—3) 10 9(5x )

Tipo cotangente
1
f sen?x dx =—cotgx
f

sen?f

dx =—cotgf

fcotg2 xdx=f(1+cotg2 x—1)dx=—cotgx —x

j X d _1J‘ 6x dx = 1 ¢ o 3x2
sen? 3 x2 x_6 sen? 3 x2 = 6CO gox

Tipo arc senx (= —arc cosx)

dx = arc senx

e
J 1f_ 7 dx = arc senf

1
= —arcsen

I° x 1/ 2x
j X = -f S
V1—x* 2) J1-(x2)? 2

dx = arcsen e*

szdﬁfL
V1— e J1—(e9)?

Tipo arco tang.(= -arc cotang.)

1722 dx = arc tgx

2

szdx =arctgf

f 1 P 1f 1 P 1 .
x = — X =—arctgx
3 + 3x? 3) 1+x2 3 g

R S R Y S
1792~ ) 15 @e ¥ 3] Ty @ =39¢ 19(30)
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METODOS DE INTEGRACION
0. INTEGRALES CUASI INMEDIATAS:
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Pueden calcularse a partir de la tabla de integrales; generalmente se ha de ajustar una constante para que un
factor resulte ser la derivada de una funcién que aparece en el integrando. (una dentro de otra; regla cadena)

Eiemplol [ f(x) - f'(x)dx equivale a tener [ t dt

o [x?(2—2x3)=-buscamos laforma [ f(x) - f'(x)dx o si: t=2—2x? queda [tdt

1 _ __ Yl 20 5.3y __11 932 — Ly 5 332
6f(Z 2t)dt= 6f 6x?(2—2x*) =—--- (2-2x°)? = ——-(2-2x°)

Si en el producto, una funcion es derivada de la otra: [ g(f) - f'dx = g(f) + k

(sinx)*

o [sin3x-cosxdx = f(sm x)3 - cosx dx = + k — equivale al cambio: [ ¢3-dt

— - multiplicando y dividiendo por 2:

Ejemplo2: \/_

senvx sen\/_
f dx =2 dx—2fsentdt=—2cos\/§+1(

Vx 2-Vx

Ejemplos de integrales gue se transforman en inmediatas (casi-inmediatas)

1. [x2(2—2x3) =Sibuscamos [ f(x) - f'(x)dx o [tdt: —% [—6x2(2 —2x3) =

x—5+1 x—4

2. fxisdxzfx_dez =X -4k

—5+1 -4 4x4

1 _ _g_x1/3_ 3
3. f3—\/x_2—fx 3—m—3\/§+k

Senx—cosx cosx—senx
4. fsenx+cosx - _fsenx+cosxdx = _Lnlsenx + Cosxl + k
3 _ _ 1NV 24y — _3 _1)1t= _3_1
5 J4x2—4x+1 dx = f(z -1)2 =3JQx-1Ddx = 2 2x—-1D7 = 2 (2x-1)
6. ftg—x = fcosxdx = Ln|senx| + C
1
7. fx2+1 = —f 2+1 =-In(x*+1)+k
2dx  _1pdt _ 1
8. f1+4x2 - f1+(2x)2 =)= arctgex +k
9. fearcse"xdx _ fearcsenx Ly = fet dt = e@resenx 4
1-x2 1-x
1 2% Ln2 1
10. f1+4x =l T dx = —arctg 2% +k
2% 0, = 1 2 X 0y = d
11. [ sec® Sdx =3 [ .sec” Sdx = 3tg 3
12. [ sec® (2x + 1)dx = %fZ.sec2 (2x + 1)dx = %tg(Zx +1)+k
1 dx 1 dx 1 4 .3 1 . 3x
13. fm IE_ZI 1_(3_x)2—Z-;arcsm;x+k—;arcsm:+k

+ k
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1.- METODO DE INTEGRACION POR PARTES.

Se utiliza este método cuando en la expresion a integrar se aprecia la existencia de dos funciones sin que ninguna de ellas

sea derivada de la otra. La formula a emplear es la siguiente: f udv=uv-— f vdu

Recordar frase pnemotécnica: UDiaVi= UnaVaca — | Vestida DeUniforme
Una parte la tenemos que saber integrar y la otra derivar. Si hay parte polindmica, intentar que baje de grado.

Ejemplos:

1- [3x*-Inx dx

u= Inx se deriva y dv = 3x? se integra . Luego aplicamos la formula: [u dv =uv — [v du vy sustituimos:
1
u = Inx = du= ;dx

3
dv=3x¢ = v=x, [3x%-Inx dx = x3-lnx—f%x3dx = x3-lnx—x?+k

2- [arctgx dx

1

— . . - . 1
1+x2  Aplicando la férmula que hemos indicado anteriormente, [ = x.arctg x — fx.mdx

u=arctgx du=
dv = dx v=x

. . o 1 2x
La integral resultante es de tipo logaritmico: 1| = x.arctg x — Ef

1+x2

dx = x.arctg x — %L(l + x2)+C

3.- [x% senxdx

u=x? u = 2xdx

— 2
- |=- 2 .
dv =senxdx v = [senxdx = —cosx x Cosx-l_f X cos x dx
(*) A veces hay que repetir la integracion por partes como en este caso:
u=2x du = 2dx
} _ _ = [2xcosxdx =2xsenx — [2senxdx = 2xsenx + 2 cos x
dv = cosxdx) v=[cosxdx = senx

Y volviendo a la expresién (*) obtenemos el resultado final: [ = —x? cosx + 2x senx + 2 cosx + K

4-  [e*-(7+2x)dx

u=7+2x du=2x

_ X X — LoX 9 pX — X
dv = o*  p=eX >1=(74+2x)-e [2-e*dx= (7+2x)-e* —2-e e*(5+2x)+k

5.- fl:—zx dx

Equivale a: | Inx - x~2dx
u=Inx = du=1/x
—inx 1

dv=x2—v=lx2=-x : I=uv-Jvdu= Inx--1/x -[-x2 1/xdx = ——:+C
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2.-METODO DE SUSTITUCION O CAMBIO DE VARIABLE.

Consiste en sustituir la variable x por otra variable t mediante una nueva funcion g tal que x=g(t) a fin de
transformar el integrando en otro mas sencillo.

Ejemplos:
dx

L- fx+\/E

Cambiamos x por t? (para eliminar la raiz) x = t?, con lo que dx = 2tdt y la integral queda:

dt —I—dt— 2Injt+1| +k=In(t+1)®+k.

Ix+\/—dx J.t2+t
dX=In(\/; +1)2+k

Deshaciendo el cambio, t = \/; , se tiene: I

X+ /X

1
2.-
fx x-1 dx
Hacemos el cambio VX —1 =t y elevando al cuadrado, x-1 = t2

Diferenciando la igualdad anterior, dx = 2t.dt
Por otra parte, de x-1 = t2 resulta x = 1+t2

2tdt = Zf > dt =2arctgt = 2arctgvx — 1+ C

1 1
Sustituyendo resulta: f—xm dx = f(1+t2)t

3- [x* [1+x3dx

Hacemos el cambio .[1+X 3 =t =1+x 3 =t2 = 3x %dx = 2tdt

. 2tdt
Despejamos en forma adecuada: x%dx = Y ahora sustituimos:

2/(1+x3)3
2tdt 2 2t3
2 3 _ 3,2 — — 2 . D
fo1+x —f\/1+x.xdx ft'3 3ftdt 33

- 9

f 2x+1
(x? +x+1)2

4.-

Hacemos el cambio X2 +X +1=t = (2x +1)dx =dt
Sustituyendo en la integral resulta:
-1
t
2x+1 __rat _ -2 _ _ _
f—dx = ft_z— ft dt —_—1——————+C

(x? +x+1)2

5.- [sen® xcos® xdx

El cambio que podemos realizar es el siguiente: senx = t ( Por ser impar en cosx)
De dicho cambio resulta: cosxdx = dt y sustituyendo en la integral propuesta obtenemos:

[ sen? xcos® xdx = [ sen® x.cos* x.cosxdx = [ t* (1 —t*)dt=

5 3 5
+C

:f(tz _t4)dt:i_t_:sen x sen’ x
3 5 3 5
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1
6- | masdr

2
= X =
X =t= LR 2tdt=Zf;dt=2arcsent=Zarcsen\/}+k

| = f;
dx = 2tdt a/l-tz 1-t?

Pag. 6

Otros cambios:

4 2
3x—ﬂfx=li.?2|x3—2|+c arctg:rdx=arc:tg x+C
X _2 3 1+X

=t = 3xidx = dt 1
arctg x = = zdx:df
1+x

J‘l::-::-s(x:4 )2;{ dx=zen x* +7 J‘Exe”?dx =" 4+

2 == Oxdx=dt 2=t = Sxdr=dt

1
fx-lnxdx =Ln (Lnx)

Cambiamos:Inx =t = dt = o dx

Para poder usar: f% =Int - Sustituimos: [ dx = f%dx =In(Inx) +k

x-Inx
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3.- METODO DE DESCOMPOSICION EN FRACCIONES SIMPLES

Consiste en separar la funcién racional en sumas de funciones racionales. Suponemos que el grado del numerador es menor
que el grado del denominador , pues en caso contrario, se hace la division y después se integra el cociente mas el resto

partido por el divisor, es decir, f p( ) dx donde el grado de p(x) es igual o mayor que el de q(x), entonces,

px) | ax p(x)=q(x)-c(x)+r o bien: P(x) —o(X) 4 ——
r | c(x) q(x) q(x)

) p(x) _
Por tanto: f_q(x) = f(c(x) + pros )) dx
Ejemplos:

x*+x3—x?-2x+5
l'_f x3—x2-x-1

Primero hacemos la divisidn para que la funcidn racional quede con numerador de grado menor al denominador.

'+ —xt-2x+5 x—5
P -x—1 ¥ ¥-r-x-1
xt+x3-x%2-2x+5 x-5
conlo que: f Bx?—x1 = fx dx — fm dx
5
Calculando por otro lado la integral IW dx:
X-5 X-5 A B C  AKX+1)2 + B(x-1)(x+1)+C(x- 1)
= = + + =
X2 +x2-x-1 (X-1(x+1)2 x-1 x+1 (x+1)? (x-1)(x+1)2

Laigualdad x - 5=A(x + 1)? + B(x - 1)(x + 1) + C(x - 1), se verificara para cualquier valor de x;
parax=-1,-6=2C; C=3,

parax=1, -4=4A; A=-1,

parax=0, -5=A-B-C;B=1.

-5 3
oot = L Jato [

3
- — + k.
X+1

X+ 3
+ +
x-1 X+1

X+1
x-1

=-In|x-1| +In|x+1] - +ki=1In

+1

X-5
Finalmente: J.— =

X
3 — -1In
X°+x2-x-1 2

2
2.- f 2x+1 dx

Sol: Dado que el grado del numerador es mayor que el grado del denominador, hemos de realizar |a divisidon con lo

gue se obtiene el siguiente cociente y resto: C(x)=§X _Z ; R =%

, 1

X -
I dx:_[ (EX—E+ 4 Exdx—f de+£j . dx== [ xdx — = [ dx +

2x+1 2 4 2x+1 2 4 47 2x-1 2 4
1x% 1

S dx == —SxX 4= L|2x 1+C
87 2x—-1 22 4
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1
3-- fxz —5x+6 dx
5+v1
Buscamos las raices del denominador resolviendo la ecuacion X 2 -5 +6=0-x = _T\/_ = {3
1 1 a_ b a(x-2)+b(x-3)

Xx2-5x+6 (x-3)(x-2) x-3 x-2 (x =3)(x —2)
Como los denominadores son iguales los numeradaores también lo serdn, por tanto, 1=a(x-2)+b(x-3)

Y dando a x los valores de 2y 3 se obtienen los valores de ay b: Para x=2, 1=-b Para x=3, 1=a

1 1 1
————dx = dx — dx=Llx—-3|—-Llx—2|+C
fx2—5x+6x fx—S X fx—z x Ix | Ix |

Pag. 8

a- [ lax

x2 +x

En este caso la descomposicidn en fracciones simples es mas sencilla:

-1 3x-1 g+ b a(x+1)+bx

x24x  X(X+1) X x+1  x(X+1)

3X —1=a(x +1)+bx Las raices del denominador son 0y —1:

Parax=-1,b=4
Parax=0,a=-1

3x—1 -1 4
j > dx=f—dx+f dx =—L|x|+4L|lx+ 1|+ C
xX° +x X x+1
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EJERCICIOS RESUELTOS DE CALCULO DE INTEGRALES

1.-Célcula las siguientes integrales: a) [ xe*dx ; b) [xsenxdx ; c)[xLxdx;

Solucion: Todas ellas se resuelven por partes y la formula del método es: [u.dv =uw.v — [v.du
a)I = [ xe*dx.

u=x
dv = ex.dx} du = dx
v=[e*dx=e¢* > [=xe* —[e*dx=2xe*—e*+C

b) I=f xsenx.dx

u==x
du=d
dv = senx.dx} u x
v=[senxdx=—cosx - I=—-xcosx+ [cosxdx =—xcosx+senx+C
¢)I = [ xLxdx
u=1Lx -1
dv = xdx} , , du = dx
x? x? x? 1 x? 1 _X X
v=[fxdx=" > I=7.Lx—[F.-.dx= ?.Lx—zfxdx—7.Lx —T+C
2.-Calcula las siguientes integrales:  a) [ x2e*dx ; b) [ x%cos3xdx
Sol: Las dos se resuelven aplicando el método de integracion por partes dos veces:
a) [ x%e*dx
2
uU=x
du = 2xdx
dv =e* dx}
v=[eXdx=e* >1=x?e* — [2xe"dx; | =x%* -1, (*) donde I, = [ 2xe*dx
Hacemos nuevamente
u=2x
dv = exdx} du = 2dx
v=[e¥dx=e* >1I =2xe* — [2e¥dx = 2xe* — 2e*
Resultado final: | =x %X —2xe* +2e* +C
b) [ x? cos 3 xdx
2
u=x
du = 2xdx
dv = cos 3xdx}

1 1
vszOSSxdx=§f36053xdx=§sen3x

1 2
I =2x*sen3x— [-xsen3xdx.

Aplicamos nuevamente el método de integracidon por partes:

2
u =§x; dv = sen3xdx.
2 1 1
du =§dx; v=fsen3xdx=§f3sen3xdx= —§c053x
f%xsen3xdx = —%xcos3x+f§c‘053xdx = —%x0053x+237f36053xdx =

= —gx C0S3X +£sen3x
9 27

| = L% 25en3x + 2x cos3x — -2 sen3x +C
3 9 27
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3.-Integra las siguientes funciones racionales:
1+2x

8) [ o—dx; b) [F—dx ¢) [T

x2+x—6

X +1

dx; d) f

Solucién:
a) La primera es inmediata ya que el numerador es exactamente la derivada del denominador, por tanto,
2x+1 2
2—dx=L|x +x—6| +C
x“ +x—6
b) La segunda se resuelve buscando la derivada del denominador:
f 1 g 1] X2 =l —2x—e|4c
——dx == | 5——dx ==.L{x* —2x —
2 -2x-6 2) x> —2x—6 2
c) La tercera la descomponemos en dos integrales:
1+ 2x 1 2x 2
f—zdx=f—2dx+f—2dx=arctgx+L(1+x )+C
1+x 1+x 1+x
d) La cuarta se resuelve realizando previamente la division. Y podemos realizarla por Ruffini

Hecha la division se obtiene de cociente x+1 y de resto 2
2

fszd —f it —Eydr =X b 4oL -1+ C
po— x=|(x x—1)x_2 X X

2x+1
x2-5x+6

4.-Integra la siguiente funcion racional: 1= dx

Como no puede obtenerse en el numerador la derivada del denominador, utilizaremos el método de descomposicién en
fracciones simples, ya que el denominador tiene raices reales.

5++v25—-24 Si‘l {3

—5x+6=0=>x= 5 =
2x +1 _ 2x -1 _ A N B A(x 2)+B(x — 3)
-5 +6 (xX-3)(x-2) x-3 X—-2 (x =3)(x —2)
Como los numeradores son iguales los denominadores también lo seran:
2x+1=A(x—-2)+B(x—3)
Parax=3, 7=A; Parax=2,5=-8B

(A x se le han dado los valores de las raices del denominador.).
Ahora procedemos de la siguiente manera:

= 2 x=Iédx_l_f}%dx=7L|x-3|-5L|x-2|

x2-5x+6

5.-Calcula por el método més adecuado Ias siguientes integrales:
a) [ —mzdx D) [ 7 errs
(x-1)2 7 3x2 6x+5

a) La primera la resolvemos por un sencillo cambio de variable: x —1 =t = dx = dt

! dx = 1dt— t‘zdt—t_l— 1 1 C
A i R =

b) La segunda es una integral en la que el numerador puede transformarse en la derivada del denominor:

J 1 d—lf 70 e=lisx® —ext5|4c
3?2 —6x+5 " 6)3x2—6x+5 " 6 17 7O

6.-La funcion f(x)=2x+5 tiene infinitas primitivas que difieren en una constante. ¢ Cual
de estas funciones toma el valor 18 para x=27?

[(2x + 5).dx = x* + 5x + C Como toma el valor 18 para x=2 resulta: 22 452+C =18=C =4.
La funcién buscada es: F (X ) =X 2 15x +4
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7.-Halla una funcion cuya derivada sea f (x) = 4x 2_7x%+5x -1 y que se anule para x=1.

Buscamos la integral indefinida de f(x) que es: f(4x3 —7x* +5x —1).dx = x* — 1 +3X x4
3 2
7.1° 51
Como se anula para x=1 tenemos: 14 — 3 + T —1+C =0y se obtiene que C=- 1/6,
2
7x3 Bx 1
Por tanto, la funcién buscada esF (x ) = x * —T+T—X "%

|8.-Halla la funcion G tal que G*(x)=6x+1; G(0)=1y G(1)=0

Nos dan la segunda derivada por lo que tenemos que integrar dos veces:
G'(x)=[(6x+ Ddx =3x>+x+C G(x)=[Bx*+x+C)dx =x3 +%x2 +Cx+D
De G(0)=1 resulta: D=1, (después de sustituir la x por 0.)

De G(1)=0 obtenemos: 1+1/2+C+1=0 ,(después de sustituir la x por 1) por lo que C=-5/2.

1 5
La funcién que buscamos es la siguiente: G (X ) =X 3 +EX 2 _EX +1

9.-Dada la funcion f(x)=6x halla la primitiva que pasa por el punto A(1,2).

Sol: Hallamos la integral indefinida: [ 6xdx = 3x% + C
que es el conjunto de todas sus primitivas.

Ahora buscamos la que pasa por el punto (1,2):

31°+C =2 Io que indica que C= —1, por tanto, la primitiva buscada es F (X ) = 3x 21

10.-Resolver la integral [ sen® x dx

Sol: Es impar en senx por lo que hacemos el cambio cosx=t
con lo que -senx.dx=dt. Entonces:

[sen® x.dx = [sen* x.senx.dx = [ sen® x.sen® x.senx.dx=
=[(1 - cos® x)(1 — cos® x).senx.dx = [(1 —t*)*.(—dt) =

_ o2 4 23’ 2 e _
=— [(1=2t" +t*).dt = —(t St C=—t+———C+C=

2cos®x coxSx

=—cosx+ -
3 5
11.- Calcula por el método mas adecuado la siguiente integral: I = f%
I_J coS x f cosx (1 + cos x) B
B 1—cosx (1—cosx)(1+cosx)
fcosx(1+cosx) dx fcosx+cos x
B 1-cos?x sen? x

2

COSX COS X cosx 1-sen?x

= S dx [ k= [ 2 dx + [ s
sen” x sen” x sen

_ cosx 1
=f dx + fsenz

— —dx — [ dx=l, —ctgx+x + C

. cosx . .
Resolvemos ahora la integral I; = fse oy dx haciendo el cambio senx=t ; cosxdx=dt y entonces I; =

[ ey S e T S S

sen? x -1 t senx
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x—3
x2+49

12.-Resuelve la integral siguiente: I = dx

La descomponemos en dos integrales. En la primera podemos buscar en el numerador la derivada del denominador y en la

segunda buscamos el arco tangente

X 3
= | ——dx— | ———dx =1, +]1
fx2+49x fx2+49x 1+l

1—f X d—lf 2X = L + 49
1= | 3 20% T3 r o T L )

3
3 /49 3 1
Izzfz—dxzf—dxz— ——dx
+ 49 x? 49 49 2
x /49 +*"/49 1+ (%/7)
Haciendo el cambio x/7=t resulta x=7t y por tanto dx=7dt por lo que

1_3 ! 7dt_21 ! dt_3 tt_3 tx
279 ) 1+ " T 1 TYIt = 7udgy

3
13.-Calcula por el método mas adecuado la integral siguiente: f%dx

Lx =t

El método mas adecuado es el de sustitucion o cambio de variable: 1

— dx=dt
X
(Lx)* N U SR (29
f p dx—f(Lx) .;dx—ft dt—Z+C— 7 +C
14.-Resuelva la integral [(x — 1)e* dx por partes

u=x-—1 .

dv = exdx} du = dx

v= [ e dx =e”*

f(x—l)exdxz(x—l)ex—fexdxz(x—l)ex—ex +C

15.-Resuelve la siguiente integral por partes: I = [ cos?xdx  por 2 métodos

Método por partes:
U = Ccosx }
dv = cos x dx
v=[cosxdx =senx — I = [cos* xdx = [ cosxcosxdx =senxcosx + [ sen® xdx

I =senxcosx+ [(1—cos® x)dx — [ =senxcosx+ [ dx — [ cos* xdx —Volvemos a tener la
misma:

du = —senxdx

| =senx cosx +x —1
2l =senx cosx +X
_ Senx cosx +Xx

I +C
2
Método 2:
Descomponiendo en las relaciones trigonométricas: cos?x = 1-sinx 'y €0S2X = C0S?X —Sin?x
Jcoszxdx—f—l-l_coszxdx—fldx+ ! f_l‘sin2x+k
B 2 )2 2[cos2xdx=2 2 2
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16.-Resuelve la siguiente integral por partes: [ xL(1 + x)dx

du:idx
u=L(1+x)} 1+x
dv = xdx x 2

V="—

2
I—x2L|1+ | 1 e E 1+ 1] X
) x R TR WG Al I pre

Dividiendo x? entre x+1 se obtiene x-1 de cociente y 1 de resto, por tanto:

2 2 2
I=ZLll+x =2 f(x—1+—dx > [=SL1+x|—;(S—x+Lix+1])+
2 2 x+1 2 2\ 2

17.-Resuelve la siguiente integral trigonométrica: f—se':z:;‘qx
senx +tgx senx senx
I = = dx + 2 dx = 11 + 12
CcOS X coS X coS“ X

La primera la ponemos de forma que el numerador sea la derivada del denominador:

senx —senx
I, = dx = — dx = —L]|cos x|
coS x

Para la segunda hacemos un cambio de variable:

cosx=t ; -senxdx=dt

18.-Resuelve la siguiente integral: fﬁdx

Las raices del denominador son imaginarias. En este caso se procede de la siguiente manera:
x2—2x+3=(x—a)?+pB; esdecir,x? —2x+3 =x?>—-2ax+a’+f
Identificando coeficientes se obtiene: a=1; (=2.

2 g = [—2—dx
1 —("‘21)2+1 (’%1)2“
xX— —

Si hacemos el cambio N t se obtiene que dx = v2dt y llevandolo a la integral planteada,

8 4 x—1
————dx = 2dt = 4v2 =442 T
fx2—2x+3dx ft2+1\/_dt V2arctgt V2arctg 7 +C

8 8
Entonces resulta: fmdx = fmdx = f
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dx

19.-Resuelve la siguiente integral: fx—(x—l)z

Estamos en el caso en que el denominador tiene raices multiples. Las descomposicidon tenemos que hacerla de la siguiente

forma:
1 A B Cc

x(x—1)2zz-l_x—l-'_(x—l)2

. o . . D
(Si la raiz multiple fuese de orden 3, llegariamos con las fracciones hasta m)
1 A(x—1)24+Bx(x—1)+Cx
=AY (x-1) (donde hemos realizado la suma indicada)
x(x—1)2 x(x—1)2

Igualando numeradores: 1 = A(x — 1)? + Bx(x — 1) + Cx.
Para calcular los valores de A, By C damos a x los valores de 0, 1 y otro valor cualquiera: 2
De ese modo obtenemos A=1, B=—1y C=1.

Entonces:

J— dx=f§dx—fﬁdx+f ' _dx = Llx| — Llx — 1| + [(x — 1)~ 2dx =

x(x—1)2 (x—1)?

)—2+

— 1
=Lix|—Llx -1 +E2 o= Lx| - Lx -1 -—=+C
—2+1 x—1

20.-Resuelve la siguiente integral: I = [ V25 — x2dx

El cambio a realizar en este tipo de integrales es x = 5sent

dx = 5cost.dt; V25 —x2 = 25— (5sent)? =/25(1 — sen?t) = 5cos t

Entonces: | = [5cost.5cost.dt =25 [ cos? tdt. (*)
Hacemos I; = [ cos? t dt y la resolvemos por partes:
cost =u; cost.dt = dv; —sent.dt = du; vzfcost.dtzsent

L =sent.cost+fsen2t.dt=sent.cost+f(1—coszt)dt=sent.cost+fdt—fcoszt.dt

sent.cost+t

Es decir, I; = set.cost +t — I;; y por tanto, I; = 5

Resultado que llevado a (*) nosdal = % (sent.cost + t).Si deshacemos el cambio de variable:

V25— x2

X
sent = —; ydelarelacién sen®t + cos*t = 1, saleque cost =

5
Finalmente queda: I = %x\/ZS —x%+ zz—sarcseng +C

5

21.-Resuelve la siguiente integral: 1= [x-vVx+5dx

Para eliminar la raiz, hacemos el cambio: x+5=t> — x=t2-5 — dx = 2t

5 3
I= [(t2—5)- Ve2-2tdt = [(t2 —5)t-2tdt = [(2t* —10t?)dt = %— 10;
2\/(x5+5)5 _ 10\/(J3c+5)3 +k

+k

Luego deshacemos el cambio: | =

22.-Resuelve la siguiente integral: 1= [v1 — x2 dx

Cambio trigonométrico: sina + cos?a =1 — 1 - sina = cos’a — x = sina —> dx = coso-da

I=[V1-sin2a-cosada= [Vcos?a-cosada = [cos*ada= %+sm2a+ k (ver ejer. 15)

arcsin x sin (2 arcsinx
( ) +k

4

Deshaciendo el cambio: | =
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EJERCICIOS PROPUESTOS.

1.- Resolver laintegral: I = [ L dx
senx 1 1
(Indicacién: Multiplica y divide por senx) Sol: =ZL(cosx +1) + ELIcosx —1]+C
2.- Resuelve I = [ —&
1+senx

(Indicacién: multiplica y divide por el conjugado del denominador) Sol:tg x — ﬁ +C

= ﬁ
Sol. Buscando el arco seno resulta: I = a.arcsen= - +cC
1

e
Sol: Se hace el cambio x + 2 = t™cm(indices) — ¢6 y se optiene

I=2Vx+2-3Vx+2+6Vx+2—-6L|1+Vx+2|+C

1
5.- Resuelve: I = | ——=dx
f\/ 7+6x—x2
Sol: Eliminamos el término en x haciendo el cambio x=t—b/2 . Después buscamos el arco
. x-3
seno y se obtiene I = arcsen -+ C

J%dx=L|x+\/x2—a+C|
Sol: Hagase el cambio Vx2 —a =t —x

3.- Halla el valor de la siguiente integral: I =

4.- Resuelve la integral siguiente: I = [

6.- Demostrar que |

7.- Comprueba que fJ:_de =2L|x + Vx2 + 4 + (|
X

d 1 x+4
8.- Resuelve: Im Sol. Earctg T

2x_
9.- Utilizando el cambio de variable e = t, calcula [ *—=
Sol. e* — 4L(e* + 1)
10.- Calcula la siguiente integral: [ = [ ————
senxcosx

(Indicacidn: Sustituye el 1 por sen?x + cos? x, después la descompones en suma de dos integrales y cada una de
ellas se resuelve por cambio de variable)

1+sen?x

Sol. —2L(cos x) + L(senx)
11.- Resuelve: I =

Sol.I=L(e*)—L(e*+1)+C
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INTEGRAL DEFINIDA - CALCULO DE AREAS

= Interpretacion geométrica: f;f(x)dx es el area de la regién limitada por las rectas x =a, x = b, y = 0 (eje de
abscisa) y la gréafica de la funcion f(x).
= Teorema del valor medio: f:f(x)dx = (b - a)- f(c)
= Regla de Barrow: (integral definida): f;f(x)dx = F(b) - F(a)
= Célculo de areas:
» Para una funcién con OX: Comprobar si hay corte con OX entre los intervalos de integracién dados

» Para una funcién que corta a OX: Buscar los puntos de corte con OX para usarlos como intevalos
» Para dos funciones que se cortan: Integrar la resta de las funciones entre los puntos de corte

0.- Calcular la integral [} —"—dx

Solucion:
X X A . B AX+D)+B(x-1)
x?=1 (X-D(x+1) x-1 x+1 (x =1 (x +1)
X=A(XX+1)+B(x -1
Parax:-l,B=l ; Parale,A:%
x 2 R TTPTINE _
fxz_ldx=fx_ldx+fx+1dx—2L|x 1/ +-Llx +1]=
=L (VX =1.Vx +1)
Por tanto,

f x_ldxz[L(\/x—1\/x+1)]§=L\/§—L\/§

x2

1.- Calcular el area de la region limitada por la gréfica de la funcion y = x3 - 3x2 - x + 3,

las rectas x =-2, x =2 y el eje OX

1°- Resolver la ecuacion: y = x3 - 3x2 - x + 3 = 0 ( para calcular las abscisa de los puntos de corte de la grafica
de f con el eje OX); x1 =-1, X2 = 1y x3 = 3, este ultimo fuera del intervalo [-2, 2], con lo que no se tiene en
cuenta.

2°- Calcular la suma de los valores absolutos de las integrales definidas:

4 2 -1
U_j(x3 -3x2- X+ 3)d><‘ + J‘lz(xs -3x2- x+ 3)d><‘ = [X? N X? N BX}

x* X2 ' x* x? ? 25
+[——x3——+3x} +{——x3——+3x = ‘——
-1 1

I_ll(x?’ -3x2-x+ 3)d><‘ +

+ 4] +

4 2 4 2 4 4

v
——| =12u2
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2.-Calcula el area del recinto limitado por la pardbola y=x2 y las rectas y=0, x=2, x=6.

Solucién:
Larecta y=0 es el gje x.

El area del recinto limitado por una funcion f(x), el eje x y la rectas x=a, x=b, viene dada por el valor absoluto de

la integral I = fff(x)dx siempre que la funcién f(x) no corte al eje x en ningin punto interior del intervalo [a,b]

I= f26 x* dx=

_[ﬁ]ﬁ_i_i_@
s, 73 37 3
208 208 2

Area=

3 3

3.- Calcula el area limitada por la curva y = x3 — 6x2 + 8x y el eje X

Calculamos los puntos de corte de la curva con el eje x :

x=0

x*-6x*+8x =0 > (xz—6x+8)x:0:{x2—6x+8:0=>x:2-x:4

Los puntos de corte obtenidos son 0, 2y 4, por tanto el area pedida se halla resolviendo las integrales:

Ilzfoz(x3 — 6x* + 8x)dx

/ I2:f24(x3 — 6x* + 8x)dx

2

0 2% - |1:[§_ 2x3 + 4x2]0 = 4;

4

o= — 243 + 4x?| = —4: Area=4 |+ [-4|=8 u2
4

2

4.- Calcula el area del recinto limitado por la parabola de ecuacion y = 9 =x? y el eje de abscisas.

Determinamos los puntos de corte de la curva con el eje x: 9-x?=0 = x=3 ; x=-3

3
1= 50-x)dx=[ox—%] =(@7-9)-(-27+9) =36 ; Area=[36/=36v2
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5.-Calcula el area del recinto limitado por la parabola y = 4x - x2y el eje de abscisas en
el intervalo [0,6]

Comprobamos si hay puntos de corte dentro del intervalo [0,6].
4x-x? =0 = x(4-x)=0 = x=0; x=4

—— Como hay un punto de corte dentro del intervalo [0,6] que es x = 4, las
integrales a plantear son:

{0 L . oyt
11 :f (4‘X—X2)dx: [sz __]
| 0 3 0
- | gy 84_96-64_32
3 3 3
6 31° 32
= et = o - = o7
_56
Areazg+‘_5_6 =@’ Area:@UZ
3 3 3 3

6.- Halla el area comprendida entre las parabolasy =8 — x?; y = x2

Buscamos los puntos de corte de las dos curvas: 8—X°=x°’=2x*=8=X = +4 =42
Los limites de integracién son; -2y 2
La funcion a integrar es la diferencia de las dos funciones: 8 — X 2_x?=8-2x7?,

por tanto, [ = f_22(8 —2x%)dx = [8x —2’;—3 :
I :(16—1—6)—(—16—_—16):32—§:% ; Area= %uz :%u2
3 3 3 3 3 3

7.-Halla el area comprendida entre las curvas y=6x-x2 ; y=x2-2x

3 Igualamos ambas curvas para encontrar los puntos de interseccion:
y=x -x 6x —x2=x%-2x =2x*-8x =0
2X(x —4)=0=>x=0;, x=4
Funcion a integrar:
(x2—=2x)—(6x —x?)=2x*—8x
4

4 2X3
I=f (2x* —8x)dx = |— —4x*| =
0 3 0

:M:_% Area=|_ 54 = 64 u?
3 3 3 3
8.-Area del recinto limitado por la parabola y=3x-x2 y la recta y=x-3
Solucién:
Limites de integracion: 3Xx —x° =X —3=x2-2x -3=0
Resolviendo la ecuacion se obtiene x=3; x=-1
3 32 32| 32 ,

3
Funcion a integrar: [ = f_sl(x2 —2x —3)dx = [x? —x% - 3x] =—=,; Area=
-1

3
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9.-Halla el area del recinto limitado por la parabola de ecuacion y=x2 , la recta de ecuacion y=x+2 y
el eje OX.

Limites de integracion:

Son los puntos de corte de la parabola y la recta:

X*=X+2=>x?-x-2=0
1+V9 1+3
X = = = {
2 2 -1
Funcion a integrar: X +2—X 2 (Diferencia de las dos funciones)
2

resolver la integral: [= fz (x+2—xHdx = [ﬁ +2x — f]z =2
) -1 2 317 2

e

Area = 9 u

==u
2

|10.—Calcula el area limitada por la parabola de ecuacion y=2(1-x?)y la recta de ecuacion y =0

Como la curva es simétrica respecto al eje de ordenadas, podemos

3
integrar entre 0 y \/; y multiplicar el resultado por 2.

\;

o
B

Limites de integracion: 2(1-Xx?)=-1=>3=2x>=X = i\/g

Funcion a integrar: 2(1—x %) —(=1) = 3—2x?

I= foﬁ(B — 2x? )dx=[3x — Zﬁ]f = Z\E > Area= 4\/§u2

|11.—Calcula el area del recinto limitado por la curva de ecuacion y = 2v/x ylarecta y = x.

Limites de integracion:
2UX =X = 4x =x2 =x%—4x =0

X(X-4)=0=x=0; x=4

Funcion a integrar: 2% =X

.

1 4
_ M 2 GRS _8. _8 2
= [ @ /x—x)dx= (2x2—x)dx_[ - __]0_5’ Area=_u

2
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12.-Halla el &rea limitada por las graficas de las funciones y=Lx, y=1y los ejes de coordenadas.

Observando el dibujo, el area pedida sera la diferencia entre las
integrales [ 1.dx y [{ Lx.dx

|1 = .[OeldX: [X]g = elz = fleLxdx = [xLx— x]i = (e — e) _

(0 — 1) = 1 (por partes): Area=l, — I, = e — 1u2

s

;‘?#
CLE S

—

v

13.- Halla el area limitada por la parabolay = x2, la recta de ecuacion y = —x + 2 y el eje OX

o Punto de corte de la parabola y el eje OX:
=X

4 x2=0=x =0

Punto de corte de la recta y el eje =OX:

X +2=0=>x=2

Punto de corte de la pardbola y la recta:

2

X2 =X +2=>x%2

+X-2=0 - x=

—1+V1+8 _ —143 _ {1
2 2 T l=2

La solucién x = -2 esta fuera del eje OX, por tanto, sélo hemos de considerar el valor x =1
Observando el dibujo, hemos de resolver las integrales siguientes:
1.
)

L=fyx%dx =3 L=[(-x+2)dx =1 Area=‘% +

1‘:§u2
6

|14.— Halla el &rea limitada por la funcion y=senx , en el primer periodo (entre 0y 2x)

¥
1 Comprobamos si hay puntos de corte dentro del intervalo.

Como se anula en: sen r = 0 integramos entre [0,x] y entre [r, 27]:

2 _ T 2w _ 2
: Jy senxdx = [ senxdx+ [~ senxdx= [—cosx]§ + [—cosx]3"
n
Como el recinto estd compuesto por dos areas iguales:

A= 2.[—cosx]F=2|-cosm+cos0|=2(1+1)=4u?
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CALCULO DEL VOLUMEN DE UN CUERPO

Que se genera al girar la gréafica de la funcidn y = f(x) entre los puntos de abscisas a y b alrededor de un eje:

b
Alrededor del eje de abscisas: |V = rchZ(X)dX.

Para calcular el volumen del cuerpo que se genera al girar la grafica de la funcién y = x+/X+ 1, entre los

puntos de corte con el eje OX, alrededor de este eje, calculamos la integral definida:

0 2
V= njl(x 1+ X) dXx (x =-1yx =0 son las soluciones de la ecuacién x v X +1 = 0, abscisas de los puntos

de corte de la gréafica de f con el eje OX).

0 2 x* x| 1 1] =
V:TCJ'_l(X 1+X) dX:n|:?+I} 1:{0—(—54—2}} :Eu?)

b
Alrededor del eje de ordenadas: |V = ZnIf(X) -X-dX.
a

f-3-2-1) Ejemplo: para calcular el volumen del cuerpo que se genera al girar la grafica de la funciéon y = x
v X+ 1, entre los puntos de corte con el eje OX, alrededor del eje de ordenadas, calculamos la integral
definida:

V =2r J-_jx(x 1+ x)dx = 2n [ijde.

Aplicando el cambio de variable 1 + x = 12, se tiene: x = t2 - 1, dx = 2tdt; y los limites de integracién:
six=-1,t=0y
six=0,t=1.

ot 4t5+2t3 Y
7 5 3 105

V=2n j:(tz -1)2-t-2tdt = 2z j:(zt“' - 4t* +2t%)dt = zf{ = = W

0




