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TEMA 8. Derivadas. Teoremas. Reqgla de L "Hodpital
Problemas Resueltos

Derivada de una funcién en un punto

1. Utilizando la definicion, calcula la derivada de f (x) = x* —3x en el punto x = 1.
Solucioén:
f(a+h)—f(a)

La derivada de la funcion f(x) es en el punto x = a se define asi: f'(a) = ng

En este caso: f'(1) = mw

Como f(l+h)=(1+h)®>-31+h)=1+3h+3h*+h*-3-3h=3h*+h®*-2 yf(l)=-2, se
tiene:

2 3 2 3
sh™+h ;2_(_2):I|'m3h N i3+ h?)=0

h—0 h h—0

o=l

2. Utilizando la definicién, halla la derivada de la funcion f (x) = 3+X en el punto x = 3.

Comprueba, mediante las reglas de derivacion que tu resultado es correcto.
Solucioén:

f(3) = lim

h—0

f(3+h)—f(3)
h

3+(3+h) 3+3 6+h

Luego: f'(3) = lim B+h)=2 3-2 n1+h gy =50 _ 5
h—0 h h—0 h—)Oh.|_h2
Derivando f(x) = S7% = = *¥72=G*0 _ =5
X—2 (x-2) (x—2)
Six=3, f'(3) = _—52 =—5. Obviamente, coinciden.
(3-2)

. L . L —x*+4x, x< .
3. Aplicando la definicién, estudia si la funcién f(x):{ X“+dx x<3 es derivable en el

—2X+9 x>3

punto x = 3.
Solucion:
Para que la funcion sea derivable en x = 3 debe ser continua y 4 1 =—x"+4x
deben coincidir las derivadas laterales en dicho punto.
Es continua, pues los limites laterales son iguales: 3 -
)= 7
lim f(x) = lim (- x* + 4x)=3. 2 - y=-2x+9
X—3" X—3"
lim f(x) = lim(~2x+9)=3. 11
x—3* x—3"~
Las derivadas laterales son: 1 Z 1 2 3 4 \@

Por la izquierda: f(x) =—x*+4x.
Ccomo f(3+h)=—(3+h)*+4(3+h)=-h*-2h+3y f(3) =3, setendra:
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@) fim JEEN=T@ _ o —h? 20483 —n’-2h
h—0" h—0~ h—0~
_im MM i che =2
h—0~ h h—0"

Por la derecha: f(x)=-2x+9.

Como f(3+h)=-2(3+h)+9=-2h+3y f(3)=3, se tendra:
(3% = lim fE+h)-f() _ lim -2h+3-3 i —_2h=

h—>0* h—>0* h h»0* h

Como las derivadas laterales son iguales, la funcion es derivable en x = 3.

En la gréfica anterior puede verse que la funcién no cambia su trayectoria al pasar de la curva

a la recta. De hecho, a partir de x = 3, la curva es sustituida por la recta tangente a la curva en

ese punto: “la curva se va por la tangente”.

—2.

x?+1, x<0

es derivable en x = 0.

4. Aplicando la definicion, estudia si la funcion f(x) =
X+1, x=0

Solucioén:
La funcidn es continua en x = 0, pues los limites laterales son
iguales:

lim f(x) = lim (x* +1)=1.
x—0" x—0"
lim f(x) = lim(x+1)=1.
x—0" x—0"

Las derivadas laterales son:
Por laizquierda: f(x)=x*+1.
Como f(0+h)=h?+1y f(0)=1, se tendré:

2
t07) = lim LMW =10 _ Iim_h+T1_1= limh=0.

h—0" h h—0 h—0"

Por la derecha: f(x)=x+1.
Como f(0+h)=h+1y f(0)=1, se tendra:
07y = tim JW=FO _ g bl o by
h—0* h h—0* h h—0* h
Como las derivadas laterales son diferentes, la funcion no es derivable en x = 0.
En la grafica anterior puede verse que, en el punto x = 0, la funcién hace un cambio brusco,
tiene un pico.

5. En qué puntos no son derivables las funciones:

a) f(x)=i b) f(x)=+/x
X+3
En cada caso indica el porqué.
Solucion:

. 2 . .
a) Lafuncion f(x)= i3 no es derivable en el punto x = -3, pues en ese punto no esta
X+

definida (y por tanto no es continua).
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b) La funcion f(x) = VX no es derivable para los numeros reales negativos, por no estar

definida. Ademas, tampoco es derivable en x = 0, pues la funcién derivada f"(x) = 1 no

2Jx

esta definida si x = 0.

6. Determina los puntos en los que no son derivables las funciones:
a) f(x)=|x+1 b) f(x):\x2 —2x\
Solucién:
Ambas funciones pueden definirse a trozos y ambas son continuas (se vio en el tema 7).
(x+1), six<-1

a) f(x)=|x+1=1 :

) 100 | ]4 {x+1, six>-1 2./
-1 si -1

Derivando: f'(x)={ !X< :
1, six>-1

Es evidente que en x = -1 las derivadas laterales son distintas. 2 0
Su grafica es la adjunta.

x> —2x, six<0 2x—2, six<0

b) f(x):‘x2—2x‘= —x*4+2x, si0<x<2= f'(X)=4-2x+2, si0<x<2.
x> —2X, Six>2 2Xx—2, Six>2

En x = 0 las derivadas valen:

Por la izquierda: f(07) = XILnow f(x) = XIl'ﬁr?f(Zx— 2)=-2 21

Por laderecha:  f°(0") = lim f'(x) = lim (-2x+2)=2.
x—0* x—0*

Como no son iguales, la funcién no es derivable en x = 0.
Enx=2:
Por la izquierda: f'(27) = lim f'(x) = lim (- 2x+2)= -2

X—2~ X—2~

Por laderecha:  f'(27) = lim ' (x) = lim (2x—2)=2.
x—0* x—2*+

Tampoco es derivable en x = 2.
En ambos casos puede verse que las tangentes por uno y otro lado de
€s0S puntos no son iguales.

X2, Six<0

) , €s derivable en todo R.
In(1+ xz), six>0

7. Comprueba gue la funciéon f(x) = {

Solucién:
La funcion dada esta definida siempre. También es continua y derivable en todos los puntos,
salvo, quizas, en x = 0.

Continuidad en x = 0.

Six—> 0, f(x)=x* >0.

Six— 0%, f(x)=Inl+x%) »>In1=0.

Como ambos limites coinciden, la funcion es continua en x = 0.
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Derivabilidad en x = 0.
2X, six<0
Salvo en x =0, su derivada vale: f'(x)=49 2X . .
—, SIX> 0
1+ X
Six—>0, f"xX)=2x - 0.

2x — 0.
1+ X

Como las derivadas laterales coinciden, la funcién también es derivable en x = 0.

Six — 0%, f(x)=

2

1
Zx+x%,  x<0

8. Comprueba que la funcion f(x)=4 2 es continua y derivable en todo R.
-1++x+1, 0<x

Haz un esbozo de su gréfica dando valores.

Solucién:

El Gnico punto que presenta dificultad es x = 0.
Continuidad en x = 0. (Para que sea continua es necesario que los limites laterales sean
iguales.)

Por la izquierda: lim f(x) = lim (lx + XZJ =0.

x—0" x—0"

Por la derecha: lim f(x)= lim (—1+\/x+1):—1+1:0.

x—0" x—0"

Evidentemente es continua.

Derivabilidad en x = 0. Deben coincidir las derivadas laterales.
Salvo en x = 0, la derivada es:

1+2x, x<0

F=12, .
, 0<x
24/x+1
Derivada por la izquierda: lim f"(x) = lim (1+2xj:1.
x—0" x—0" 2 2
1

Derivada por la derecha: lim f"(x) = lim
x—0" x>0t 24/ X +1

Luego, la funcion es derivable en x = 0.

Para dibujarla puede observarse que se trata de dos

. . . 1
parabolas: una de eje vertical, f(x) = 5 X+ x?; laotra,

de eje horizontal, f(x)=-1+ Jx+1. Ambas pueden
trazarse a partir de una tabla de valores.

(-2, 3); (-1, 1/2); (-1/2, 0); (0, 0)

0,0); IL-1++2); (2,-1+3); 3, 1)

Www.matematicasimmm.com José Maria Martinez Mediano



http://www.matematicasjmmm.com/

Matematicas Il (Bachillerato de Ciencias). Soluciones de los problemas propuestos. Tema 8 148

—x*+x, x<0

9. Estudia la derivabilidad de la funcion f(x) = { ) .
sinx, x>0

Solucioén:
Como las funciones que definen a f son derivables, el Unico punto conflictivo es x = 0.

Para que la funcion sea derivable en x = 0 debe ser continua y deben coincidir las derivadas
laterales en dicho punto.

Es continua, pues los limites laterales son iguales:

lim f(x) = lim (- x? + x)=0. 0
x—0~ x—0~ 5 0 5 k
lim f(x) = limsinx =0.
x—0" x—3"
Salvo en x =0, la derivada de la funcidn es: -27

cosx, x>0
Por laizquierdade x =0:six > 0, f"(x)=-2x+1 > 1.
Por la derecha de x = 0: si x — 0%, f’(x)=cosx — 1.

Como las derivadas laterales son iguales, la funcion es derivable también en x = 0.
En la gréfica anterior puede verse que la funcidn no cambia su trayectoria al pasar de la
parébola al seno.

i -2x+1, x<0
f'(x) =

Derivabilidad de funciones definidas a trozos. Casos con parametros

3—ax?® six<1
10. Dada la funcion f(x) = 2 : halla:
— si x>1
ax

a) El valor o valores de a para que f sea continua.
b) El valor o valores de a para que f sea derivable.
Solucion:
El Unico punto que presenta dificultades es x = 1, que es donde se distinguen las funciones
que intervienen.
a) Para que sea continua los limites laterales deben ser iguales.
Six—»>1,f »>3-a Six—> 1", f - 2/a.

Como deben ser iguales: 3—a:33 a’-3a+2=0=a=10a=2.
a

La funcién es continuaentodo Rsia=1o0a=2.

b) Para que sea derivable deben ser iguales las derivadas laterales en x = 1.
—2ax si x<1
Derivando: f'(x)=< -2

aXZ

Six—>1, f > -2a Six—> 1% f " —» -2/a.

si x>1

Como deben ser iguales: —2a = 2 = a’=1=a=41
a

Para a = —1 la funcion no es continua, luego el valor que hace la funcion derivable es a = 1.
(Para a = 2 la funcién es continua, pero no derivable).
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. . ., e, six<0
11. ;Qué valor hay que asignar a a para que la funcion f(x) = ) sea
2x+1, six>0

derivable en x = 0?

Solucién:

Los limites laterales coinciden con f(0) = 1, pues:
lim f(x)=lime* =e° =1y lim f(x)= lim (2x+1) =1.
x—0" x—0~ x—0" x—0"

Por tanto, la funcién es continua en x = 0.

ax
Salvo en x =0, su derivada es f"(x) = & S! x<0 :
2, six>0

Las derivadas laterales en x = 0 valen:
f'(0)=ayf’(0") =2 = Lafuncién es derivable si a = 2.

ax(x+1) six<0
x(x-1)% six>0
todo R. Para el valor hallado haz un esbozo de su gréfica en el intervalo [-2, 2].
Solucioén:

Es continua en x = 0, pues coinciden los limites laterales.

Six—0, f(x)=ax(x+1) > 0; six— 0", f(x)=x(x-1° > 0

Para que sea derivable es necesario que las derivadas laterales sean iguales.

i 2ax+a six<0 .
Como, salvoenx =0, f'(x) = se tiene:

12. Halla el valor de a que hace que la funcion f(x) = { sea derivable en

3x” —4x+1 six>0
Six >0, fi(x)=2ax+a —»a; six—>0" f'(x)=3x*-4x+1—>1=a=1.
X(x+1) si x<0

Por tanto, la funciénes f(x) = , .
X(x-1)° si x>0

Se puede representar dando valores, como se muestra en la

figura. Y
(Puede observarse que en x = 0 la linea pasa “suavemente” de
una a otra funcién. Eso es un indicador de su derivabilidad). - : 0 - o .

x> +ax+b six<2.
2X Six>?2

a) ¢Para qué valores de a y b es continua en x = 2?

b) ¢Para qué valores de a 'y b es derivable en x = 2?

Solucion:

a) Sera continua en x = 2 cuando coincidan los limites laterales.

Six—> 2, f(xX)=x"+ax+b > 4+2a+b; six—2" f(x)=2x — 4.
Debe cumplirse que 4+2a+b=4 = 2a+b=0.

La funcion sera continua siempre que b =—2a, con a arbitrario.

13. Dada la funcion f(x) = {

b) Para que sea derivable es necesario que las derivadas laterales, en x = 2, sean iguales.

2X+a Six<2
Como, salvoenx =2, f'(x) = . , se deduce:
2 Six>2

Www.matematicasimmm.com José Maria Martinez Mediano



http://www.matematicasjmmm.com/

Matematicas Il (Bachillerato de Ciencias). Soluciones de los problemas propuestos. Tema 8 150

Six—>2, f'(x)=2x+a >4+a; six—>2" f' xX)=2 > 2.
Portanto,4+a=2= a=-2.

En ese caso, como b=-2a = b=4.

Luego, para que sea derivable es preciso quea=-2y b =4,

: L 242X six<
14. Determina los valores de a y b para que la funcion f (x) = XoTex S! x<0 sea
ax+b six>0

derivable en el punto x = 0.

Solucioén:

En primer lugar es necesario que sea continua. Para ello, deben coincidir los limites laterales
enx=0.

Six— 0, f(X)=x*+2x — 0.

Six—0", f(x)=ax+b —>b = b=0.

Para que sea derivable es necesario que coincidan las derivadas laterales.
Salvo en x = 0, la derivada de la funcién es:

2x+2 six<0
(%) :{ ) :
a six>0
Cuandox — 07, f"(X)=2x+2 — 2.
Cuandox — 0", f'(X)=a —a = a=2.
Por tanto, la funcidn dada sera derivable cuandoa=2y b =0.
5+2sin(ax) six<0
15. Determina los valores de a 'y b para que la funcion f(x)=4 , (@) . sea
ax“+bx+b six>0
derivable en x = 0.
Solucioén:
Continuidad en x = 0: deben coincidir los limites laterales en dicho punto.
Six— 07, f(x)=5+2sin(ax) — 5.
Six — 0%, f(x)=ax’+bx+b — b= b =5; independiente del valor de a.
5+ 2sin(ax) six<0

Por tanto, f(x)=7 , . .
ax“- +5x+5 six>0

Derivabilidad en x = 0: deben coincidir las derivadas laterales en dicho punto.

, 2acos(ax) six<0
Salvoenx =0, f'(x)= ) .
2ax+5 six>0

Six— 07, f'(x)=2acos(ax) — 2a
Six—0", f'(x)=2ax+5 »5=2a=5= a:;
. (5 .
5+23|n(—xj six<0
La funcion derivable es f (x) = 2
= x*+5x+5 six>0
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., sin X six<0 .
16. Demuestra que la funcién f(x) = . es derivable en toda la recta real.
X—ax® six>0
Solucion:
El dnico punto que presenta dificultades es x = 0. En ese punto habra que ver que la funcion
es continua y derivable.

Continuidad:
Six > 0, f(x)=sinx >0
Six > 0", f(x)=x—ax® >0
Como los limites laterales coinciden, la funcion es continua para cualquier valor de a.

Derivabilidad:

cosx sSix<O0
Salvo para x = 0, la funcion derivada es f(x) = .
1-2ax six>0

Six—>0, f'"X)=cosx > 1

Six— 0", f'x)=1-2ax —» 1
Como las derivadas laterales coinciden, la funcion dada es derivable siempre,
independientemente del valor que se tome a,

Tangente a una curva

17. Halla la ecuacién de la recta tangente a cada una de las curvas siguientes en los puntos
que se indica:

a) f(x)=—-x*+4x enelpuntox=3. b) y= % en el punto de abscisa x = 1.
X+
4 . 6X
¢) f(x)=— enelpuntodeabscisax=2. d) f(x)=— en el punto x = 1.
X 4x° +1
e) f(x)=e 2 enel punto x = 2. f) f(x)=In(x—3) en el punto x = 4.
Solucion:

La ecuacion de la recta tangente a la curva asociada a la funcion y = f (x) en el punto de
abscisa x = a viene dada por la expresion: y— f(a) = f"(@)(x—a)

a) La recta tangente a la funcion f (x) = —x* +4x en el punto de abscisa x = 3, sera:
y-f@) =fQ3)(x-3).
Como f(3)=3y f'(3)=-2, seobtiene: y—3=-2(x—3)= y=-2x+09.

b) y=—2 = y= S y(1) = 1/2: y (1) = ~1/8.

X+3 (x+3)?
) 1 1 1 5
La ecuacién de latangentees: y——=—-=(x-1) = y=—=X+—.
g Y- 8( )=y S Xt
4 , 4 ,
0 f(X)=—=f2)=2; 'X)=-75= ') =-1
X X

Por tanto, la recta tangentees: y—2=—-(Xx—2) = y=—-x+4.
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6X . 6(1—4x°) ,

d) f(x)= = f"X)=———— — (f(1) =6/5; f (1) =-18/25
) £(x) PV (x) @ 11)? (f(2) @ )
6 18 18 48
Latangentees: y——=—-—(x-1) & y=—""x+—.

J y 5 25( ) y 25 25

e) f(X)=e"? = f(Q)=e’=1; f'(X)=— " = f'(2)=—e" =-1.
Latangentees: y—1=—(x—2) = y=—x+3.

1 1
f(xX)=In(x-3)= f(4)=In1=0; f'X)=—— = ' X) =——=1.
f) f0)=In(x-3)= f(4) 0)=-=3 =77
Latangentees: y—0=(x—-4) = y=x-4.

18. Halla la ecuacion de la recta tangente a f (x) = xv4—x? en el punto (0, f(0)).
Solucioén:
La ecuacion de la recta pedida es: y— f(0) = f"(0)(x—0)

f(X)=xv4-x2 = f'(x)=v4- 2—\/4)‘272 = f(0)=0; f'(0)=2.
— X

La recta tangente serd: y—0=2(x—0) = y = 2x.

19. La curva de ecuacion y =3x? —1 y larecta y = 4x+b son tangentes en el punto x = % .

¢ Cual debe ser el valor de b?

Solucion:

En el punto de tangencia la derivada debe valer 4, que es el valor de la pendiente de la recta
tangente.

y=6x=4 = x:izZ
6 3
2
Para x=2, y=3 2 —1=1.EI punto de tangencia es E,E .
3 3 3 33
Como ese punto debe cumplir la ecuacion de larecta y =4x+b:
1=4-g+b = b=—z.
3 3

20. Halla la ecuacion de la pardbola y = x* + bx + ¢ que es tangente a larecta y = x en el
punto (1, 1).

Solucion:

La parabola debe pasar por el punto (1,1) = 1=1+b+c = c =-h.

La derivada en el punto de abscisa x = 1 debe valer 1, que es el valor de la pendiente de la
recta tangente.

Como y=2x+b = 2+b=1=b=-1—>c=1.
La parabola buscada es y = x* —x+1.
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21. Determina los puntos de la curva y = x* —3x* + 2 en los cuales la recta tangente es
paralela y =9x+5. Halla las ecuaciones de las rectas tangentes en esos puntos.

Solucioén:
La derivada en los puntos buscados debe valer 9, que es el valor de la pendiente de la recta
dada.

Como y'=3x* —6x, debe cumplirse que 3x* —6x=9 = 3x* —6x—9=0 =>x=-10x=3.
Para esos valores, los puntos de la curva son: (-1, -2) y (3, 2).

Latangente en (-1, -2) es: y+2=9(x+1) = y=9x+7.

Latangente en (3,2) es: y—2=9(x—3) = y =9x—25.

22. Determina el valor de p para que la recta tangente a la curva y = e, en el punto de

abscisa x = 1, pase por el origen de coordenadas.
Solucioén:

y=e" - y=pe”
Enx=1: y@) =e’; y(@ = pe®
La tangente en ese punto es: y—e” = pe”(x—1).
Para que pase por (0, 0): 0—e” = pe”(0-1) = (p-1)e° =0 = p=1. //0

La situacion seria la dibujada a la derecha. 5 o 4

24

-

Calculo de derivadas

23. Deriva las siguientes funciones. Simplifica el resultado y calcula en cada caso f"(-1), si
existe.

a) f(x)=(+ 2x)-(x - x2)3 b) f(x)=Inv2x?—2x

Solucién:

a) () =@1+2x){x—x*J = £ (0 =2{x=x*) +{1+2x)3x-x*f {1-2x) =
= (%) = (2(x— x?)+ L+ 2x)3(1—2x))(x = 2 f = (2x—2x2 + 31— 4x* )x - x* ] =
= () =(3+2x-14x* J(x—x*f > £'(~1) = (-13){-2)* =-52.

b) f(x)=InvV2x*-2x = f(x)= In(2x2 —ZX)UZ :%In(ZX2 —2x) =

LT e b
24. Dada f(x) =(22$, halla los valores de f "(1) y f 7"(1).
Solucidn:
00 - 2(x? —3f —22x-3(>;2 “3fox _ 00 2(x2—:23)_2:(.3.2X - e #2_46
(x°=3) (X2 —3) X2 _3)
f7(x) = —20x(x* -3’ —((—210X32)8— 6)4(x? —3) 2x N
X2 —
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pon —20x(x* —3)—(-10x* - 6)4-2x ron 60X3 +108x
g2 S 0c iz s0con
(x* -3 (x*=3)
Por tanto:
) = -10-6 _1. )= 60+108 21
(-2)° ' (-2)° 4
25. Halla los puntos en los que se anulan las derivadas primera y segunda de
(2x —1)?
f(x)= .
9 4x* +1
Solucion:
_1\2 2 2
f= @D _BCoaxHl gy 104 162 4=0 = x=x1
4x° +1 4x° +1 (4x° +1) 2
00 = 32x(ax” +1) —(16x* —4)2(ax” +1)8x _ 32x(4x* +1)-(16x" —4)28x _
(4x* +1)* (4x* +1)*
_ 2
= 7(x) =M — 32x(3-4x%)=0 =x=00 o ¥3.
(4x° +1) 2

2x+1
26. Halla el valor de las derivadas primera y segunda de g(x) =

1
enel punto x = Tt

—1)?
Solucién:
2X+1 2x+1 2 2x+1
g(x) = (e = g () =2 (X_(l) _1)64 2=D _, (simplificando)
X— X —
- '(X) B 262x+l(x_1)_e2x+12 B 2(X_2)e2x+1
g = Y = 3
(x-1) (x-1)

1o
2 -5 40

1 T S22 21
2 8

1
Por tanto, g"(-1/2) =

Derivada segunda:
, Z(X _ 2)e2x+l
X)=22"2 2
g0 ==
Simplificando:
0 (X) = (2e2x+1 +4(x— 2)e2X+1 )(X _]_)_ 2(x — 2)e2x+l 3 ~ (4X2 _16x +18)62X+1
(X _1)4 (X _1)4 .

0
Por tanto, g (-1/2) = (1+8+18)° 27 16

1 ) 8l 3]
o

(262x+1 L A(x— 2)e2x+1 )(X _1)3 _(x— 2)ezx+1 -3(X _1)2
(x=1)°

= g ()=

Www.matematicasimmm.com José Maria Martinez Mediano



http://www.matematicasjmmm.com/

Matematicas Il (Bachillerato de Ciencias). Soluciones de los problemas propuestos. Tema 8 155

27. Deriva las siguientes funciones simplificando el resultado. Calcula, si es posible, su valor
en el punto x = 0:

a) f(x)=-2x* b) f(x):%cosz(xi_lj 0) f(x)=(L-x)%e* d) f(x)=In2x?+2)

Solucioén:
a) f(x)=-2x¢" = f'(x)=-2¢" —2x2xe* = f'(x)=-2" (1+2x%) — f'(0)=-2

b) f(x):%cosz(—xilj = f'(x) :%-Zcos[—xil}(—sin(X)iln{)éx__ll_)zx) =
sin Cos
x—-1 x-1) f'(0)=0

(x-1)

) f(x)=@-x)%e* = f'(x)=2(1—x)-(-1e* +(1—x)e” :(x2 —1)eX — f'(0)=-1.

= f'(x) =

4x 2X
d) f =In(2x* +2 f (x) = = f'(0) =0.
) F(¥)=In(2x" +2) = f'(x) I i 0)

28. Deriva, simplificando los resultados, las siguientes funciones:
2

) f(x):(zxx__l);z b) f(x)=(Bx—4)2> ¢ f(x)=|n(3x2+2x)—cos(XT_3j
Solucion: ) ( ) )2(2 )2
X2 — X ) (2x-1)2x-1)* —(x® = x}2(2x -1)2 _
DIy 7 T ex-1) -
_ (2x—1)(2x—1)—<x2 - x>2-2 1
B (2x-1)? C(2x-1)

b) f(x) = (5x—4)%e™ = f'(x) = 2(5x—4)5e> + (5x —4)* 3e® = (15x — 2)(5x — 4)>*

0) f(x):ln(3x2+2x)—cos(xT_3j = fr(x) = X2 +sin(x‘3j.1_

3x? + 2x 3 )3

29. Deriva las siguientes funciones. Simplifica el resultado cuando se pueda; calcula en todos
los casos f'(1), si existe.

2 fx)= XX b) f(X)=(2-3xW3x*—2x ) f(x)=sin2(XT_1]

x-1
Solucion:
3 2 2 3 2 3 2
2 f(x):2x +x* f'(x)=(6x +2xXx—1)—21-(2x +X )=4x —5x 2—2x S @) no
x-1 (x-1) (x-1)
existe.
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12x° -2
b) f(X)=(2-3xN3x* —2x = f (x) =—3V3x* —2x +(2 -3 )————= =
24/3x* - 2x

6x° —1 5

X T, @) =—3-1—--8.
V3x* —2x

= f7(x) = =3v3x* —2x + (2 -3x)-

V1
c) f(x)=sin ( 1) = f'(x)= 23|nX—1 cosx—ll_smx—1 cosX—1 — f'"@)=0.
2 2 2 2 2 2

30. Deriva las siguientes funciones. Simplifica el resultado y calcula en cada caso f"(-1), si
existe.

a) f(x )— _3X b) f(x)=x%e>? c) f(x)=sin(l+ x)* —cos(nx)
Solucion:
B 1002 1 o ):(6x —-3)x*—1)-2x{2x°~3x) _2x' -3x*+3 D o

- L

existe: la funcion no esta definida en ese punto
b) f(x)=x%? = f(x)=2xe?? +2x%e*? = 2x(1+ x> ? —» f'(-1) =0.
c) f(x)=sin(l+x)* —cos(nx) = f'(x) = 21+ x)-cos(1+ x)* + m-sin(nx) - (1) =0.

31. Halla la funcidn derivada de cada una de las siguientes funciones:

a) y=2%" b) f(x)= (cos x> )3 c) f(x)=(cos2x)’  d) y=tag(3x+2)

e) y=tag(x*+2) f) y=tag(x+2)°* g) y = arcsin 3x h) y = arcsin g

) y= \/ﬁ j) y =arcsin x° K) y= \/1—7 I) y =arccos(1+ x)

m) y=arctan4x n) y= arctan% 0) y= In(16 + xz) p) y =arctan Jx
Solucion:

a) y=2%"*= y=(6x-1}2>"In2.
b) f(x)z(cos xz)3 = f'(x):S(cos x2)2 -(—sin x2)2x = —6x-sinx2-(cos xz)z.

c) f(x)=(cos2x)’ = f"(x) =3(cos 2x)*(—sin2x)2 = —6-sin2x(cos 2x)’ .
3
cos?(3x+2)
3x?
cos®(x* +2)

d y=tag(3x+2) = y= 3(1+tag2 (3x+2)) =

e) y=tag(x’* +2) = y'= 3x2(1+tag2 (x° +2)):

f) y=tag(x+2)° = y= 3(x+2)2(1+tag2 (x+2)3).
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: , 3
g) y=arcsin3x = y=——.
V1-9x°
h) y—arcsin5 = y= vs _ 1
3 \/_xz J9— X2
9
) y=v9-x2 = y= 2x X
2N9-x2  \9-x
. s . 32
J) y=arcsinx® = y= .
1-x°

5 5
Ky y=v1-x® = y= O
201-x®  \1-x°
1

I) y=arccos(l+x) = y'=

1
-7 xx=2)

m) y =arctan4x = y'=

1+16x%
n) y—arctan5 = y= 14 __4
4 x? 16+x?
1+ —
16
2X
16+ x%

p) y=arctan Vx = y’:LL

1+X 2%

0) y= In(16+x2) =y

Derivacion logaritmica

32. Aplicando las propiedades de los logaritmos, halla y simplifica la derivada de las
funciones:

a) y= In(x2 +5x)3 b) f(x)=Inv2x*—2x C) y= In(x2 +1]

x? -1

Solucion:

a) y =In(x* +5x)* =3In(x> +5x).

2Xx+5  6x+15
X2 +5x  X? 45X

Derivando ahora: y'=3

b) f(x)=InV2x® —2x = f(x)=In(2x* —2x}"* =%In(2x2—2x):>

, 1 4x-2 2x-1
= f'X)== > =— )
2 2X° —=2X  2X° —2X

x? +1

c) Y=|n( 5 1) = In(x* +1) —In(x* =1) = y'= 2X 2x _ —4X
X

X241 x2-1 x‘-1
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33. Aplicando logaritmos halla la derivada de:

a) f(x)=(x2+1)*? b) f(X)=x" ¢ f(x)=x" dy f(=(e)
Solucion:
a) 1) =(x+1"" = Inf(x)=In(x* +1)*? = In f(x) = (@x—2) In(x +1).
Derivando:

f(x) 5 oy 2X
W_Bln(x +1)+(3x—2) 7.1

= (%)= +1)3X_2-(3In(x2 1)+ (3x—2).

= f'(x)= f(x)(BIn(x2+1)+(3x—2)- 22X j:
X +1

2X
X2

)

b) Si f(x)=x""*, aplicando logaritmos: In f (x) = (sin x)In x.

Derivando: 1) _ (cos x)In x +sin Xt = f(x)=f (x)((cos x)In x +sin xlj =
f(x) X X
= f(x)=x" -((cos x)In x+w)
X

¢)Si f(X)=x""=Inf(x)=Inx"* =InxInx=(Inx)*.

Derivando: m:Elnx = f'(x)=x'“x-glnx.
f(x) x X

d)si f)=() = mf=Inl) =e Ine =xe".
Derivando: :‘((X) =e"+xe* = f'(x)= (ex)ex (e* +xe”).

34. A partir de las formulas de las derivadas de f(x)=sinx y f(x)=cosx halla las
férmulas de las derivadas de las funciones:

a) f(x)=cosec x b) f(x)=secx c) f(x)=cotan x
Solucioén:
a) Por definicion de cosecante: f(x) =cosec x = i
sin x
—COSX  —COSX  —cosx 1

Derivando: f(x) =

5 — —— = —— = —cotag X-cosec X
(sinx)® sinxsinx  sinx sinx

T 1
b) Por definicion de secante: f(x) =secx = —.
COS X
. , —(—sinx sin x sinx 1
Derivando: f'(x) = ( 2) = = =tan x-secx
(cos x) COSX:COSX  COS X COS X
COS X .
c) Como f(x)=cotan x=——, derivando:
sin x
. —sin X-sin X — cos X-Cos X —(sin2 X + C0s” x) -1 2
() = — = — = ——— =—(cosec x)°.
(sin x) (sinx) (sinx)
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35. Partiendo de la definicidn de arco coseno y arco tangente deduce las funciones derivadas
de:
a) f(x)=arccos x b) f(x)=arctag x
Solucioén:
a) f(x)=arccos x < x=cos f(x).
Derivando miembro a miembro se obtiene

-1 -1
1=(=sin f(x))f'(x) = f'(x)= = f(x)= = f'(X)=——
f( ) J1—cos? f(X) 1-x2
Por tanto: f (x) =arccos x = f'(x) = -1
1-x?
b) f(x)=arctagx < x=tag f(x).
Derivando miembro a miembro se obtiene:
1 1
1=0+tag’ T ()} (X) = FFX)=———— = f'X) = .
brtag® FOO}0 = 1700 = T = W=
Por tanto: f(x)=arctagx = f'(x) = ! 5
1+x

36. Halla la derivada n-ésima de las siguientes funciones:

a) f(x)=Inx b) f(x)=In(2x-1) C) f(x)zlL

—X
Solucioén:
De f()=Inx = F ()= = " X)=_2= (x)— o (x2S
X x? x*
3. D" L. (n=1)
= 19 =23 f”)(x):(l—n(nl)'.
X

o : . 1 : . .
Observacion: Si se escribe f"(x) == = x", las sucesivas derivadas se obtienen con mayor
X

facilidad, pues: " (x) =—1x2 = 7" (X) =—-1(2)x° = F9(x) = (~)(=2)(=3)x* = ...

b) f(x)=In2x-1) = f'(x)= %_1 =22x-1)" =

= f"(x) =2(-1)2(2x-1)* =+2%(2x-1)* =
TK) =—2222(2x-1)° =-22°(2x-1)° =
= f“) (x) = —2:(3)-2°2(2x-1)* =+232*(2x-1)" = F¥(x) = +@3)-2*(2x-1)"*
= f9(x) = 2:(3)-(-4)2*2(2x~1)° = -2342°(2x-1)° = ¥ (x)=—(4)-2°(2x-1)"

Por tanto:

D () — (1) " o g < CD (-1
£2(x) = (1) (n-1p)2"(2x-1)" & 7 (x) = ox

c) f(x) :ﬁ = fX)=01-x)"= F)=-1D1-x)*=1-x)" =
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= X)) =-2D)L-x)"=2(2x-1)"° = 7K =-32(DL-x)" =3{2x-1)" =
= f9(X)=—43-)L-x)° =4{1-%x)" = ...
Por tanto:

|
F0x) = (MHL-x) " < FO(x)=— "
(9 = (MHL-x) (0=
37. Halla la derivada n-ésima de las funciones:
a) f(x)=e* b) f(x)=xe* c) f(x)=e™
Solucién:

a) f(X)=e = f'(X)=2e" = f7(x) =22 =22 = {7 (x) =22 =2%e" ...
Por tanto:
£7(x)=2"e>.

b) f(X)=xe"= f'"(X)=e"+xe* = f"(X)=e*+e" +xe* =2e"+xe* =
= 7)) =2e"+e* +xe* =3 +xe* = ... = fV(X)=ne* +xe*.

c) f(X)=e "= f'X)=—"= "X =+ = f7"X)=——" ...

Por tanto:

f"(x)=—e*,sinesimpar; f”(x)=e™,sines par.

Diferencial de una funcion

38. Halla la diferencial de cada una de las siguientes funciones:

a) y=2x>-3x*+1 b) y=e C) u=cos® x d) u=+x+1
Solucién:
a) y=2x>-3x*+1 = dy:(6x2 —6x)dx. b) y=e*= dy =—e dx.
. 1
C) u=cos’x = du = 2cos x{—sin x)dx. d u=+vx+1=du= ax .
) ( ) ) 2/x+1

39. ¢Cudl es el incremento (la variacion aproximada) de cada una de las siguientes funciones
cuando, partiendo de x = 2, la variable x se incrementa en 0,2?

a) f(x)=In(x-1) b) f(x)=xe*™*  c¢) f(x)=+/x-1
Solucién:
El incremento de la funcidn es aproximadamente igual al valor de df (2) con dx=0,2.
a) Para f(x)=In(x-1) = df (x) = lex — df (2) = Zil-o,z =0,2.
X i —_

b) Para f(x) = xe> ™ = df (x) = (€2 —xe** Jix — df (2) = (e?? —2€>2)0,2=-0,2.

1 1

dx — df (2) =———0,2=0,1.
24 x -1 (@)

c)Para f(X)=+vx-1 = df(x)= N
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40. Teniendo en cuenta que V64 =8, utilizando la diferencial de la funcion f (x) = Jx , halla
el valor aproximado de \J65.

Solucion:
1
Si f(x)=vx = f'(X)=—— = df (X) = ——
(x) = x) o (x) \/—
) 1 1
Para x =64 y dx = 1 se tiene: df (64) = ——1=-—=0,0625.
Y (64) 2~/64 16

Por tanto, f (65) ~ f (64) +df (64) =8 +0,0625 = 8,0625.

Observacion: Utilizando la recta tangente en x =64, que es y— f(64) = f'(64)(x—64) =

1

= y-8= (x-64) = y= 16x+4—>Parax 65, f(65)~ E-GS+4:8,0625.

2J_

Con la calculadora se obtiene /65 = 8,062257748. El error que se comete al aproximar ese
valor con la diferencial es inferior a 0,0003.

Derivacion implicita

41. Para cada una de las siguientes ecuaciones, halla el valor de y” en el punto (1, 2) de su
grafica:

a) x> +2y*=9 b) VX +.2y —3=0 C) y2—2xy +x*—2x+1=0
Solucioén:
Q) X°+2y’> =9 = 2x+22yy=0 = y_—gz—i.
4y 2y
1 1
Sustituyendo los valores de x e y: y (1, 2)——5:—2.
2
b)\/_+\/_ 3= 0:> 1 = y= \j_y:y(l 2)——ﬂ=—1.
Jx 2J_ 24x 2
2 2 . , . y—x+1 ,
C) Y =2xy+ X =2Xx+1=0 = 2yy 2y —-2xy+2x-2=0 = y'= = YvY@2)=2.

42. Dada la circunferencia de ecuacion (x —1)° +(y —3)* = 25, halla la ecuacién de la recta

tangente a ella en el punto (4, -1).
Solucion:
El punto (4, —1) pertenece a la circunferencia, pues cumple su ecuacion:

(4-17 +(-1-3)° =3° +(-4)* =25.
El valor de la pendiente de la tangente viene dado por la derivada en el punto; en este caso, se
obtiene implicitamente.

(x-1)° +(y-3) =25 = 2(x-1)+2(y-3)y=0 =
20x-1) _ x -1
2Ay-3) y-3

0

) 3
La ecuacion de la recta tangente: y+1=—(x—-4).
gente: y-+1=—(x—4) g 75

A1

y@4,-1)=

.hloo

= y=-
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Propiedades de las funciones derivables. Teoremas de Rolle y del valor medio

43. ;Verifica la funcion f(x) = x> —2x+3 el teorema de Rolle en el intervalo [-1, 3]? En

caso afirmativo halla el punto que afirma el teorema.
Solucioén:
Es obvio que la funcion es continua y derivable en el intervalo dado; ademés, f(-1) =6y

f(3)=6.

Por tanto, verifica el teorema de Rolle y, en consecuencia, existe un punto ¢ € (-1, 3) tal que
f'(c)=0.

Efectivamente, derivando f'(x)=2x—2=0 = x=1.Estoes, c= 1.

Observacion: Como la funcion dada es una parabola, la abscisa hallada es la del vértice.

44. (Propuesto en Selectividad)

¢ Se verifica el teorema de Rolle para la funcién f(x) = |2x —3| —7,-2<x<5?

Solucioén:

La funcidn es continua y toma valores iguales en los extremos del intervalo:
f(-2)=f(5)=0.

Pero, como no es derivable en el intervalo dado (en concreto en x = 3/2), no satisface las

condiciones exigidas por el teorema.

45. Halla el punto que verifica el teorema del valor medio para la funcién f (x) = x* —3x, en
el intervalo [-2, Q].

Solucion:
La funcidn es continua y derivable en el intervalo dado. Por tanto, existe un punto x € (-2, 0)
tal que:
TO-1C2)_ f'(x) = 02 32 33 -4 = x=t2,
0-(-2) 2 J3

El punto buscado es x = _ 2 e (-2, 0).

J3

. . L 1
46. Halla el punto que verifica el teorema del valor medio para la funcion f (x) ==, enel
X

intervalo (a, 2a), a = 0. Concrétalo cuando a = 2.
Solucioén:
Es obvio que la funcion es continua y derivable en el intervalo dado (La funcidn esta definida
para todo x = 0). Por tanto, existe un punto ¢ € (a, 2a) tal que:

f2a)-1f(@) _ f'(c) = Y2a-l/a -1 _ =1 -1 2 op2c_af2.
2a—a a ¢ 2a® ¢’

Sia=2 elintervaloes (2,4),y c=22.

47. (Propuesto en Selectividad)

Aplica el teorema del valor medio a la funcion f(x) =Inx en el intervalo (1, €?),
determinando el valor de ¢, 1 < ¢ < €2, para el que se verifica dicho teorema.

Solucion:

La funcidn es continua y derivable en el intervalo dado; por tanto, se cumple que existe un
punto ¢ € (1, e?) tal que:

Www.matematicasimmm.com José Maria Martinez Mediano



http://www.matematicasjmmm.com/

Matematicas Il (Bachillerato de Ciencias). Soluciones de los problemas propuestos. Tema 8 163

2 2
f(ez) f(1)_f() —Inl1 1:> 22 1 e 1.
e -1 e? -1 X ec—-1 X 2

Ese es el valor de c.

48. Demuestra que el valor que verifica el teorema del valor medio para f(x) = x*> —ax +3,
en el intervalo (1, 4), no depende de a. ;Cudl es ese valor?

Solucion:
e f(A-TQ) ) f (1)
Hay que hallar el valor de x € (1, 4) que verifica: - = f(x).
Por tanto:
19—4a;(4—a) Cox—a= P oy 4 15-3a—6x-3a > X:; que,

obviamente, no depende de a.

49. (Propuesto en EBAU 2018, Navarra)
Demuestra que existe a € (0, 2) tal que f’(a) =1, siendo

f(x):sin(jwz7T jcos( 2jln(Ze +2x-x).

Menciona los resultados tedricos empleados y justifica su uso.

Solucion:

La funcion dada es continua en el intervalo cerrado [0, 2] y derivable en el abierto (0, 2)*.
Por tanto, cumple el teorema del valor medio (incrementos finitos; de Lagrange), que dice:
Si f(x)es continua en [a, b] y derivable en (a, b), entonces existe alguin punto a € (a, b) tal
que f(bt)) f(a)_ F(a).

Como:

f(0) = sin(gj-cos(o)-ln (2¢°)=11In2=In2;

f(2) = sm(zjcos( )In(2e* +22-4)=-1:(-1)In(2e*)=In(2e*) =In2+2,

entonces:
f(zg—(; 0) _ In 2+§—In2 =1 = existe a € (0, 2) tal que f'(a) =1.

* Habria que justificar de alguna manera que f,(x)=In (2eX +2X— x2) esta definida en [0,

2]; bastaria con comprobar que 2e* +2x—x* >0 cuando x > 0.
Podria hacerse como sigue:
1) Parax=0— 2e* +2x—x* vale 2;

2) Derivando 2e* +2x—x’ se obtiene 2e* +2—2x = 2(2ex +1—x) > ( para valores de x

entre 0y 2. Luego la expresion 2e* +2x— x> es creciente; y como en x = 0 vale 2, siempre
sera positiva.
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50. (Propuesto en EVAU 2017, Castilla—La Mancha)
2 -
L X°+a Six<2
Dada la funcion f(x) = , )
—X“+bx—-9 six>2
a) Calcula razonadamente los parametros a y b para que f(x) sea derivable en todo R.
b) Enuncia el teorema de Rolle y comprueba si, para los valores hallados en el apartado
anterior, la funcion f(x) verifica las hipétesis del teorema en el intervalo [-2, 6].
Solucion:
a) El Unico punto que presenta dudas es x = 2.
Continuidad: los limites laterales deben ser iguales.

lim f(x)=lim (X’ +a)=4+a;  lim f(x)=lim(-x* +bx-9)=-13+2b

X—2" X—2" x—2" X—2"
Derivabilidad: las derivadas laterales deben ser iguales.

lim f°(x) = lim(2x) =4; lim f(x) = lim (—2x+b)=—4+b

x—2" x—2" x—2" x—2~

De 4=—4+b=Db=8.
Sustituyendo en 4+a=-13+2b = 4+a=3=a=-1.
. x? -1 six<?2
La funcion debe ser: f(x)= , ) :
—X“+8x-9 six>2

b) El teorema de Rolle dice:
Si f(x) es una funcion continua en el intervalo [a, b] y derivable en el intervalo (a, b), y

ademaés f (a) = f (b), entonces existe al menos, un punto ¢ € (a, b) tal que f’(c) =0.

La funcion anterior es continua y derivable en todo R; en particular en el intervalo [-2, 6].
Como f(-2)=3y f(6)=-36+48—-9=3, la funcion verifica las hipdtesis de Rolle, luego

existe un punto ¢ € (-2, 6) tal que f’(c)=0.

Aplicacién al calculo de limites. Regla de L Hopital

51. Aplicando la regla de L"Hépital halla los siguientes limites:

_1)\2 / _ 3X _ a=3X
a) lim M b) fim YXt1-1 c) im&_—¢&
x—>t0 AXT +1 x—0 X x—0 4x
Solucion:
a) tim &Y _ i 4)‘2—4“1{?} = (aplicando L"Hopital) =
xoto 4 +1 xodo 4X°+1 00

= lim 8X_8:{f}:(L’H): lim &-1.
o 8

X—>100

Observacion: Para hacer este limite no es necesario aplicar L"Hopital; basta con comparar los
grados.

1
b) limYX+t1-1_10 — (L'H) = lim &YX +1 _1
x—0 X 0 x—0 1 2

Observacién: Este limite se resolvid de otra forma en el tema anterior. Puede resultar
interesante comparar ambos métodos.
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3x —3X 3x —3x
., e’ —e 0 , . 37 +3e 6 3
C) |Im—={—}=(L H)=lim———=—=—.
x—0 4x x—0 4 4 2
52. Halla los siguientes limites:
a) Iim Xsin X b) lim Xsin X o) lim e* — X —Cos X
x>t12 [3_ cos 2x x-01— COS X x>0 sin’ x
Solucioén:
a) lim xsinx__ml2sin(@/2) mi2l_m _\, hay indeterminacion
x->n/2 /3 — cos 2X J3—cosn N/
. Xsinx 0 , . sinx+xcosx |0 ,
b) im———=|=-|=(L'H) =lim———=|—-| =(L'H) =
x>01—cosx |0 X0 sin x 0
., COSX+cCcosXx—Xxsinx 1+1
= lim = =2.
x—0 COs X 1
, ¥ —X—cosX 0 , . e*=1+sinx 0 ,
¢ lim————=|-|=LH)=lim—————=| | =(L'H)=
X—0 sin” X 0 x=0 25In X COS X 0
. e* +cos X 2
= lim - —=—=1.
x>0 2C0S XCOS X —2sinxsinx 2
53. Calcula:
1/x
. . . Xe
a) lim (sinxInx) b) lim
x—0" x—0" 2
Solucioén:
a) Se trata de una forma indeterminada del tipo [0 - oo].
, . ., Inx —o0 i L.
lim (sm x:In x) =[0 - wo] = lim ——=| — | = (Ahora puede aplicarse L"Hdpital) =
x—0" x—0" 1 o0
sin X
1
= - .
. . =sin“x |0 , . —2sinxcosx O
= lim —%— = lim =|=|=(L'H)=lim————====0.
x>0" —COSX  x-0" XCOS X 0 x>0" COSX—XSInX 1
sin? x
1/x 1/x 1/x
., Xe . . Xe , e o0
a) lim = [0 - o] — se escribe en la forma: lim = lim —=|— |, yahorase
x—0" x—0" x—0" g o0
X
; l el/x ;
1/x T 1/x
. b A ., € 0 , 2 , e
aplica L'Hépital: lim —=|— | = Iim —*—— = Iim =—— = +o.
x>0t 2 o0 x—0" _i x—0t 2
X NG
54. Calcula los siguientes limites:
. 1 1 . e X
a) lim| —————= b) lim -
-0 IN(l+X) X 1" 1-x InX
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Solucion:
a) Da lugar a una forma indeterminada del tipo [oo — oo].

lim ( ! l] = [0 — 0] = lim (Mj = {9} = (Aplicando L Hépital) =

x-0" { In(L+ X) B X x-0" | xIn(1l+ X) 0
1 1
-7 0 L+ %)? 1
= lim +X =| = |=lim ==,
Xx—0" X 0| xs0| 1 1+x—X 2
IN(L+X)+— = =rXeX
1+ X 1+x  (1+X)

b) lim € X |- [00 — 0]. Se hace la operacion indicada y ...
x-1'(1-X  InX

eXInx+eXl 1+2x
X _ 2 —
= Iim(—e InX—X+X }:‘:9}:(L'H)=Il'm X =[e+1:|:oo.

x—1* (1—x)|nx 0 x—1* —|nX+1_X 0
X
55. Halla el valor de los siguientes limites:
2
- 1+x—e" .82 —2X—Cos X - (er-1)
a) lim=——— b) lim - c) lim-—;
x>0 §in® X x>0 X-sinx x>0 ox° _q

Solucioén:

a) |,’m1+_x—2_e:{9}:(|_'|-|):|.'m_1_—e:[9}:(|_'|-|):
x>0 gin‘ X 0 x=0 251N X COS X 0
o —ef 1
= lim > —— =
x>0 2C0S° X —2Sin° X 2

e?* —2x—Ccos X 0 2e?* —2 +sinx

b lim = H = (L'H) = lim = H = (LUH) =

Xx—0 X-sinx x=0 Sjn X 4+ X-COS X 0
. 4e®* +cos X 5

= lim — =,
x>0 COS X + COS X — X-SinX 2

X 2 X X 2x X
¢) lim & 2_1) :P}:(L’H):Il’m 20e"~1)e —lim&—° :{9}:(L’H) =
x—0 e 1 0 x—0 2xe* x—0 xe*
. 28 —g* 2-1
= lim = =1

0’ Loxte” 140

56. Calcula:
X X2
a) lim XN b i '”(3‘2’() ¢) lim < d) lim &
X—>+00 ex X2+ (Z—X) X—>+00 ¥ x—+0 X
Solucioén:
a) lim M:F}:(L’H): lim Mz{f}=(L’H)= im /X =[9}=o.
X—>+0 e o0 X—>+00 e o0 X—>+0 @ o0
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' 10 _ 3-x  _|1 o
P~ _[o} 22X {o*}_)+ |

¢) lim %:F}:(L’H): lim i:[ﬂ:(m): lim & = 4o0.

X—>+0 X x—+0 2X X—>+00 2

X—>+0 ¥ X—>+00

X2 X2
d) lim € :{f}:(tH): lim 2xe e
® 2

57. Halla el valor de los siguientes limites:

a) lim(2x+1)¥* b) lim 3¥®Y
x—0 x—1/2
Solucién:

a) lim(2x+1D)Y* = [1“’] — Aplicando logaritmos se tiene:
x—0

Xx—0 x—0 X 0

|n[|im (2x+1)1’Xj = lim In(2x +1)""* = lim In(2x+1) _ H = (L'H) = lim % -
X—>

Luego lim(2x +1)V* =e?,

1
b) lim 3Y* = {30 } (No es una forma indeterminada). El limite no existe, pero pueden

x—1/2

estudiarse los limites laterales, cumpliéndose:

1 1
lim 3Y®*D = {30 = 3*} =0; lim 3Y® = {30* = 3“‘1 — 40
x—1/2" x—1/2%

58. Calcula:

a) lim(cos x — 2sin x)"*
x—0

b) lim (cos x)*'*™

x—0*

Solucioén:
a) Es una forma indeterminada: Iirrg(cos X —2sin x)"2* = [17].
X—>

Aplicando logaritmos se tiene:

. . . . 1 .
In(llm(cos X —2sin x)*?* ): lim In((cos X —2sin x)“zx)z lim — In(cos x — 2sin X)
x—0 x—0 x—0 2X

—sin X —2¢0s X

COS X — 2sin X

= |jm N(COsX=2snX) _101_ - licando L' Hopital) =1im
x—0 2X 0 x—0
Por tanto,
lim (cos x — 2sin x)V* =™,

)2/sinx

b) lim (cos X = [1°°] Aplicando logaritmos:
x—0"
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In( lim (cos x)Z’Si"Xj = lim (In(cos x)mi”x): lim _Lln(cos x)=[00] =

x—0* x—0* x—0" SIN X
—2sinx
. 2In(cos x 0 , , ., =2sinx O
= lim #: —| =(L'H) = lim —$95X_ — |jjim —=2"2 == =0
x—0" SIN X

0 x>0 COSX  x-0" COS®X 2

El limite pedido vale: lim (cos x)*'*"™ =e° =1.

x—0"

59. Calcula, si existen, los siguientes limites:

a) lim (sinx)* b) Il’m(l+ EJ
x—0* x=0 X
Solucion:
a) lim (sinx)" = [0°] — se aplican neperianos:
x—0"
o \x . W . . . In(sin
In(llm (sinx) 2): lim In(sin x)*" = Iim x? In(sinx) =[0c] = lim Infsin x) :[f} =
x—0* x—0* x—0* x—0* 1 0
x*
COS X
. 3 2 3 i
, - si ] , ) —x*sin
- (L'H) = lim siNX _ im X cqsx _ 0 =(LH)= lim 3X° cosx—Xx”si X=O
x>0" =2 xs0t—2sinx |0 x—0" 2C0s X
X3
Por tanto, lim (sinx)* =e® =1.
x—0"
] 2Y 1o
b) m(u;) = [°].

Aplicando logaritmos:

2
N N ) In(l+XJ o
In Iim(1+—] =lim In(1+—j =lim xln(1+—)=[0-oo]:lim—=[—} =
X—0 X X—0 X X—0 X x>0 1/x 00

1 .(_2)
2
- (L'H) = lim 1F2xA X7 X/ im-2*_ _o.
x>0 —1/x x>0 X +2

x—0 X

Por tanto: Iim[1+gj = e’ =1.

60. Halla los valores de a y b para que los infinitésimosen x =1, f(x) = x-1 y
ax
x? -1
g(x) = v sean equivalentes.
X

Solucion:

e . . (%)
Dos infinitésimos son equivalentes si Ilmlﬂ =1.

X—> g X
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Luego:
x-1
— _ 2 2
U S A G LA S L AL I R g Y
x>1 x° -1 otax(x-1(x+1) »tax(x+1) 2a
bx?

61. Determina el valor de p para que los infinitésimos, enx =1, f(x)=pxInxy

g(x) = x—e'™* sean equivalentes.
Solucion:

. . pxInx
Debe cumplirse que lim P — =1
x-l X —et %

Luego:

i XX =H=<L'H>=Iimp'pr=£=1:p=2-
x—1 x — g X 0 -1 14+e " 2

62. ¢Existe algin valor de x en el que las funciones f(x)=x% —p?y

g(x) =x% + (1L— p)x— p, sean infinitésimos del mismo orden?

Solucion:

f(x)=x? — p? es un infinitésimo cuando x — =p, pues lim (x? — p?)=0.

X—>tp
g(x) =x? + (1— p)x— p es infinitésimo cuando x — p, pues
Iim(x2 +(1-p)x— p): p>+(1-p)p-p=0.
X—>p

Para que sean infinitésimos del mismo orden debe cumplirse que lim % =k %0, .
X—>p g X
Se tiene:
2 2

lim + ) _ jim X =P :H:(L’H):ﬁm X _.2p

x>pg(x) ~px"+@-p)x—p [0 -p2X+1-p p+1
Como:

1) 2P _ O0sip=0y2) 2P _ o (no esta definido) si p = -1,

p+1 p+1

se deduce que f(x)=x2—p?y g(x)=x%+ (L— p)x— p seran infinitésimos del mismo
ordenenx =psiemprequep=0y-1.

Falta considerar el caso x = —p en g(x) = x> + (L— p)x — p. ¢Podrfa ser un infinitésimo?
Debe cumplirse que g(-p) =(-p)* +(L—p)(=p)—p=0 = 2p*-2p=0=>p=00p=1.
El caso p = 0 ha quedado descartado antes.

Lo mismo sucede con p =1, pues si p =1, x =—-p = -1, que también se ha descartado.
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Otras aplicaciones de los limites

1
63. ¢ Qué valor hay que asignar a p para que la funcion f(x) =<y sinx
p six=0

SIX¢Osea

continuaen x =0.
Solucioén:
Para que f(x) sea continua en x =0 debe cumplirse que Il'rrg) f(x)=f0)=p=>

] [1 1 )
= liml=———|=p
x>0 X senx

|im(3—ij ~[o—o0]= |im(3inx—_x) - H ~(LUH)=lim 98X~ _ H - (LH)

X sinx x>0\ XSin X 0 x=0 Sin X 4+ X COS X 0

. —sinXx
=lim —=0.
x—0 COS X + COS X — XSin X

Por tanto, p = 0.

64. Halla las asintotas de la funcion f(x) = szln(x——l) :

X®—3x+2

Solucion:

El dominio de la funcion es R — {1, 2}. Por tanto, en las abscisas x = 1 y x = 2 puede haber
asintotas verticales.

En x = 1: Aplicando la regla de L"Hopital:

“,mszln(x——l): Ol jes=D _ 1 _ 1 no hay asintota vertical.
x>1xX°—-3x+2 [0] 1 2Xx-3 -1
Enx=2:

lim sin(x-1) sinl

. = =oo => Larecta x = 2 es asintota vertical
x=2 X° —3X+2 0

. . . . in(x-1
Ademas, hay una asintota horizontal, pues lim SZ(—)
x>%0 X —3X + 2

acotado, mientras que el denominador se hace arbitrariamente grande. La asintota es la
y=0.

=0, ya que el numerador esta

2

. . In x . - _—
65. Halla las asintotas de la funcion f(x) = . Indica tambien la posicion de la curva
X

respecto de las asintotas.
Solucion:
En x = 0 puede haber una asintota vertical, pues en ese punto se anula el denominador.

_Inx? [-w . .
Como lim =| — | =0 = Larecta x = 0 es una asintota vertical.
x->0 X 0
) . Inx? [-w ) . Inx? [-w
Six— 0, lim =|— |=+40. Six— 0", lim = =—00.
x—0" X 0 x>0t X 0"
. Inx? [ . 2/x . i
Como lim =|—|=Ilim——=0 = Larectay = 0 es una asintota horizontal.
X—0 X 00 I
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. . Inx? [ . 2Ix .
Si X — —oo, lim =|—|= lim — =0". La curva va por debajo .
X—>—00 X _w_ X——00 1 |
del eje OX. I~
. _ Inx? ol .. 2/x T~/
Si X — +oo, lim =|—|= lim ——=0". La curva va por [
X400 X o0 x—>+0 ] I

encima del eje OX.

66. Dependiendo de los valores de p, estudia la continuidad de la funcion dada por:
2" -1

f(x)=1 PX
COS X

x? +1

six<0

six=>0

Solucioén:

El dnico punto en el que puede ser discontinua es en x = 0.

Para que una funcidn sea continua en x = 0 es necesario que los limites laterales existan y
sean iguales.

Por la izquierda:

2*In2 _In2

lim f(x) = lim 2 _1:[9} = (aplicando la regla de L"Hépital) = lim
X—0" x-0"  pPX 0 x—0" p p
Por la derecha:

. ., cosx 1
lim f(x)=Ilim —=-=
x—0" =0t X +1 1

Seré& continua cuando In2 =l=p=In2
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