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TEMA 2. Determinantes  

Problemas Resueltos 
 

Calculo de determinantes 

 

1. Halla el valor de los siguientes determinantes: 

a) 

132

540

301

−−

=A   b) 

032

105

323

−

−−

=B     c) 

272

313

222

−

−=C  

Solución: 

a) Se desarrolla por la primera fila. 

5)8·(3154
32

40
·30

13

54
·1

132

540

301

=++−−=
−

++
−

=

−−

=A . 

 

b) Se desarrolla por la primera fila. 

 5815·3)2·(2)3·(3
32

05
·3

02

15
)·2(

03

10
·3

032

105

323

=+++−−=
−

+
−

−−−=

−

−−

=B . 

 

c) 0=C , pues tiene dos columnas iguales. 

 

2. Halla el valor del parámetro para que cada determinante tome el valor que se indica: 

a) 7

130

40

301

== mA   b) 0

032

102

10

=

−

=

a

B    c) 1

00

30

224

==

k

kC  

Solución: 

a) Desarrollando por la primera columna: 

7

130

40

301

== mA   734 =− m   m = –1. 

 

b) Desarrollando por la primera fila: 

0

032

102

10

=

−

=

a

B   062 =+− a   a = 3. 

 

c) El valor de C es el producto de los elementos de la diagonal principal, luego 14 2 =k  y, 

por tanto, 
2

1
=k  
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3. Sean 






 −
=

60

12
A  y 









−

−
=

32

11
B . Calcula BA· , A , B , BA·  y BA· . 

Solución: 










−

−
=









−

−







 −
=

1812

54

32

11

60

12
·BA  

12
60

12
=

−
=A ; 123

32

11
=−=

−

−
=B   BA·  = 12 · 1 = 12. 

126072)12)·(5(18·4
1812

54
· =−=−−−=

−

−
=BA . 

Como puede observarse, BA·  = BA· . 

  

4. Sean 






 −
=

60

12
A  y 









−

−
=

32

11
B .  

a) Calcula BA· , AB· , tt BA · , tt AB · . 

b) Comprueba que tAA = , BABA ·· = . ¿Se cumple también que tttt BABA ·· = ? 

Solución: 

a) 








−

−
=









−

−







 −
=

1812

54

32

11

60

12
·BA ;  









−

−
=







 −









−

−
=

204

72

60

12

32

11
·AB ; 










−

−
=









−

−









−
=

207

42

31

21

61

02
· tt BA ;  









−

−
=









−








−

−
=

185

124

61

02

31

21
· tt AB . 

Puede observarse que se cumplen las propiedades: ( )t
BA·  = tt AB ·  y ( )t

AB·  = tt BA · . 

 

b) AAt ==
−

= 12
61

02
. También se cumple que BB t ==−=

−

−
= 123

31

21
. 

En el problema anterior se ha observado que, efectivamente, BABA ·· = . 

También se cumple que tttt BABA ·· = , pues se trata de una propiedad general. 

En efecto: 122840)7)·(4(20·2
207

42
· =−=−−−=

−

−
=tt BA ; y 121·12· ==tt BA . 

 

5. Halla el valor de los siguientes determinantes (pregúntate si es necesario desarrollarlos): 

a) 

300

540

301

−

=A   b) 

030

100

003−

=B   c) 

2153

0102

0022

0004

−−

−

−

=C  

Solución: 

Como las matrices A y C son diagonales, sus determinantes se obtienen multiplicando los 

elementos de la diagonal:  

12)3·(4·1 −=−=A ;  16)2·(1·2)·4( =−−=C . 

Para calcular B  puede aplicarse la regla de Sarrus: ( ) 93·1·3 =−−=B . 
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6. Halla, desarrollándolo por la fila 2ª y por la columna 4ª, el valor del determinante de la 

matriz 





















−

−

−

=

0143

6135

0102

0123

A . Comprueba que el resultado es el mismo.     

Solución: 

Por la fila 2ª: 

 

043

635

023

·1

014

613

012

)·2(

0143

6135

0102

0123

−

−

−−

−

−−=
−

−

−

=A  =  

 = [2 · (–6) · (–6)] – [(–6) · 18] = 180. 

Por la columna 4ª: 

( ) 180)30·(6)8·(1)5·(2)4·(3·6

143

102

123

·6

0143

6135

0102

0123

=−−=−+−+−−=−

−

−=
−

−

−

=A . 

  

Uso de las propiedades de los determinantes 

 

7. Utilizando las propiedades de los determinantes, calcula 

6252

43

21

++

++

++

xxx

xxx

xxx

. 

Solución: 

Restando la primera fila a las otras dos, queda: 

 0

440

220

21

6252

43

21

=

++

++

=

++

++

++

xx

xxx

xxx

xxx

xxx

, pues tiene dos filas proporcionales.  

 

8. Utilizando trasformaciones de Gauss, halla el valor del determinante de la matriz 

 





















−−

−−

−−

−−

=

2123

2132

2122

1121

A      

Solución: 

Haciendo transformaciones que se indican, se tiene. 

  

2123

2132

2122

1121

−−

−−

−−

−−

=A  =  

1240

0110

0120

1121

134

123

122

−

−

−

−−

−

−

+

FF

FF

FF
 = 1

124

011

012

=

−

−

−

. 

Se ha desarrollado por C1. 
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9. Calcula el valor 

1111

1111

1111

1111

a

b

a
A

+

−

+
= . 

Solución: 

Hay diferentes formas de hacerlo, pero en todas deben aplicarse algunas transformaciones de 

Gauss. Aquí, si se resta la cuarta columna a las otras tres, queda: 

100

100

100

1000

1111

1111

1111

1111

a

b

a

a

b

a
A

−
=

+

−

+
=  = (Por F1) = ba

a

b

a
2

00

00

00

·1 =−− . 

 

10. Comprueba que ( )( )( )bcacab

cc

bb

aa

−−−=
2

2

2

1

1

1

. 

Solución: 

Se transforma por Gauss y se extraen factores de la segunda y tercera fila. 

( )( )

ac

ab

aa

acab

acac

abab

aa

FF

FF

cc

bb

aa

+

+−−=

−−

−−

−

−=

10

10

1

0

0

1

13

12

1

1

1 2

22

22

2

2

2

2

 =  

= ( )( ) ( )( ) ( )( )( )bcacababacacab −−−=+−+−− . 

 

11. Aplicando el resultado anterior calcula el valor de 

1643

2553

4973

− . 

Solución: 

Si se extrae el factor 3 de la primera columna queda un determinante como el anterior, con  

a = 7, b = –5 y c = 4. Por tanto: 

1643

2553

4973

−  = ( ) ( ) ( ) 9729)·3)·(12·(3)5(4·74·75·3

1641

2551

4971

·3 =−−=−−−−−=− . 

 

12. Demuestra, sin desarrollarlos, pero haciendo las transformaciones de Gauss necesarias, 

que el valor de cada uno de los siguientes determinantes es cero. 

a) 

963

852

741

   b) 

bac

cab

cba

+

+

+

2

2

2

   c) 
22

1

11

bababa

ab

ba

−−−

+

 

Solución: 

En cada caso se hace lo que se indica. 
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a) 

963

852

741

 = 0

1260

630

741

133

122 =

−−

−−

−

−

FF

FF , pues tiene dos filas proporcionales. 

 

b) 0

0

0

2

13

12

2

2

2

=

−−

−−

+

−

−=

+

+

+

caac

baab

cba

FF

FF

bac

cab

cba

, pues tiene dos filas proporcionales. 

Se puede ver que ( ) ( ) 23 FacFab −=− .  

 

c) 
22

1

11

bababa

ab

ba

−−−

+

 = (se extrae el factor a – b de F3) = ( )

ba

ab

ba

ba

+

+

−

11

1

11

 = 0, pues 

tiene dos filas iguales. 

 

13. Sean A y B matrices cuadradas de orden 3 tales que 4=A  y 1−=B . Halla cuando sea 

posible el valor de los siguientes determinantes:  

BA· , A2 , 2A , 1−A , 1−B , B5− , B5− , BA + , BA + . 

Solución: 

Aplicando las propiedades: 

4)1·(4·· −=−== BABA ; 324·8·22 3 === AA ;  ( ) 164222 === AA  

Como 1·· 11 === −− AAAAI   
4

111 ==−

A
A . 

Igualmente: 1
1

111 −=
−

==−

B
B . 

→  5)1·(55 =−−=− B ; 125)1·(125·)5(5 3 =−−=−=− BB . 

→ 3)1(4 =−+=+ BA . 

El valor de BA +  no puede saberse. No hay ninguna propiedad que facilite su cálculo 

Por ejemplo, si 
















−

=

102

040

001

A  y 














−

=

102

010

031

B   
















=+

200

050

030

BA . 

Como se puede comprobar de manera inmediata se cumple que: 4=A ; 1−=B ; 

0=+ BA . 

El lector interesado puede buscar otras dos matrices A y B que cumplan que 4=A , 1−=B  

y den un resultado distinto para BA + . 

 

14. (Propuesto en Selectividad 2011, Castilla–La Mancha) 

Sabemos que el determinante de una matriz cuadrada A vale –1 y que el determinante de la 

matriz 2 · A vale –16. ¿Cuál es el orden de la matriz A? 

Solución: 
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Se sabe que AkAk n=· , para A una matriz de orden n. Por tanto, como:  

)1·(2162·2 −=−== nn AA   n = 4. 

La matriz será de orden 4. 

 

15. (Propuesto en Selectividad 2011, Baleares) 

Si B es la matriz inversa de A y det(A) = 5, ¿cuánto vale det(B), el determinante de B?  

Solución: 

Se sabe que BABA ·· = , para A y B matrices del mismo orden. 

Por tanto, como:  

BBABAI ·5··1 ====   
5

1
=B . 

 

16. Supuesto que  
4

3

111

1055 =−

cba

, calcula el valor de los siguientes determinantes: 

a)  

555

211

222

−

− cba

   b) 

cab 363

202010

7147

−  

 

Solución: 

El objetivo es escribir cada determinante en función del supuesto dado, que es el modelo 

dado. Para ello se utilizan las propiedades de los determinantes, y se comparando en cada 

paso el determinante obtenido con el dado. 

a) 

555

211

222

−

− cba

 = (se extraen los factores, 2 de F1 y 5 de F3) = 

111

211·5·2

−

− cba

 = 

→ Se observa que en el modelo dado, en F2 aparece 5, –5, 10 →  

 = (se introduce el factor 5 en F2) = 

111

1055·2

−

− cba

 = 

→ Se observa que en el modelo dado, en C2 los signos están cambiados →  

 = (se extrae el factor −1 de C2) = 
2

3

4

3
·2

111

1055·2 −=−=−−

cba

. 

b) 

cab 363

202010

7147

−  = (se extrae: 7 de F1, 2 de F2 y 3 de F3) = 

cab 2

10105

121

·3·2·7 −  = 

 = (se cambian de orden las filas: F1 por F3) = 

121

10105

2

·3·2·7 −−

cab

 = 
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 = (se cambian de orden las columnas: C1 por C2) = 

112

10510

2

·3·2·7 −+

cba

 =  

= (se extrae el factor 2 de C1) = 63
4

3
·2·3·2·7

111

1055·2·3·2·7 ==−+

cba

. 

 

Rango de una matriz 

 

17. Determina, por menores, el rango de las siguientes matrices: 

a) 
















−

−

−

=

125

102

321

A    b) 
















=

021

402

201

B    c) 
















−

−

−−−

=

0131

0202

1131

C   

Solución: 

a) Como el menor 04
02

21
1 −=

−

−
=A   Rango de A ≥ 2. 

Sea hace el determinante de A: 012142

125

102

321

=+−=

−

−

−

=A . Como vale 0, el rango no 

puede ser 3. Por consiguiente, rango de A = 2. 

 

b) 0=B   rango(B) < 3.  

Como el menor 04
21

02
1 ==B   Rango de B = 2. 

 

c) Es evidente que rango de C ≥ 2. Hay varios menores de orden 2 distintos de 0. 

En la matriz dada se pueden considerar 4 menores de orden 3: uno por cada columna que se 

excluya. 

El menor 066

131

202

131

1 =−=

−

−

−−

=C  → Con este menor el rango no aumenta.  

Si ese menor vale 0  existe una combinación lineal de columnas. Por tanto, puede 

suprimirse una de ellas a efectos del cálculo del rango. (En este caso, hay que suprimir la 1ª o 

la 3ª, pues son proporcionales). 

Si se suprime la 3ª, queda el menor 06

031

002

131

2 −=

−

−−

=C .  

Por tanto, el rango de C = 3. 
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18. Determina el rango de las siguientes matrices en función del parámetro. 

a) 







=

a
A

2

31
  b) 









+
=

21

1

a

a
B   c) 







 −
=

a
C

2

10
  d) 








=

a

a
D

4

1
  

Solución: 

a) 6
2

31
−== a

a
A  → 0=A  si a = 6; 0A  cuando a ≠ 6. 

Por tanto: rango(A) = 1 si a = 6; rango(A) = 2 si a ≠ 6. 

 

b) 112
21

1
−=−−=

+
= aaa

a

a
B  → 0=B  si a = 1; 0B  cuando a ≠ 1. 

Por tanto: rango(B) = 1 si a = 1; rango(A) = 2 si a ≠ 1. 

 

c) 2
2

10
=

−
=

a
C  → 0A  independientemente del valor que tome cuando a. 

Por tanto, el rango(A) siempre es 2. 

 

d) 4
4

1
2 −== a

a

a
D  → 0=D  si a = ±2; 0A  cuando a ≠ ±2. 

Por tanto: rango(D) = 1 si a = ±2; rango(D) = 2 si a ≠ –2 y a ≠ 2. 

 

19. Determina el rango de las siguientes matrices en función del parámetro. 

 a) 
















=

03

23

03

k

k

k

A   b) 














 −−

=

kk

kkk

A

1

111

21

  c) 
















=

1011

111

111

k

k

A  

Solución: 

a) ( )9

03

23

03
2 −== kk

k

k

k

A   0A  cuando k ≠ 0, −3 y 3; 0=A  si k = 0, −3 o 3. 

Por tanto: 

• Si k ≠ 0, −3 y 3, el rango de A será 3. Para k = 0, −3 o 3 el rango será menor que 3. 

• Si k = 0, 
















=

003

023

030

A  → su rango es 2. El menor 09
33

30
1 −==A . 

• Si k = −3, 
















−

−

−

=

033

323

033

A  → su rango es 2. El menor 015
23

33
2 −=

−
=A . 

 

• Si k = 3, 
















=

033

323

033

A  → su rango es 2. El menor 03
23

33
3 −==A . 
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a) 2)1(2)1(2)1(2

1

111

212)21(

1

111

21

−=−+−=

+

=

−−

= kkkk

kk

kFF

kk

kkk

A   

Por tanto: 

• Si k ≠ 1, el rango de A será 3, pues 0A .  

• Si k = 1, 

















=

111

111

101

A  → su rango es 2. El menor 01
11

01
1 ==A . 

 

c) El rango de A es como máximo igual a 3: la matriz A tiene 3 filas. 

Se considera el menor, kk

k

A 22

011

11

11

1 −== . Su valor es 0 si k = 1. 

Para ese valor de k = 1, la matriz será: 
















=

1011

1111

1111

A . Como tiene dos filas iguales, su 

rango será 2. 

Por tanto: si k  1, rango(A) = 3; si k = 1, rango(A) = 2. 

 

20. (Propuesto en Selectividad 2011, Castilla–La Mancha) 

Calcula el rango de la matriz 





















=

16151413

1211109

8765

4321

A  .  

Solución: 

El rango de una matriz es el número de filas linealmente independientes de esa matriz. 

También es igual al orden del mayor menor no nulo. 

Haciendo las transformaciones de Gauss que se indican, se tiene: 

 





















=

16151413

1211109

8765

4321

A  → 





















−

−

−

0369

0246

0123

4321

144

133

122

FF

FF

FF
. 

Como las filas 2ª, 3ª y 4ª son proporcionales, el rango de A es 2. (Todos los menores de orden 

3 serán nulos. El menor 4
23

21
−=  ≠ 0). 
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Matriz inversa 

21. Aplicando la fórmula ( )tijA
A

A
11 =−  calcula la inversa de las siguientes matrices, si 

existe. 

a) 







=

52

31
A    b) 









−
=

22

13
B     c) 








=

62

31
C  

Solución: 

a) 165
52

31
−=−==A . Adjunta: ( ) 









−

−
=

13

25
ijA   









−

−
=









−

−

−
=−

12

35

12

35

1

11A . 

 

b) 826
22

13
=+=

−
=B . Adjunta: ( ) 









−
=

31

22
ijB   







 −
=







 −
=−

8/34/1

8/14/1

32

12

8

11B . 

 

c) 066
62

31
=−==C   la matriz C no es invertible. 

 

22. Aplicando la fórmula ( )tijA
A

A
11 =−  calcula la inversa de las siguientes matrices, si 

existe. 

a) 

















=

211

110

111

A   b) 
















−=

012

121

111

B     c) 

















−

−

=

301

121

111

C  

Solución: 

a) 1

211

110

111

==A . Adjunta: ( )
















−

−

−

=

110

011

111

ijA   ( )
















−

−

−

==−

101

111

011
1 t

ijAA . 

Puede comprobarse que IAA =−1· .  

En efecto: 
















=
















+−+−−+

+−−

+−+−−+

=
















−

−

−

















=−

100

010

001

2111211

11111

1111111

101

111

011

211

110

111

· 1AA  

b) 4321

012

121

111

−=−−=−=B . Adjunta: ( )
















−

−

−−

=

123

121

321

ijB    

  
















−

−−

−

−
=−

113

222

311

4

11B   
















−−

−

−−

=−

4/14/14/3

2/12/12/1

4/34/14/1
1B . 

 

c) 0246

301

121

111

=−−=−

−

=C   la matriz C no tiene inversa. 
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23. Dada la matriz 

















−

−

=

a

aA

14

30

101

, halla: 

a) Los valores de a para los que la matriz A posea inversa.  

b) La inversa de A para a = 2.  

Solución: 

a) La matriz A posee inversa cuando su determinante sea distinto de cero. 

 034

14

30

101
2 =−+−=

−

−

= aa

a

aA     a = 1, a = 3 

Por tanto, la matriz A posee inversa cuando a ≠ 1 y a ≠ 3. 

 

b) Para a = 2, 

















−

−

=

214

320

101

A  y A  = 1. 

La matriz inversa viene dada por 
A

A
A

t

ij )(
1 =− , siendo ( )

ijA la matriz de los adjuntos de A.

 
















−

−−

−−

=

232

121

8127

ijA   =
















−−

−

−−

=−

218

3212

217

1

11A
















−−

−

−−

218

3212

217

 

 

24. (Propuesto en Selectividad 2006, Castilla–La Mancha) 

a) Despeja la matriz X en función de A e I2 en la ecuación 2

22 ·)( IAXXAX ++=+  , siendo 

X y A matrices cuadradas de orden dos, e I2 la matriz identidad de orden dos. 

b) Resuelve la ecuación 2

2· IBXB =+ , si 







=

01

11
B . 

Solución: 

a) Operando se tiene: 

2

22 ·)( IAXXAX ++=+    ( ) 2

2 ·)·( IAXXAXAX ++=++   

 2

222 ··· IAXXAAXXAX ++=+++   2

2· IAXA =+   

 2

2· AIXA −=   )(·· 2

2

11 AIAXAA −= −−   AAX −= −1  

 

b) De 2

2· IBXB =+   2

2· BIXB −=   )(·· 2

2

11 BIBXBB −= −−   BBX −= −1  

La inversa de B es, 
B

B
B

t

ij )(
1 =− , siendo ( )

ijB  la matriz de los adjuntos de B.  

Como 1
01

11
−==B  y ( ) 









−

−
=

11

10
ijB     









−
=−

11

10
1B  

Por tanto: 

 








−

−
=








−









−
=

10

01

01

11

11

10
X  
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25. Dada la matriz 
















−

=

010

01

10

k

k

A  

a) Halla los valores del parámetro k para los que A tiene inversa. 

b) Para k = 0, calcula la matriz X que verifica ( )110· −−=AX . 

Solución: 

a) La matriz A tiene inversa cuando su determinante es distinto de 0. 

 1

010

01

10
2 −=

−

= kk

k

A     0=A  si k = −1 o +1. 

Por tanto, la matriz A tendrá inversa cuando k ≠ ±1. 

 

b) Si k = 0, la matriz tundra inversa, luego ( )110· −−=AX   ( ) 1·110 −−−= AX . 

Si k = 0, 
















−

=

010

001

100

A . Su inversa es 
A

A
A

t

ij )(
1 =− , siendo ( )

ijA la matriz de los adjuntos 

de A:  1−=A ; ( )
















−

−

=

010

001

100

ijA   
















−=−

001

100

010
1A . 

Luego, 

 ( ) ( )101

001

100

010

110 −=
















−−−=X  

 

26. Dadas las matrices 








−

−
=

53

64
A  y 









−

−
=

56

34
B , encuentra una matriz simétrica P no 

singular tal que PAPB ··1−= .  

Solución:  

Si P es simétrica y no singular significa que 







=

db

ba
P  y que 0P .  

De PAPB ··1−=   (multiplicando por la izquierda por P)  PABP ·· = . 

Por tanto, debe cumplirse que: 

4 3 4 6

6 5 3 5

a b a b

b d b d

− −     
=     

− −     
  

4 6 3 5 4 6 4 6

4 6 3 5 3 5 3 5

a b a b a b b d

b d b d a b b d

+ − − − −   
=   

+ − − − −   
  

   

4 6 4 6

3 5 4 6

4 6 3 5

3 5 3 5

a b a b

a b b d

b d a b

b d b d

+ = −


− − = −


+ = −
− − = −

  
3 3 0

2

b b b

a d

= − → =


=
  

2 0

0

a
P

a

 
=  

 
, con a ≠ 0. 
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27. (Propuesto en Selectividad 2011, Baleares) 

Se considera la matriz 





















=

xx

x

xx

x

A

10

001

00

001

 

a) Resuelve la ecuación det(A) = 0. 

b) ¿En qué casos admite inversa la matriz A?  

Solución: 

a) 

xx

x

xx

x

A

10

001

00

001

=  = 

011

001

001

001

14

12

x

x

x

x

FF

FF

−

−

−

−
 = ( ) ( )122·

11

01

01
2 −=−−=

−

−

− xxxxxx

x

x

x

x  

Luego:  

  0=A   ( ) 0122 =−xx   x = 0 ó x = 1/2. 

 

b) La matriz A admite inversa siempre que x ≠ 0 y x ≠1/2. 

 

28. (Propuesto en Selectividad 2011, País Vasco) 

Dada la matriz A: 

    
















−

−



112

10

01

 

a) Contesta razonadamente a la siguiente pregunta ¿existe algún valor de   R tal que A no 

tenga inversa para ese valor? 

b) Calcula, en caso de que sea posible, la matriz inversa de A2 para  = 0. 

Solución: 

a) La matriz A no tendrá inversa cuando su determinante valga 0. 

 21

112

10

01

−−=

−

−



=A   0A  para todo   R. 

Por tanto, la matriz A tendrá inversa siempre. 

 

b) Para  = 0, 
















−

−=

112

100

001

A  1−=A . 

Su inversa es t
ijA

A
A )·(

11 =− , siendo ( )
ijA  la matriz de los adjuntos de A. 

La matriz de los adjuntos es: ( )














 −−

=

010

110

021

ijA   
















−

−

−=−

010

112

001
1A . 
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Esto es: 

















−

−−=−

010

112

001
1A . 

La matriz inversa de A2 será ( )
















−

=
















−

−−
















−

−−=−

112

120

001

010

112

001

010

112

001
21A . 

 

Otra alternativa es calcular A2 y hacer la inversa después. 

 

29. Sea la matriz 
















−− 11

0

121

t

tt . 

a) Halla su rango en función del valor de t. 

b) Calcula su inversa para el valor o valores de t para los que el determinante de esa matriz 

vale 1.  

Solución: 

a) ( )2

1 2 1

0 2

1 1

t t t t t t t

t

= − − − = − +

− −

  Si t  0 y t  –2, el determinante es distinto de 0. 

Por tanto: 

• Si t  0 y t  –2  su rango es 3. 

• Si t = 0 la matriz es 

1 2 1

0 0 0

1 0 1

 
 
 
 − − 

 → su rango es 2, pues la fila 1ª y 3ª son l.i. 

• S t = –2 la matriz es 

1 2 1

0 2 2

1 2 1

 
 
 
 − − − 

. También con rango 2, pues el menor 
1 2

2 0
0 2

=  . 

 

b) El determinante vale 1 cuando ( )
22 22 1 2 1 0 1 0 1t t t t t t− − =  + + =  + =  = − . 

Para t = –1, la matriz es 

1 2 1

0 1 1

1 1 1

A

 
 

= − − 
 − − − 

. Su inversa será: 
















−−−

−

=−

111

101

110
1A  

 

30. Se consideran las matrices 








−

−
=

12

13
A  y kIAB −= , donde k es una constante e I es 

la matriz identidad de orden 2. 

a) Determina los valores de k para los que B no tiene inversa.  

b) Calcula B−1 para k = −1. 

Solución: 
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a) kIAB −=  = 
3 1 1 0 3 1

2 1 0 1 2 1

k
k

k

− − −     
− =     

− − −     
. 

La matriz no tendrá inversa cuando su determinante valga 0. 

  ( )( ) 23 1
3 1 2 0 4 1 0

2 1

k
k k k k

k

− −
= − − − − − =  + + =

− −
  32 +−=k  o 32 −−=k  

 

b) Si k = –1, la matriz es 
2 1

2 0
B

− 
=  

 
; que tiene inversa, pues 2B = − . 

Su inversa es 1 0 1 0 1/ 21

2 2 1 12
B− −   

= − =   
− −   

.  

 

Otros problemas 

 

31. Se consideran las matrices 








−−
=

111

21 
A  y 

















=

20

0

31

B , donde λ es un número real. 

Encuentra los valores de λ para los que la matriz AB tiene inversa. 

Solución: 

 

1 3
1 2 1 2 3 2

· · 0
1 1 1 1 1

0 2

A B

 
 +  +     

=  =    − − −     
 

 

Para que tenga inversa es necesario que 0AB  . 

Como  21 2 3 2
2 3 2 0

1 1

+  + 
=  +  − =

− 
 si 

1

2
 =  o  = –2  la matriz AB tendrá inversa 

cuando  ≠ −2 y  ≠ ½. 

 

32. Una matriz A es ortogonal cuando A · At = I.  Demuestra que el determinante de una matriz 

ortogonal vale 1 ó  −1. 

Solución: 

Se sabe que para un par de matrices A y B, multiplicables, se cumple que · ·A B A B= . Por 

tanto, si · · · 1t t tA A I A A A A I=  = = = . 

Como, además, tA A=   
2

1 1 1A A=  = =  . 

 

33. Dada la matriz 








−
=

310

412
A    

a) Calcula AAt, det(AAt) y (AAt)-1 . 

b) Las matrices AAt  y (AAt)-1 anteriores son simétricas. ¿Es esto una coincidencia? 

Solución: 
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a) 

2 0
2 1 4 21 11

· · 1 1
0 1 3 11 10

4 3

tA A

 
    

= − =    −    
 

 →  

21 11
· 210 121 89

11 10

tA A = = − =   ( )
1 10 11 10 / 89 11/ 891

·
11 21 11/ 89 21/ 8989

tA A
− − −   

= =   
− −   

 

 

b) Efectivamente, las matrices anteriores son simétricas. Esto no es una coincidencia, pues 

siempre se cumple. En efecto, si A es una matriz cualquiera de dimensión n  m, el producto 

AAt  es una matriz de cuadrada de orden n. 

Será simétrica si cumple que es igual a su traspuesta. 

En efecto: 

 ( ) ( )· · ·
t t

t t t tA A A A A A= =  → (Recuérdense las propiedades de las matrices traspuestas vistas 

en el párrafo 6 del Tema 1). 

 

34. (Propuesto en Selectividad 2016, Asturias) 

Dados los números reales a y b se considera la matriz 

a b a a

A a a b a

a a a b

+ 
 

= + 
 + 

. 

a) Obtenga el determinante de A.  

b) Estudie el rango de A dependiendo de los valores de a y b.  
Solución: 

a) Haciendo transformaciones de Gaauss: 

 ( )

3 1

3 3 1

3 1

a b a a a b a a a a

A a a b a a b a b a a b a b a

a a a b a b a a b a a b

+ +

= + = + + = + +

+ + + +

 → (se han 

sumado las tres columnas y sacado “factor común” 3a + b de la primera columna) →  

= ( )

1

2 1 3 0 0

3 1 0 0

a a

F F a b b

F F b

− +

−

 = ( ) 23a b b+ .  

 

b) Como ( ) 23 0a b b+ =  cuando b = 0 o 3b a= −  se tendrá: 

• Si b ≠ 0 y b ≠ –3a el rango de A será 3. 

• Si b = 0, la matriz es 

a a a

A a a a

a a a

 
 

=  
 
 

, cuyo rango es 1 si a ≠ 0; y 0 si a = 0. 

• Si b ≠ 0 pero b = –3a, la matriz es 

2 0

2 0 2

2 0 2

a a a a a

A a a a a a

a a a a a

−   
   

= −  −   
   − −   

  → 

(sumando las tres columnas). 

Sus menores de orden dos no nulos valen 23a . Por tanto, si 3b a= −  con a ≠ 0, el rango 

valdrá 2.    

http://www.matematicasjmmm.com/


Matemáticas II (Bachillerato de Ciencias). Soluciones de los problemas propuestos. Tema 2  33 

 

www.matematicasjmmm.com                                                                                                       José María Martínez Mediano 

35. (PAU Comunidad Valenciana, junio 18) 

Sea A una matriz cuadrada tal que 2 2 3A A I+ = , donde I es la matriz identidad. Calcular 

razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 

a) Los valores de a y b para los cuales 1A aA bI− = + . 

b) Los valores de α y  para los cuales 4A A I=  + . 

c) El determinante de la matriz 12B− , sabiendo que B es una matriz cuadrada de orden 3 cuyo 

determinante es 2. 

Solución: 

a) De 
2 2 3A A I+ =   ( ) ( )

1
2 3 · 2

3
A A I I A A I I+ =  + =  → (por la definición de matriz 

inversa)  ( )1 1 1 2
2

3 3 3
A A I A I− = + = + . En consecuencia: 

1

3
 =  y 

2

3
 = .  

 

b) De 
2 2 3A A I+ =   

2 3 2A I A= −    

( )( )4 3 2 3 2A I A I A= − −  =  ( )2 29 6 6 4 9 12 4 3 2I A A A I A I A− − + = − + −    

 
4 9 12 12 8 21 20A I A I A I A= − + − = −  → α = 21;  = 20. 

 

c) Para una matriz M, cuadrada de orden n y no singular, se cumple:  

1) ( )
kkM M= ; 2) ( )

1 1
M

M

−

= ; 3) 
npM p M= ; 4) · ·M N M N= . 

Luego, si B es una matriz cuadrada de orden 3 cuyo determinante vale 2: 

 
11 3 3 1

2 2 2 · 4
2

B B
−− = = = . 

 

36. (EvAU Castilla La Mancha, junio 18) 

a) Encuentra los valores del parámetro a  R para que la siguiente matriz tenga inversa. 

1 1 1

0 2 1

0 2

a

A a

a

− − 
 

= − 
 
 

   

b) Para a = 2 calcula razonadamente A–1 y comprueba el resultado.  

c) Para a = 0 calcula razonadamente el valor de los determinantes 1A−  y 2A .  

Solución: 

a) Una matriz no tiene inversa cuando su determinante vale 0. 

 ( )( ) ( ) ( )( )

1 1 1

0 2 1 2 1 2 1 1 3 4

0 2

a

A a a a a a a a

a

− −

= − = − − + − = − −  

→ 0A =  si a = 1 o 
4

3
a = .  

Por tanto, en los demás casos, cuando a ≠ 1 y 
4

3
a  , la matriz A tendrá inversa. 
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b) La matriz inversa es 
( )( )1

t

Adj A
A

A

− = . 

Para a = 2: 

1 1 1

0 0 1

2 0 2

A

− 
 

=  
 
 

  2A = ; ( )

0 2 0

2 4 2

1 1 0

Adj A

 
 

= − 
 − 

  
1

0 2 1
1

· 2 4 1
2

0 2 0

A−

− 
 

= − 
 
 

. 

Comprobación: (debe cumplirse que 1·A A I− = ) 

Para a = 2: 
1

1 1 1 0 2 1 1 1 1 0 2 1
1 1

· 0 0 1 · · 2 4 1 · 0 0 1 · 2 4 1
2 2

2 0 2 0 2 0 2 0 2 0 2 0

A A−

− − − −       
       

= − = −       
       
       

  

  
1

2 0 0 1 0 0
1

· · 0 2 0 0 1 0
2

0 0 2 0 0 1

A A I−

   
   

= = =   
   
   

 .  

 

c) Para a = 0, 4A = . 

Aplicando las propiedades de los determinantes: 

1 1 1

4
A

A

− = = ; 
32 2 · 8·4 32A A= = = .  
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