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TEMA 10 — APLICACIONES DE LA DERIVADA

RECTA TANGENTE
x2 +1

e

EJERCICIO 1 : Escribelaecuaciondelarectatangenteala curva f(x)= en xg =0.

Solucién:

e Ordenada del puntd:(0) =1
X _ |2 X X _v2_ _y2_
» Pendiente de la rectfa(x) = 2xe (X ;1) € -8 (ZX ); 1) = 2 - X 1:1" 0)=-1
€) €) e
* Ecuacion de la recta tangenyel=-1(x-0) - y=-x+1

EJERCICIO 2 : Escribe las ecuaciones de la rectas tangentelaurva x2 - 3y2 +2x+9=0 enxy=1.

Solucién:

y=-2
. OrdenadasdeIospuntdxs:3y2+2+9=0 - 12=3y2 - 4=y2 . {
y=2

Hay dos puntos: (52) vy (4, 2)

* Pendientes de las rectag:26y -y'+2=0= y'= 22X - 21X
—6y 3y
1+1 2 -1 1+1 2 1
' -2)=——=—=—= "1 2)=——=—"==
Y@ -2)=—r="= yL2)====573
» Ecuaciones de las rectas tangentes:
1 -1 5
-En (4 -2) - =-2-=(x-1) - =_—x-=
-2 - y=2-i(-1) - y=Thx-S
1 1 .5
-En(1, 2) - =2+=(x- - ==X+—
2 - y=2el(x-1) - y=lxsd
. xz(x—l)
EJERCICIO 3 : Halla laecuaciéndelarectatangentealacurva y = ——=——" en xg = 3.
Vx+1
Solucion:
e Ordenada en el punto: y (89
2( 3 2
: X x—1) X7 =X
* Pendiente de la recty.= = =
Vx+1 Vx+1
2 3. .2 1
(3x —2x)4x+1—(x =X )
e 2t 2 -2 r)-f3-2) 5Pl ax g 75
(x+1) 24(x +1)3 24/(x +1)° 8
» Ecuacion de Iarectatangenge.:9+%5(x—3) - y:%sx—l—g3
ESTUDIO DE FUNCIONES
. . . : . 3x2 -9x+3
EJERCICIO 4 : Halla los intervalos de crecimiento y los maxim®y minimos de la funcionf (x)=?
X—

Solucioén:
)= (6x-9) (3x—1)—(3x2 —9x+3)3 _18x? -6x-27x+9-9x? +27x -9 _ _ 9x% -6x
3x-1)2 3x-1)2 3x-1)2
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3x=0 - x=0
x-2=0 - x=—
Signo def' (x):

20 <0 />0
e 0 N\

SHINES

f(x) escrecientesn (— o, O) O (g + ooj ;esdecreciergen (0, éj Tieneunmaximo

en (0, -3) y unminimoen (% _?5]

EJERCICIO 5 : Halla los maximos, minimos y puntos de inflexiéde la curva:f (x) =5x2 (x —1)2
Di dénde es creciente, decreciente, concava y CORa&e

Solucion:
» Primera derivadd:' (x) = 10x (x - 1)2 +5¢ .2 k—-1)=10x (x—1) 24102 x-1)=

x=0

=1k (Xx— 1) (x—1+x) =10 (x- 1) (X-1)= f'(x)=0 {x=1

Signo def' (x):
S'<0 f>0  f'<0  f'>0

~ 0 7 1 NN 1 7

Do

f(x) esdecreciergen (— o0, O) O (% 1) ; escrecienteen (0, %) O (l + oo). Tieneun

maximoen (% %) y dosminimos (O, 0) y (1, O).

» Segunda derivada:

£ (x) = 10 (x — 1) (X — 1) = 203 - 30x2 + 10x

£ (x) = 60x2 — 60x + 10= 10 (6 — 6x + 1)

XZSim:Si\/l_Z - {X"OZl

12 12 x= 079

f'(x)=0 - 6x2-6x+1=0 -

Signo def" (X):
S'>0 /<0 J">0

N\ (),51 N ().%79 —/
f (x) es cdncava en—¢; 0,21)0 (0,79;+); es convexa en (0,21; 0,79). Tiene dos pungasftexion: (0,21; 0,14)
y (0,79; 0,14).

CALCULO DE PARAMETROS

EJERCICIO 6 : Halla los valores de a 'y b en la funcién f(x) x*> + ax + b sabiendo que pasa por el punto P(-2,1)
y tiene un extremo relativo en el punto de abscisa= -3

Solucion:
Si pasa por el punte2, 1)=f(-2)=1= (-2)* +a(-2)-b=1= -a-b=-3

Como tiene un extremo paxa= -3= f(-3)=0= f'(X)=2x+a = 2(-3)+a=0 = a=6

Resolviendo el sistema: Comoa=6,b=-3



Tema 10 — Aplicaciones de la derivada — Matematicas2® Bachillerato 3

EJERCICIO 7 : Halla a, b y c en la funcién f(x) = aX+ bx? + cx + d sabiendo que el punto P(0,4) es un méaxirgio
el punto Q(2,0) es un minimo.

Solucion:
Pasa por el punto (0,4 f(8) 4 &6 b0 <0=d=4=d 4
f(0) =0

=
f(x)=3ax’ +2bx+c

Maximo en P(0,4x

Maximo en x = 0= { 320+ 2bO T B =

Pasapor el punto (2,0» f(2) 6 &2 bR +€£2=d=®@a+ 4b+ 2¢+ = 0
f(2)=0
f(x)=3ax’ +2bx+c

Minimo en Q(2,0
Q.05 3a®2+ 2b2 T B 12a 4b=c

Minimo en x = 2= {

Formando un sistema con las 4 ecuaciones obteradaka:

d=4
8a+ 4bt+ 2c+ &= ( 8a+ 4b=-4 2a+ b=-1 [-2a-b=1
= = = = a=1,b=-3
c=0 12a+ 4b= 0 3a+b=0 3a+b=0
12a+ 4b+ = 0O

PROBLEMAS DE OPTIMIZACION

EJERCICIO 8 : La suma de tres numeros positivos es 60. El preno mas el doble del segundo mas el triple del
tercero suman 120. Halla los nimeros que verificaestas condiciones y cuyo producto es maximo.

Solucion:
Llamamosx al primer nimeroy al segundo yz al tercero. Asi, tenemos que:

x+y+z=60 (x,y,z>0)] x+y=60-z X=2
X +2y+32 =120 x+2y =120-3| y=60-2z

El producto de los tres nimerosBs: x -y -z=z- (60-22) -z = 2 (60-22 =f(2, z>0
Buscamosz para quef (27 sea maximo:

f'(2) = 22 (60— 22) + 22 - (-2) = 22 (60— 22— 2) = 22 (60— 32) = 120 — 62°
z=0 (novale pueshadeser z > 0).

=0 - {
z=20

Veamos que erz=20 hay un maximé''(z2) = 120-12z; f"(20)=-120<0 - hay un maximo
Por tanto, el producto es maximo pata 20, y = 20, z=20.

EJERCICIO 9 : Entre todos los triangulos rectangulos de hipotausa 5 metros, determina razonadamente el que
tiene area méaxima.

Solucién:

N

Area= f(x), 0<x<5

xv25—x2 _
2
v25x2—x4

2
flx)= 50x-4x3  25¢x-2x3 _x(25—2x2) 25-2x2
x)

Buscamosx para que el &rea sea méxilﬁ(a(:) =

_4\/25x2—x4 ) 2y25x2 x4 ) 2xV25-x2  2y25-x2
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x=—¥(novala
f'(x)=0 - 25-2x2=0 - x2=2—25 .
(=52
2

5/2

(Como f'(x) > Qalaizquierdade x :T y f'(x)< 0 asuderechagn x =¥ hayun maximo).

; L . 2
Por tantoglareaesmaximacuanddosdoscatetosniden x =% metros.

EJERCICIO 10 : Un mévil se desplaza segun la funciéne (t) = 60 + 15Q 3_115%4+2n°-2 6, que nos da el
espacio en metros recorrido por el mévil ert minutos.
Determina a cuantos metros de la salida esta el ptnen el que alcanza la maxima velocidad.

Solucién:
La funcion que nos da la velocidad es la derivada @):
e' (t) = 600+ 450 2 - 460 3+ 1354 - 12O = v (1)
Para obtener el maximo de la velocidad, derivam3:
V' (t) =900 - 1 3802 + 540 3 - 60t 4= 60t (15- 2% + 9t 2 -t ) ==—60t (t— 1) (¢t - 3) (¢ - 5)
V=0 - t=0,t=1,t=3,t=5
Obtenemos el valor de (t) en estos puntos(0) = 600, v (1) =713, v (3)=249, v(5)=1 225
Por tanto, la maxima velocidad se alcanza en elitmih=5 y el espacio recorrido es
e (5)=3 000 m.

EJERCICIO 11 : Un granjero desea vallar un terreno rectangularde pasto adyacente a un rio. El pastizal debe

tener 180 000 rf para producir suficiente forraje para su ganado.
¢, Qué dimensiones tendra el terreno rectangular de@fma que utilice la minima cantidad de valla, si elado que
da al rio no necesita ser vallado?

Solucién:

Y

Area=xy =180000m2 _ y=180000

X

Cantidad de valla necesarﬁﬁx) =2X+y=2x+ 180000, x>0
X

Buscamosx > 0 que hagd (X) minima:
f'(x) —oo 180000

X

x =-300 (novale
f(x)=0 - 2x?>-180000=0 - x?=90000 - { ( )
X =300
_ 360000,

%3

Veamos que erx =300 hay un minimo‘:"(x) f"(300) >0 - hayunminimo

Por tanto, han de sek=300 m,y =600 m
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EJERCICIO 12 : Entre todos los triangulos rectangulos de area Emz, determina las longitudes de los lados del
gue tiene la hipotenusa minima.

Solucion:
X
a
y
] 10
Area=x -y=10 - y=—, x>0
X
Hipotenusa= x2+y } 24 100
- . 2,100
Buscamos el valor d& > 0 que hace minima la funcuﬂﬁx) = t—
X
Derivamos:
f'(x)= ! -[Zx 2030}
2 x2+1—020 X
X
. 200 4 4
f'(x)=0 - 2x-==0 - 2%-200=0 - x*=100 - - x=9100=410 - y=410

(Comof'(x) < QOalaizquierade V10 y f'(x) > 0 asuderechagn x =+/10 hayun minimo).

Por tanto los catetosmiden +10cm cadauno; y la hipotenusamedira +/20cm.

CALCULO DE LIMITES

EJERCICIO 13 : Calcular los siguientes limites:
- Xsenx . 2X=2senx ., 4-4cosx , x3
a) lim ——— im — > O lim——— d) lim ——— ¢) Iim————
x-0 X+Senx x=0 x° 43X x-0  X+senx x=0 X x-0 XCOSX+ senx
. at=Db i . X—=senx . Xsenx o , € =g"=2x
f) lim g) lim (xLx) h) Iim i) lim ) lim x* k) lim———
x=0 X X0 x~0 serf X x~01—COoSX X0 x~0 X —senx
Solucién:
e -1 O\LH é 1
)Ilm——— = lim =—
x-0 X +Sen X 0) x-0 ¥ cosx
Xsen x O\'H .,  senx XCOSX H COSKX COSX Xsenx 2
b) Im———=|<|=lim—————=| < [=lim =—==
x-0 x3 +3x2 0 x-0  3X“+ 6X 0 x-0 6Xx+ 6 6 3
2X—2senx LH 2 2cosx 2 2
c) im————=|—]=Iim = =0
x-0 X +Senx 0/ x-0 H cosx 1

., 4-4cosx OL" ., 4dsenx ., 2senx oH .
d) |m—=6 = lim =lim =6=I|m 1 =

Xx-0 X2 -0 2X X- 0 X
. x® (0w 3% _0_

e) im———={—=]=1lim ===
x~0 X CcOS X+ senx x-0 COS% XSerx cosx 2

f) lim & L 4- 9 S L 8 imM‘b I|m(a La- B Lb)= a’La- P Lb= La- Lb
x=0 X 0 0 0) x-0 1

0) Ilm(xLx) (0.0) = Ilmﬁ—(zj lim _%( = I|m—— I|m( x)=0
% 00 x- 0 }{(2 X x- 0
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. X—Senx 0 .. } cosx ,, % cosx . senx 0
h) Iim =|—|=Ilim =lim =| —[=lim =—=0
x-0 serf x 0) x-02senx.cosx x-0 sen2x x-0  cos2x.2 2

N e Xsenx 0y _,.  1lsenx Xcosx . cogx 1l.cosx ( senx).x f
i) lim = =lim——————=| — [=lim 2=

x-01-cosx \ Q) x-o0 senx x-0 COS X 1
. T L o tim S UH im0 lim-x
D limx* =lime™ = lime™ = limé/x = eo¥* = grl/X = g = %=

x - 0" x- 0" x— 0 X

., e -e*-2x 0 ., eé+&g-2 . e T8 ., e e
k) Im———=| —|=lim————=| —]=Ilim =| —[=lim =
x-0 X —senx o) 1—Ocosx x-0  senx x-0  COSX

TEOREMAS DE DERIVABILIDAD

EJERCICIO 14 : Comprueba que la funcion f (x) = x2+2x -1 cumple las hipotesis del teorema de Rolle en el
intervalo [-3, 1]. ¢Donde cumple la tesis?

Solucion:
» La funcionf (x) = x2+2x-1 es continua y derivable en tody por tanto, sera continua ef3] 1] y derivable en
(-3, 1).
f(-3)=2 _
» Ademas soniguales.
f(1)=2

» Por tanto, se cumplen las hipotesis del teorenfRalle. Asi, sabemos que existe
cO (-3, 1) tal quef'(c)=0.
» Veamos donde se cumple latefsig) =2x+2 - f'c)=2x+2 - c¢=-10(-3,1)
2 _ .
EJERCICIO 15 : Calcula m y n para que la funcion:f (x)= XT=2x+m si xs1
nx-—2 si x>1

cumpla las hip6tesis del teorema del valor medio esi intervalo [0, 2]. ¢ Dénde cumple la tesis?

Solucioén:
e Continuidad en [0, 2]:
- Si x#1, lafuncién es continua, pues esta formadgptnomios, que son funciones continuas.

lim f(x)= lim (3x2—2x+m) =1+m
X-1 X-1

- Enx=1:1 lim f(x) = lim (nx— 2) =n-2 = Para que sea continua en, ha de semEn-2
X1 x-1

f1)=1+m

 Derivabilidad en (0, 2):

6x-2 si x<1
- Si x# 1, lafuncion es derivable, y su derivada‘é(:x:) ={

n si x>1
th)=a
- Para que sea derivable & 1, han de coincidir las derivadas IateraleG: n=4
f' +)= n

» Por tanto,f (X) cumplira las hipétesis del teorema del valor imedh [0, 2] si:
{1+m=n—2 {mzl
n=4 n=4
2_ i 6x-2 si x<1
Este caso quedari[a(x) =724l sl xs<d f'(x) = .
4x -2 si x>1 4 si x>1
Veamos donde cumple la tesis:

f'(c)=f(2;:;(o)=6;1=g:>f'(c)=60—2=g - c=%D(0,2) (sic>1)
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-x%+1 si x<2
-4x+5 si x>2
satisface las hipotesis del teorema del valor medém el intervalo [0, 3]. ¢Donde cumple la tesis?

EJERCICIO 16 : Comprueba que la funcionif (x) = {

Solucion:
» Continuidad en [0, 3J:
- Si x# 2, lafuncién es continua, pues esta formadgplmomios, que son funciones continuas.

lim f(x)= Iimi(—x2+1):—3

X-2 X2 lim f(x)=f(2)
- Enx=2:1 lim f(x)= lim (-4x+5)=-3} X-2
X—-2" X 2"

f(x) escontinuaen x = 2.
f(2)=-3

Por tanto,f (X) es continua en [0, 3].
» Derivabilidad en (0, 3):
-2xX si x<2

- Si x# 2, lafuncion es derivable, y su derivadaft(x:) :{ 4 s x>2
- Si x

- Enx=2, comof'(2) =f '(2+) =-4, también es derivable; f/'(2) = -4.

Por tanto,f (x) es derivable en (0, 3).

» Se cumplen las hipétesis del teorema del valoriorerd [0, 3]; por tanto, existe 0 (0, 3) tal
_f@®-f@O _-7-1_-8

que:f'(c) -0 3°0 3

Veamos donde se cumple la tesi2x :_?8 - X =g - c¢c==0 (0, 3)

x2+ax si =2<x<1

bx+c si  1lsx<2
cumpla las hip6tesis del teorema de Rolle en el @wvalo [-2, 2]. ¢ Qué asegura el teorema en este caso?

EJERCICIO 17 : Calcula los valores dea, b y ¢ para que la funcion: f(x)={

Solucioén:
e Continuidad en 42, 2]:
- Si x#1, lafuncién es continua, pues esta formadaplinomios, que son funciones continuas.

lim f(x)= lim (x2+ax):1+a
X-1 X1
- Enx=1:7 lim f(x): lim (bx+c):b+c = Para que sea continua @+ 1, hade ser ta=b+c.
X -1 X -1
fl)=b+c

» Derivabilidad en {2, 2):
2x+a si —2<x<1

- Si x#1, lafuncién es derivable, y su derivadaft:_(x:) = {b i lex<2
Si X

- En x=1, han de ser iguales las derivadas Iater;I@s)_ 2ra 2+a=b
f‘€+)= b
» Ademas, debe sdr(-2)=f (2); es deciri42a=2b+c
l+a=b+c a= %
* Uniendo las condiciones anteriores, tenemos2jte=Db b= 9
4-m=2+d) __“%

» En este caso, el teorema de Rolle asegura que exi$ (-2, 2) tal quef'(c) = 0.
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EJERCICIO 18 : Comprueba que la funcion f (x) = W —6x+7 cumple las hipoétesis del teorema del valor
medio en el intervalo 1, 2]. ¢Do6nde cumple la tesis?

Solucién:

e Lafuncionf (x) = 3x2 - 6x + 7 es continua y derivable eR; por tanto, sera continua erl| 2] y derivable en
(-2, 1). Luego, cumple las hipétesis del teoremavdier medio.
_f@-f@Q _7-16 _-9
T 2-(-)  2+1 3
Veamos cual es el valor de en el que se cumple la tebi§x) =6x-6 - f'(c)=6c-6=-3 - 6€=3=
3

c= 5 = % . Latesissecumpleen c = % O (— 1 2)

» Entonces, existe [ (-1, 2) tal quef'(c) =-3

EJERCICIO 19 : La funcion f: [-1,1] - R definida por f(x) :\3/x72 toma el valor en los extremos del intervalo,
f(-1) = 1, f(1) = 1. Encontrar su derivada y comprbar que no se anula nunca. ¢ Contradice esto el tewna de
Rolle?

Solucién:
1) ¢ f continua en [-1,1]?: Cierto porque f es oo en todo R

2) ¢fderivable en (-1,1)? f'(x) =§3—1 = Falsa porque f no se derivable en x=Mo es cierta

Ix

Esto no contradice el teorema de Rolle porquedarsda hipétesis no se verifica.

EJERCICIO 20 : Calcula b para que la funcién f(x) = X — 4x + 3 cumpla las hipétesis del teorema de Roba el
intervalo [0,b]. ¢ Donde se cumple la tesis?

Solucion:

1) ¢f continua en [0,b]?: Cierto porque f es cardien todo R.
2) ¢f derivable en (0,b)?: f"(x) =3x 4 cierto porque f es derivable en todo R

3) ¢f(0) = f(b)?:
f(0)=3; f(b)=B-4b+3=3=> b*-4b=0= b(¥—4) =0

Cuyas soluciones sonb =0; b =2; b = -2 : Laadswmlucién valida es b = 2.

¢Donde se cumple la tesis?: f(x) £34; f(c)=3t-4=0= c= }/\/5

» 2x+2  si-1/2< x< L
EJERCICIO 21 : Comprueba que la funcion f(x) = ) cumple las hipotesis del Teorema de
5-(x-2F si I x 4

Rolle. Silas cumple, averiguar donde cumple la tess
Solucion:

1) ¢f continua en [-1/2,4]?
f continua en [-1/2,4] — {1} por composicidon de fiiones continuas

Enx=1
limf(x) =lim(2x+2)=4
limf(x) =4"" .
x-1 lim f(x) =lim [5-(x-2)* | = 4
x-1" x-1

f1)=5-(1-2J=4
Por tanto f continua en x = 1. Por tanto f contiend-1/2,4] y se cumple la primera hipétesis
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2) ¢f derivable en (-1/2,4)?
£(x) :{2 si _%5 x< 1

-2x+4 si K x ¢
f derivable en (-1/2,4) — {1} por composicion deéiones derivables.
Enx=1:
f'@)=2
f'@)=-21+4=2
Las derivadas laterales son iguales, luego esat#e\ernx = 1
Por tanto es derivable en (-1/2,4) y se cumplé kiftesis.
3) ¢f (-1/2) = f(4)?
1
f(- =2(--)+2=1
(-})=2(-3)
f(4)=-4+4.4+ 1= 1
Como toma el mismo valor en los extremos del iatervse cumple la 32 hipotesis.

Por tanto cumple las hipétesis del Teorema de Rolle

Veamos donde se verifica la tesisl€-1/2,4) tal que f '(c) =0
) ={2 si Yo

-2ct4 si ¥ &
Haciendo f '(c) =0, resulta:

0 =2 que es absurdo

0=-2c + 4 es decirc = 2, porque pertenece a (-1/2,4)

Latesisseverificaenc=2

EJERCICIO 22 : Siendo f(x) = (x — 2§(x + 1), hallar un nimero c, en el intervalo (0,4le modo que se verifique

el teorema del valor medio.

Solucién:Como es una funcién polinémica, es continua y @bty en todo R, luego podemos aplicar el teorema:
f0)=f@) oy = TA=O) 1y
b-a 4-0
f(4)=(4-254+1)=20
f0)=(0-250+1)=4
f(x)=2x—2)x+1)+1. (x—ZF (x-2)2x+1)+ (x—2)]=(x—-2)3% f(c) = (c — 2)3c
20-4

ﬁ:(c—2)3(::>3c2—6c:4:> 3¢-6c-4=0

2
.- 6%/36+48_ &84 & 221 1*%

La solucion valida es la 12 porque tiene quaresntre 0y 4

6 6 6 1_\/2_}/
3
2
3-x si x< 1
EJERCICIO 23 : Prueba que la funcionf(x) = 1 2 satisface las hip6tesis del teorema del valor
= si 2 ]
X

medio en el intervalo [0,2] y calcula el o los vales vaticinados por el teorema.

Solucién:
1) ¢f continua en [0,2]?
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f continua en [0,2] — {1}
Enx=1

2 _12
limf(x) =tim =X =371

-1 2 2

. _ I x-1
imf (0 -

limf(x) =lim 1 =—1=1
x -1 x-1x 1

f)=1/1=1
f continua en [0,2] y se cumple la primera hip&esi

= Por tanto f continuaenx =1

-X si x 1
2) ¢f derivable en (0,2J4x) =< -1 )
— si %
X
f derivable en (0,2) — {1} por composicién de fumoes derivables.
Enx=1
f(1)=-1
f(1h=-1

f derivableenx =1
Por tanto derivable en (0,2) y se cumplen la segngbtesis
Satisface las dos hipétesis del teorema del valoredio

Tesis: Existe un €1 (0,2) tal que :

f(Z;:f(O) 1)

0
- si &1

f(2) = 1/2; f(0)=3/2 f ,(C):{_%z si e

luego .
ueg si =1

-3 - i
}é /2 :{ c si «1
2-0 |
De la primera ecuacion se obtiene: —1/2 =-c¢ = %[ (0,2)= Una solucién vélida c = 1/2

Y de la segunda ecuacion: -1/2 = *14s ¢=2= ¢ =20 (0,2)= Otra solucion vélida = J2

EJERCICIO 24 : Aplica el teorema de Cauchy a las funciones f(& ¥* — 2; g(x) = 3% + x — 1 en el intervalo [0,4]

Solucion:
Las funciones son continuas y derivables por tsatde funciones polinémica, por tanto,

f'(x)=2x: f'(c)=2c
g'(x)=6x+1; g'(c)=6¢c+1
Valores de las funciones en los extremos de |lesvatos:
f0)=-2; f(4=14
g9(0)=-1; g4 =51
14-(-2) _ 2c :E: 2c :i: 2c
51-(-1) 6c+1 52 6¢c+1 13 6c+1

Entonces;

es decir4c + 4 =26c= 2c =4= ¢=20(0,4)
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