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El conjunto R3

Es un conjunto de ternas ordenadas de nameros reales

R3={ “ IxXeR,yeR,zeR}

Primera | [ Segunde Tercera
componente componente componente

Igualdad de ternas: (X, Y, Z) = (X', y', Z') SYy=y




Operaciones en R3

Suma en R® (suma de ternas)
X, y,z)+(X,y,Z)=Kx+x,y+y,z+7)

Es una operacion interna en R3. Con esta operacion el conjunto verifica
las propiedades: asociativa, conmutativa, tiene elemento neutro y opuesto

Producto de un namero real por unaterna de R3
a(x, vy, z) = (ax, ay, az)

Es una operacion externa en R3, sobre el cuerpo R
Cumple las dos propiedades distributivas, la asociativa y de la unidad

EL CONJUNTO DE LAS TERNAS DE R2 SOBRE EL CUERPO R
CON ESTAS OPERACIONES Y PROPIEDADES TIENE ESTRUCTURA
DE ESPACIO VECTORIAL (RS, +, ‘R)



Vectores fijos en el espacio

Un vector fijo es un segmento de recta orientado. El primero de sus puntos recibe el
nombre de origen, y el segundo, extremo.
Cualquier punto A del espacio se considera como un vector fijo en el que coinciden

origen y extremo.

Todo vector fijo esta caracterizado por su:
* Modulo: es la longitud del segmento.

* Direccion: determinada por la recta que contiene al segmento y todas sus paralelas.

« Sentido: para cada direccion hay dos sentidos posibles. El que corresponde al definido
por el recorrido desde A hasta B y el definido por el recorrido desde B hasta A.

extremo

origen
B

Estos dos vectores tienen
igual modulo, igual direccion
y sentido contrario.



Vector libre

Se dice que dos vectores fijos no nulos son equipolentes si y so6lo si tienen igual modulo,
igual direccion e igual sentido. Esta relacion es de equivalencia y clasifica al conjunto de
los vectores libres en clases de equivalencia llamadas VECTOR LIBRE.

Todos los vectores nulos son equipolentes entre si.

Dado un vector fijo, el conjunto de todos los vectores equipolentes con él, se dice que
forman un vector libre (todos tienen el mismo maédulo, la misma direccion y el mismo
sentido).

El conjunto de los vectores libres del espacio se denomina V.

4»' Y e
( ) ()w =
7 <7 » = —
/) ® E| vector fijoAB es un representante del
2 = Pl
vector libre [AB] = u
_)

® El vector fijoCD es un representante del

_)
[f\ vector libre [CD] :7



Suma de vectores libres

En el conjunto V; de todos los vectores libres se define la suma de dos vectores

de la siguiente manera:
Se eligen dos representantes de manera que el origen del 2° coincida con el
extremo del 1° y el vector suma se obtiene uniendo el origen del 1° con el extremo

del 2°



La suma de dos vectores: no depende del punto inicial

D
a+b

Los vectores PR y el P’R’
son representantes del
mismo vector libre con lo
gue tienen el mismo
modulo, la misma direccion
y el mismo sentido



Producto de un numero por un vector libre

En el conjunto V; de todos los vectores libres se define el producto de un numero k=0
por un vector libre de la siguiente manera: Es un vector con la misma direccién, su
modulo queda multiplicado por k. El sentido depende del signo de k

* k> 0: el médulo del vector queda
multiplicado por k
u k>0 e El sentido permanece

e k< 0: el médulo del vector queda
multiplicado por — k
e El sentido cambia

=]

— —
Si k=06 U = Oentoncesk U = 0



Espacio vectorial. Definicion

Decimos que el conjunto V ( no vacio) es un espacio vectorial sobre el cuerpo K si
tiene definidas dos operaciones:

Suma es una operacion interna que verifica las propiedades, asociativa, elemento
neutro, elemento simétrico y conmutativa, es decir, s un grupo conmutativo

Producto por un escalar es una operacion externa en la que se multiplica un
escalar del cuerpo K por un vector de V y que verifica:

- 1D1-.wv=yv

= 2)A-(p-u) =(A-p)-u

— 3 A+pg)-u=A-u+tpy-u

— HA(u+Vv)=A-u+tA-v

Entonces (V, +, - K) es un espacio vectorial



Definicion y Caracterizacion de subespacios

U n subconjunto S de V se dice que es subespacio vectorial si es nho vacioy es
espacio vectorial con las operaciones inducidas de V

Caracterizacion de los subespacios

Un subconjunto S de V es * Unsubconjunto S de V es
subespacio vectorial si y solo si subespacio vectorial si 'y solo si
se cumplen las siguientes se cumplen la siguiente
condiciones: condicion:

aju+vesS VYu,veS

Au+pgveS VuveS ApeR
b)A-ueS VAeR ueS



Combinacion lineal de vectores

— - —>
AUz b "=l . Unvector v de V" es combinacion
d Uy + quz..i' dsUs =V - > -
lineal de los vectoresu,, u, y u, de
Vi puede expresarse asi:

> oS> 5 o
vV =au +a,u, +a,u,

siendo a,, a,, a, nimeros reales




Dependencia e independencia de vectores

: —> —
Un conjunto de vectores Ui, Uy, ..... Wn de V° son

linealmente dependientes si al menos uno de ellos se puede
expresar como combinacion lineal de los demas.

ui :a1u1+ """ +ai-1 ui-1+ai+l ui+1+ """ an un
; —> - —> 3 :
Un conjunto de vectores Uy, Uy, ...., U, de V™ son linealmente
dependientes siexisten  aq, a,, ...., &, no todos nulos

de manera que:

e = =
a,u;+ a,u,+ ...+au=~0

Si un conjunto de vectores no es linealmente dependiente, se dice que es
iIndependiente



Bases de V3

: —> > >
El conjunto B = { uy, Uy, us} de V2 forma
una base ya que:
® Son linealmente independientes.

® Cualquier vector de V° se puede
expresar como combinacion lineal de

ellos.

: > > >
Ademas: tres vectores uq, U,, U3 no nulos y

no coplanarios forman una base de V °.




Coordenadas de un vector

%
(X, Y, z) son las coordenadas del vector v

> > > :
respecto de la base B = { uj, Uy, U3} de V3 sise
verifica que:

® |_as coordenadas de un vector respecto a
una base son unicas.

_)
® A cada vector v se le hace corresponder
una unica terna (X, Yy, z) y viceversa.



Las coordenadas de un vector respecto a una base son uUnicas

Dada una base del espacio vectorial B={t,,0,,0,} Yy un vector cualquiera \/

D./ Supongamos que el vector \/ tiene dos coordenadas distintas,

au;, + a,u, + a,u, e <] = v 3 e
0,0, + bd, + b.d — a,U, + a,U, + a,u, =bu, +b,u, + b,u,
=63

—

\Y;
Y

a,u, + a,u, + a,li, —bd, —b,d, —b,d, =0
(al_b1)61+(a2 _bz)az +(a —b )U O

Como los vectores son una base, en particular son independientes
y por ello, de toda combinacion lineal igualada a cero se deduce

gue os coeficientes son cero
a,—b,=0 a,—b,=0 a,—b,=0

luego a, =Db, a,=b, =1
y por tanto las coordenadas son Unicas



Producto escalar de dos vectores libres

El producto escalar de dos vectores es un n° obtenido multiplicando el moédulo del

primer vector por el médulo del segundo vector por el coseno del angulo que forman
[

—> X P A s
gL e S U i |v|cos(u v)si U 0 Vv nosonnulos

A
L0si u 0 v sonnulos

Interpretacion geométrica el médulo del producto es el
producto del modulo de uno de ellos por la proyeccion
del otro sobre él




Propiedades del producto escalar

El producto escalar cumple las siguientes propiedades:
—> >

® X.x=20

® Conmutativa

® Homogénea k(?. y)= (k>_(>) .7: . (ky)

e it e M e g A
® Distributiva respecto alasuma: X.(y + z2)=X.y + X.Z

® E| producto escalar de dos vectores puede ser cero sin gue ninguno
de los vectores sea el vector nulo.

® Si uno de los factores (o los dos) es el vector nulo el producto escalar
da cero.



Algunas bases especiales

Unabase B ={u,, u,, u,} de V3 puede ser:

Base normada Base ortogonal Base ortonormal
S A .
U, — " U,
U, o s,
T miats L T, L= tol=qus =1
Rt | a-g-a-o|
uu, =uu; =U,U; =




Producto escalar: expresion analitica

—_ — —

Sea B= {ul, u2,u3} una base de V3. Consideramos los vectores:
U= XU, + yu, + zU,
v=xU, + YU, +2'u,
Si multiplicamos los vectores el producto escalar se obtiene aplicando la propiedad distributiva:
UV = XXUyUy + VXU Uy + 2XUs Uy + XY Uy U, + YY'U, U,
+2y'Us U, + X2'UyUy + Y2'U, Uy + 22U U,

s gl bl o ' iy S ' A\ e ' A
= XX'U, U, + yy'u, U, + zz'u,u, + (yx'+ xy")u,u, + (zx"+ xz")u,u, + (yz' + zy')u, u,

Esta expresion se simplifica en el caso de que la base sea de ciertos tipos:

Normada  yv=xx'+ yy'+ zz'+ (yx'+ xy")u,u, + (zx'+ xz")u,u, + (yz' + zy")u, u,

2 2

e — 2 B
Ortogonal uv = xx'|u, + zz’iu3

+yy'|u,

Ortonormal UV = XX + VY’ + 72"




Modulo de un vector

Se define como la raiz cuadrada del producto de un vector por si mismo

Expresidon vectorial

- > S >
Como u - u=|ul-|u

_)
entonces |u | =+

Expresion analitica

= > >
SeaB={1, J, k}unabase ortonormal de

V? y sea U=xi+ yT)+z_k).

2y PR
Como U - U =X +Yy* + z°nos queda:

U] =+ Y+ 2



Angulo de dos vectores

sl S o P 5
SeaB={i, j, K}unabase ortonormal deV® ysean u =xi+yj+zK

o e s s A T4
y v=xi+tyj+zKkK.

Obtenemos el coseno de los vectores

7 despejandolo de la definicion inicial.
/\ % % 1 1 1
e et | RS XX' + yy' + 2z
0] [V] X“+y +Z2°\ X" +y 4z




Producto vectorial de dos vectores libres

- > _ o > B
Dados u y v sedefine el producto vectorial u x v de lasiguiente
manera:
_ ; - > >
® Si uno de ellos es nulo o los vectores son proporcionales uxv =0

® En caso contrario u x v se define como un vector que tiene:

; - > — >
Modulo: |u| - |v| sen(u,V)
_ = _ - -
Direccion: Perpendicular a los vectores u y v
: _ - -
Sentido: Avance del sacacorchos que girade u a v

Interpretacion geometrica

El modulo del producto
vectorial representa el area

ABCD

| = Area del paralelogramo ABCD




Propiedades del producto vectorial

1. Anticonmutativa: UxV=—(VxU)
[El producto vectorial, por lo tanto no es conmutativo]

2. Homogénea (kt) xV = k(U xV) = U x (kv)

3. Distributivadel producto vectorial respecto de la suma de vectores:

0 x (V+W) = (T xV) + (T x W)



Expresion analitica del producto vectorial

—> > >
SeaB={i, j, k}unabase ortonormal de V°y sean los vectores

—> —>
u=(Xyvy,2y v =(,Y', z) . Entonces se cumple que:
0 e = A Sy et A —> - —> —
UX Vv=Xi+yj+zk)x(Xi1+y J+Z7Kk)=xxX’( i1 x1)+xy’ (i xj)+
- - - - —> - - - —> -
XZ(1x K)+yx’(Jx 1)+yy(Jx J)+yzZ’(Jx k) +zx(kx 1)+
> - - -
z'y’(kx J)+zzZ(kx k)= como el producto de dos vectores iguales es nulo

— — —
=(yZ-y 7)1 +@x-7x) ) +(Xy-xy)k

Y z= xy y Z Xy
yz xv ’

Z X X Z

i+ K

yaad




Producto mixto de tres vectores libres.
Expresion analitica

—> > >
Dados u ,v , W se definesu producto mixto como el producto escalar

del primer vector por el vectorial de los otros dos:

St BETT O
[u,v ,W]=uU. (Vv x w)

Expresion analitica

2 i e
= R A e el I ] K
[u,Vv,w]l=(X1+y ] +zKk).|y Vi
X" y" z"
Rty yz—> XEZe 2 X e
(X|+y.l +Zk)( I X' Z .l+ X" y" k)_
ik ey e, ey Z
y' Z X = o A e 3 e e
‘y.. | X =y Z..y+ " y..z_ X" y"z =det(u, v ,w
X" y" z



Interpretacion geomeétrica del producto mixto

El modulo del producto mixto representa el volumen del paralelepipedo
de aristas los tres vectores

V x W
—> > > - o> >
[[u,v w][=]u. -(vxw)|=
- > > - > >

lul.|v x w|.|[cos(u,v x w)| =

G L e
__________________ IOH|.|v xW |=h.Sg=

= Volumen del paralelepipedo de aristas
0O vV B OA,OCy OB

Sg = superficie de la base
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