£~ EDITEX

Unidad 9 — Limites de funciones

ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

W 1. Determina, en las siguientes funciones, los datos pedidos:

Y A
y=g(x)
3
=X
X
e f(-3) e f(-2) * f(0) e f(4) . HIT; alx) . n’frg glx)
. l!msf(x) . J’r'rroaf(x) e [imfix) . J’ingf(x) s im glx) s [im gix)
xa- P yoa peaie X ee it |
. ;’r’n;g f(x) . Hrﬂf(x) . ;’xf_rgf(x) . i’{:’ggf(x) . fino’g g(x) . H’El glx) 6
B 2. Representa graficamente funciones que satisfagan, respectivamente, las siguientes condiciones:
a) limfix)=2; lim f(x)=-2; f(-3)=-2; Dom f=2; Imf=[-3, +e).
X—==3" x—=-3
b) g estrictamente decreciente en (0, 6); asintota vertical en x = 6; fmg glx) = -2; no existe g(3).
¢) h acotada inferiormente por 2; fim h(x) = 2 ; asintota vertical en x = 2; [im h(x) = +oo.
B 3. Calcula los siguientes limites:
5 2 3 o "
? Jﬂ[m+m} il 2l
by fm—- B b im| 2]
xs0t X3 x=0 § x| 3
4 _ A 3
0 fim 231 f Im= ) lim—
K= —as ¥ 43 K=o ¥ Kt XZ - 2
B 4. Determina las asintotas de cada una de las siguientes funciones:
% 2 S bl X +3
a) flx)= b) fix)=—— ¢ fix)=—— d) fix)=
e =] ) ) x+2 L X +4 = x® —9x

I

B 5. Halla los puntos de corte de la grafica de la funcién f(x) = 22 = con su asintota oblicua.
X



SOLUCIONES
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1. Los datos requeridos son los siguientes:

v = f(x)

£

f(=3)=2; f(=2)=0; f(0)=2; f(4) no definida

Iim fix)=2; Ilim fix)=2

Iim f(x)=3;
x—=0 x—=3

X — -3

lim f(x) no existe; [Iim f(x)=1;
x—= 1

x—3 x— 1t

[im f(x) no existe; [im f(x)=1

x—1 X—2

y = gx)

Iim f(x)=0;

lim g(x)=—e; [Iim gix)=-2; Ilim gix)=0
x—3 x— 2" X —% 4oo
lim g(x)=+4e; [Iim gix)=4ee; [im g(x)=—ee
X —» —co x—=0 x —= 0"
I[im g(x) no existe; [im g(x) no existe
x— 1" x—2
2. Las gréficas quedan:
a) Y b) Y
o
\ X :
; - 3
.. Vi 3
-3 =21 {1, I
-2
s IR

c) v
N
_—----""""-"IZ3 | %
|
2 -1 120 3
-1
-2
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4. Queda:

a) fix) = X

X =1

Asintotas verticales: x’ =1 =0 = \x = +1 \ |X =—1 |

. . ) X
Asintotas horizontales: [im 1 =0=

XN — £o2 Xz_

Asintotas oblicuas: no tiene.

2x?
b) g(x)= 22

Asintotas verticales: x+2=0 =

2

Asintotas horizontales: Iim =+o0 NO existen.

Xt X 42
Asintotas oblicuas: son rectas de ecuacion y=mx+n.

2x?
. f(x . X+2 2x?
m=Iim —): Iim =Iim > =2
Xk X X—>Foo X x>t X< 4 DX

X—>too x>k | X4+ D x>t X+ D

La asintota oblicua queda

2 —
n= lim (f(x)—mx)= lim ( 2x —2xJ= lim =X —_4

X -4
X +4

Asintotas verticales: no existen.

e BN T

c) hix) =

Asintoras horizontales: [im

Asintotas oblicuas: no existen.

x°+3
d 100= x*—9x

Asintotas verticales: |x=0| |x=3| [x=-3|.

) . x> +3
Asintotas horizontales: /im =0 quedando |y=0
Jim ——-=04a
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5. La solucién queda:

La asintota oblicua tendra por ecuacién y = mx + b.

2x° —4x°
- 2x — 1
m= Iim T _ Iim < =
X —> 400 X X — o0
P 2x — 4x°
= lim —/— =1
X —r *e2 2X3_X
B _ 2x° — 4X
b= Ilim (fixx—mx) = Ilim (———x):
X — oo X —% +oo b 2)(2—1
= Iim _4),F+X =2

X — %o X =1

La asintota oblicua es la recta de ecuacién m

Para hallar los puntos de corte de la asintota oblicua con la funcién f(x), resolvemos el sistema:

y=x-2 .

2 —4x = Y=o el punto es P(2, 0)
= —_— V=
To2x -1 N
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B 6. Calcula los siguientes limites:

riis . .

al fim 13 1 a) H 1\{ m) Iim [‘\.fx+2—\dx—2j
Xt S X K=t
o ,' .

b) x)’j@”;T);:sz h) Hm2 n) Jr_’r{r”[\\l'x2+x+ —x)

3 -
e Y e R— i) lim [\\u'xz—x—\izxzﬂ)

o Mfim
ey a0 13 x — J1__ i
= i b O Sx+ 17
d) lim-s— I G 35’?«(5»1)
3
Ao, 2 ot L
€) ,r,m’(i’“r6 k) ,'mM p) ,r,rm(x +1) !
e T Oy x>0 2y 4 By =1\ x2 41
4
z_ 2509 dre] i
f mez S5x+6 D Hmz.: x+3 ol Hm(x +22x+1)
=Lyt —4x+4 =1-x‘ —5x+4 Aot X
B 7. Calcula los siguientes limites:
2 2 |
a !r'm[x—_4- & +4} e) Ifmﬂ 0 lim -4
—2| x+1 x*-2x x4 w2 x—2
. x=1 s
= x| = g =
o 0 um el e
- T e x+2_x+5} - [x2+4}:
o Jm[Jaxr-5-@x-3)] 9 fg[—x Lo K fim| =
27 -2 32 -5\ E+5-3
d fim—="<_ W fim (S5 J b
s X2 — 2x 41 3x "’2 v(x+}' 3
B 8. Calcula, utilizando infinitésimos equivalentes, los siguientes limites:
3x
seniSx) a9 Hm‘l —cos(7x) o) Im P
=0 sen(2x) =0 A2 =0 2%
2
b) lim T X2 ol Wi = P iy 2
=2 x -4 =2 2x—4 =0 sen2x
W 9. Calcula los siguientes limites:
xi2 SR Znx
) aix 2x +3 ) (2){—1}
2 {mh + 3] b) xf{ﬂ{ 4% + 5} 5 Jﬂl 2x +5

M 10. Calcula el valor de a (a = 0) para que se verifique Hm{
5

+5x

} =e”,
1
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6. Los limites quedan:

7

a) Iim X3_ =0
X —teo X —
X - 6
b) Iim X+ = 400

N qee X +3Xx+2

P -1
c) Ilim —
Xx— 40 X+ 1

x2—1 (X —T1)(x+ 1)

= 4oco

d Iim

X -x—-6 I (x+ 2)(x-3)
= [Iim

e) Iim

1 X =T o X=X+ x+1)  xo1 XX+

o2 X A3 +2X o (X424 X

m Iim (x—2)(x—3) @

. P Xx-3
fy Iim = f
X—2 X —4x+ 4 x—2 {X_Qf x—2 X—2
Cx1 @ xl1 v ~
g) Ilim ah = lim — Vsl lim Vx+1=2

¥ —= '\,"IEX - 1 ¥ —= \"; - 1 \"'l’; + 1

2 - \-*'ﬂ

Iim

x =1

. L 2-V4-x 2+V4-Xx
h) Iim = lim . .
i) Iim = [im

X+ 1

Iim

X-3
x—s-2 X +X

2

3

no existe este [imite

x—=0 2 +\,"’4—X

x=0 VI + x=V1-x x=0 VI + x=V1 =-x

L VT + x4+ V1T =X
lim
x—0 2

=1

2 p—
) lim X +6x 9:0
x—3" xX-3

VI 4+ x+ V1 -x

VI +x+ V1 —-x



£~ EDITEX

2x3+6x—3

k) [lim = no existe este limite

xo0 2X +5x

2x* +6x-3
) lim ——F—— =+
x> 2X°+5x
m) Jim (VX+2-Vx=2) = [im (Vx +2— jx,-*x— VX +2+Vx-=-2) _
X = 4o X — feo VX+2+vx-=-2
) 4
Iim =0

X 4o0 VX +2 +VXx-=2

Ve +x+1+x

n Iim (V+x+1-x= Iim VX +x+1-x) VE+x+1+x
N — foo X — oo

. x4+ 1 1
fim - = —

!
Xx—4m VXE+X4+1+Xx 2

. ; : = — Vx2 - x+ V2x2 + 1)
N Iim (VWP =x=-V2xX+1)= Iim (Vx*=x-V2x* + 1) [ F ! ) =
X = 4oo X = +oo (Vx2=x+V2x2 + 1)

. —x?—-x-1
lim — I, = —oo
x—= 4o VX2 = x +V2X7 + 1

®\f_@ (3x +2) -
e (=]

fBx+ 1

5X+ 1 )3x+2

Los limites quedan:

o4 XA Y x+2 ) 3216

Xx—=2 [X+1)‘X 6 3

a) Ilim .
}x—>2 X+ 1 X —2x
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by lim(x-1)x = ‘—’2 X— Toexl —p
X —2

. [V4x2 -5 - (2x=3)][V4x* =5 + (2x - 3)]

¢) Iim Vax_-5-(2x-3) = lim — _
X — oo X — +8 ‘v’4X‘—5+[_2x_3}
12x _ﬁ
im — _
= Iim 12x— 14 X+ / 4x 5 2x 3
x=+6 VAx' =5+ (2x-3) V¥ ¥ x X
d) Ilim £ Iim 2(x - ”(X;F 1) _
X—}1_X2_2X+1 =1 [X_‘I)—
——
— x  Vx
Vx + Vx g /—+—
e) i = = lm Nex x _q
e NXE xodem A
T t =
VX VX
Vil 1 '
. T+ X\ x _, 1+ x \ fim =5 /i
f)y lim = lim V3
x—1\&+X o1\ 2+ X
q) lim| X2 _X*8 ), X +2x-3_,
x>t x—1 X2—1 x—1 X2
3¢ -5\ lim (2 1( 3’5 _1" lim _EXZ—BL,'!_Z—S—XJ
h} ,'l_i'n] (X_—_) — e\.—:-rmk ! I /| _ e\—>+m X _ e_W: O

g

) lim —=——Z Iim X -DVX+3+2) _ i K-1ivx+3+2) Q)
x=1 VX+3-2 xo1(Wx+3-2)Vx+3+2) ] X—1 -

Iim(x+1)(Vx+3-2)=8

x =1
] X lim II " 'f X +4 1 J
k) ,J-" X + 4 x=1 _ e\—)1 \ X1 ,-\, X+-‘- . h”] X- IX— —X) ”}n
Xin] X+ 4 B P b=liierd) X! (e+d) ol

10



N ".,*x—+5 3 . (VX2+5-3)(VX2+543)(Vx + 743)
m

} x—2 VX+7-3 x=2 (V+543)VXx + 7-3)(VXx + 7+3)

_ Jim (f—4}[m-’x+7+3;! o X AVx+743) _,
x—2 (X=2)Vx*+5-3) ,(_ﬂ (Vx*+543)

Los limites quedan:

m S0, 555

x—=0 Sen( ) x>02x 2

_In(x-1) , In[1+(x-2)] 2]. (x-2) 1
d) lim ———==Ilim =
xo2 Dx—4 x-z  2x—4 H22(X—2) 2

. 2% , 3x:In2 3:In2
e) Iim =Ilim =
x>0 2x x>0 2X 2

g65x) ¥, 5x_5

x>0 gen(2x) x-02x 2

Las soluciones son:

, 12x
Iim _|1+3\ 1) lim —
a) Iima +3x)" ! e 70" —e 0 Y e
x—=0
X f=-]
b) ;’I’nl(ﬁ)z :(i) -0
Xl 4X 4+ 5, 4

2x =1 YWVxr+e3x—x
c) lim (7)
N teel 2X+ 5,

2x -1 )ergm -y T

(Va2+3x — x)(Vx2+3x + x) 3x

lim —
1=+ Vale3dx + x = (ot

Viledx+x = 1

I-J|Lu

£~ EDITEX
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10. El limite es:

. 45k
2 ax lim o X2 —
, X+ 5x ax| —3 1
lim (7) = 7" f X+ ] = lim  axi5x=1) lim Gax’-ax :
X = oo} X+ 1 @ e* 7 Xy o =e" 7T = g™

5 —5

12
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ACTIVIDADES FINALES

ACCESO A LA UNIVERSIDAD

Wit

Wiz

|_RER

W14

M 15

M 16

W17

_RE:S

M 20.

21

Dibuja la gréfica de una funcién que cumpla las siguientes condiciones:

e f(0)=0 . l{m fix)=1 . JI!’[J fix)=1
o (imfix)=4ee o imfix) = —ee
=2 =2

Calcula el siguiente limite:
1

lim ex-2

x—2

Calcula el limite cuando x tiende a 2 y cuando x tiende a -2 de la funcién f(x) = |x* - 4.

Calcula cudnto debe valer a para que la funcién siguiente tenga limite cuando x tienda a 1:

x+1 six=1
flx)=
& {3—3;(2 si x>

: X% —
Encuentra las asintotas de la funcién fix) = >

3 ) . .
7 ¢Cudntas asintotas oblicuas puede tener una funcién racional?,

icuantas horizontales?, jcuantas verticales? —@

2
- . -5
Obtén las asintotas de la siguiente funcién: f(x) = %
Estudia si las siguientes funciones tienen asintotas y, en caso afirmativo, hallalas:
a) fi) =1In(x-1) b) glq) =e*!
Responde razonadamente a las siguientes cuestiones:
a) SiaeDom f, ;puede existir fimf(x)?

h) Si a € Dom f, ;puede ser x = a asintota vertical?

. Determina el valor de a para que se verifiquen las siguientes igualdades:

x ) ax?
a) lim [\rxz +ax+1- x:| = b) lim [“—Jrﬂ = lim [M}

=] dx + 4 +m

Discute el siguiente limite en funcién de los valores de a: }Iim |:\.|'3x +4 - s/;]

Calcula los siguientes limites:

1—cosz(2x)} ) [ 1 3 }
2 Lﬁ—q{ 3x? 9 i:_m)o T—x 1-5°
b) fim [ 'le’ + Xy J_ lllx2 —i—i} d) J’ImM

wemee| ¥ 28 \ 2 8 x50 e

13
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SOLUCIONES

11. La gréfica queda:

12. El limite depende de por donde nos acercamos a x=2, en cada caso queda:
e e
lim 2 =+ o0 lim e =0

x—2" X—2~

13. Queda del siguiente modo:

X°—4 Si —co<X<—2 O 2<X<+00

Sea la funcién definida a trozos: f(x) = .
4-x* si —2<x<2

Los limites quedan:

lim f(x) = lim (x* = 4) =0 lim f(x)=lim(4 - x*)=0 entonces: /imf(x)=0
x—2" x—2" X—2° Xx—2
lim f(x)= lim (4-x*)=0 lim f(x)= lim (4-x*)=0  entonces: /im f(x)=0
x——2" x—-2" X——2" X——2" X——2

14. Queda:
lim f(x) = lim (x +1) =2 lim f(x) = /fm(s—ax2)=3—a
x—1 x—1" x—1t x—1*

Para que la funcion tenga limite cuando x tiende a 1 ambos deben coincidir, por tanto a=1.

15. La solucién es:

Asintotas verticales:

2
, . ., X°=-3 ,
Asintotas horizontales: /im =t NO existen.

X—teo DN

14
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Asintotas oblicuas: son rectas de ecuacion y=mx+n.

x°-3
. f(x) . 2x-4 . x*-3 1
I = lim ———=—
Xk X X—>ttoo X xote DX _4Xx 2

2_ —
n= lim (f(x)-mx)= lim | 2S=>_2x | = jim 2X=3 _1
B 2X_4X X—>too 2X_4

La asintota oblicua queda y:% X+1

¢ Una funcién puede tener como méaximo 2 asintotas oblicuas correspondientes a los limites
cuando x—+o Yy X——oo.

e Una funcién puede tener como maximo 2 asintotas horizontales correspondientes a los
limites cuando Xx—+o0 y X—>—o0.

¢ Una funcién racional puede tener tantas asintotas verticales como ceros del denominador
gue no lo sean en el numerador.

16. La solucién queda:

Asintotas verticales:

2
. . . X"+x-5 .
Asintotas horizontales: /im ———— =+o no existen.
X—>too xX-2
Asintotas oblicuas: son rectas de ecuacion y=mx+n.
xX°+x-5
. f(x)

. X— .
m=Iim —~=Iim = lim —;
X—deo X X—>too X X—teo  X© _D ¥

2 —
X+ X 5:1

X—>too X—>too X—-2

La asintota oblicua queda

2 - f—
n= lim (f(x)—mx)= lim [L’(E’_ij jim 3%=5 _4

15
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17. Queda del siguiente modo:

a) f(x)=In(x-1)
Para x=1; y ——oo tiene asintota vertical en

Asintotas horizontales: /im In(x—1) =+ no existen.

X—>+o0

Asintotas oblicuas: son rectas de ecuacion y=mx+n.

m= fim 1) _ iy INXZT)

Xt X X—>+o0 X

=0

n= lim (f(x)—mx)= lim (In(x—1)—0- x)=+c

X—>too X—>too

No tiene asintotas oblicuas.

b) g(x)=e*"
Asintotas verticales: No tiene.
Asintotas horizontales: Iim €' =+  lim €' =0 tiene asintota horizontal en

X—>+o0 X—>—o0

No tiene asintotas oblicuas.

18. La solucion queda:

a) Si. Por ejemplo f(x)=x~senl. El punto x=0¢Domf , pero existe //'ngx~senl:0
X X X

b) No es posible pues las asintotas verticales son los valores de x para los cuales y—+ .

19. Queda del siguiente modo:

(VX2 +ax+1-x)Vx+ax+1+x

~ -
a) Iim VX +ax+1-x = Iim =
X e X e V2 +ax+1+x
FRp-
. X +ax+1-x . ax + 1 a a
= Iim —F—————— = lim —F/— =—=—=2=|a=4
Nstee VXE+aX+T+X xo+e V¥ +ax+1+x 2 2

) ax+5 @O Jim o j\—+3 - 1] i 2 1
by Iim |——| = e L dx+ f = a3
X = oo b 4X+3.- ’ =€
2 . ‘ 2 \
i 4% + 1 ) © i o 2514
m | ——— = e LA ) =
(el A+ ) a0
im all—mx all-m) 1 5
F / =y
— e\—)-t—m Ax" 4w —e 4 - e 2 = 3=

16
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20. La solucioén queda:

1.2Sia=0= Iim V3x+ 4 —Vax =+
X = +oo

2°8ia>0= Jim V3x+4-Vax = jim V3x+4 - vax J{\'3X;4 + Vax) _
X = +eo X —3 feo V3x + 4 + Vax
3 4. 0 sia=3
= Iim X+o=aX _| e sia>3

21. Los limites quedan:

_ 2 2 2
a) l/'m1 cosz(2x)= 1im SN (22x)=(2x2 _4
x>0 3x x>0  3x 3x° 3

_ im X+1 _l
o \/x2+x+3+\/x2—x—5 2
2'8 278
o) lim| -3 _|=_2
x>0 1-x 1-x
2, 2 2 2
d) fim X=X i 19X i X 410
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