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Unidad 6 — Geometria euclidea. Producto escalar

ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

M 1. Dados los vectores U = (2, -5, 3); v = (4, -3, 2)yw = (0, 2, -7):
a) Calcula los productos escalares (- vV, U - w y v - W.
b) Determina el médulo de cada uno de los vectores.

c) Halla los angulos formados por los vectores anteriores, tomados dos a dos.

B 2. Se consideran los vectores 4 = (2, 2, 2) y vV = (1, 0, 1). Halla todos los vectores, con médulo unidad, que forman un an-
gulo de 30° con U y de 45° con V.

B 3. Dados los vectores unitarios U, V y W, que satisfacen la condicion & + vV + w = 0, calcula el valor de la expresion i - v +
+V-w+w-d.
M 4. Calcula un vector U que satisfaga, en cada caso, las siguientes condiciones:
a) Que sea proporcional al vector vV = (2, -1, 1) y ademas cumpla que 4 - v = 3.
b) Que sea perpendicular a los vectores Vv = (2, -1, 1)y w = (18, —22, -5) y ademas Il = 14.
c) Que sea perpendicular al eje OZy cumpla i -V =9, 0 -w =-4,siendo vV =(3, -1, 5) yw = (1, 2, -3).

d) Que cumplai-d=-5,0-b=-11,0 - ¢ = 20, siendo los vectores 3 = (2, -1, 3), b = (1, -3, 2) y € = (3, 2, -4). 6
W 5. Encuentra un vector que sea perpendicular a i = (3, -2, 5) y que dependa linealmente de v = (1, -1, 3y w = (-2, 2, 1).

B 6. Calcula el angulo formado por las rectas de ecuaciones:

x=1 v¥v-3 z+1
r—=- = 7

e =il EaEdl
2 =7 =1 =1 5 =

W 7. Calcula el angulo formado por el plano m: x — v +2 =0y la recta r:qu: y+12 = %

M 8. Calcula el angulo que forman los planos i x+ v—2z=3ym X +Vv+27= 2.
W 9. Halla la distancia del punto (4, 5, 6) al plano #: x — 2y + 3z = 5.

W 10. Halla los siguientes elementos geométricos:
a) Ecuacién del plano que pasa por el punto (1, 3, =1), es perpendicular al plano 2 x + z = 2 y paralelo al eje OX.
b) Ecuacién del plano que pasa por el origen de coordenadas y es perpendicular al plano z: x—y -z + 3 = 0y al plano OXZ.
c) Ecuacién de la recta que pasa por el origen de coordenadas y es perpendicular al plano =: x - 2y + 3 = 0.

d) Ecuacién del plano que pasa por el punto (-1, 0, 0} y es perpendicular a la recta

x=2
i
Y=7—4=-0
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SOLUCIONES

1. Queda:
a)u-v=8+15+6=29,0-w=0-10-21=-31,v-w=0-6-14=-20.
b) Los modulos de los vectores son:

i = VA+ 35+ 5=V38; |V|=VT6+9+3=V0.
W] =VoT a7 a9 =53

¢) Los angulos de los vectores, tomados dos a dos, son:

T

gty u-v 29 29 _
cosiy, V)= ————=——— = = 0,87
|u]-|v| V38v29 332
luego (U, v)=29°17" 7"
— u-w 31 —31
cos(li, W)= =-0,69

7|~ |W| V38V53 44,88
luego (@7, W) = 133° 41" 27,2"
- 20 20

cos (v, W) = = =_0,51
V29 W53 39,2

e

luego (V, W) = 120° 40° 24,4"

2. Sea w=(Xx, Y, 2) el vector buscado. Debe cumplir:

e X rV =1

gt u-w
* CosiU, w)=cos 30" = ———— = 0,866
|| [w]
"'.' - "'.r r
luego — X+ 2V *+2Z  _( 866
VIZV 42 4+ 2
* cosiv, W)=cos45°= ————— =0,707
[V [w]
luego — X+ 2 = 0,707
V2V + 2+ 2
X2+ y?+ 22 =1
La solucion del sistema <2x+2y+2z=3 son los vectores:
X+z=1
242 1 2-42) (V2-2 1 2442
4 '2° 4 4 '2° 4
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3. Secumpleque U-v=v-v=w-w=1y w=—U-V.
Sustituyendo en la expresion U-V+V-W+w-U, se obtiene:
U-V+V - W+w- U

+ -0 V)-U =0 -
-UU-v -
=—1-1-t V=l -v-2

4. Queda:
a) El vector uUes de la forma u=(2k,—k,k)y como cumple U-v=3se tiene
dk+k+k=3;6k=3;k=1/2.

b) El vector uUsera proporcional a Vxwal ser perpendicular a ambos. Luego
u=k(vxw)=(27k,28k,—26k).ademas  cumple |L7|=14, lo cual conduce a
729k? +784k% + 676k =196.por tanto, k=14/+/2.189 0,3

por tanto, el vector U buscado es U=(8;8,4;—7,8)

c) El vector u=(a, b, c)debe cumplir:
c=0
3a-b+5¢c=9
a+2b-3c=-4
La solucién del sistemaes a=2,b=-3,c=0.

Por tanto, el vector U buscado es U =(2,—3,0)

d) El vector u=(a,b,c)debe cumplir:

la—b+3c= =5
a-3b+2c=-11
3a+ 2b-4c=20

La solucién del sistemaes a=2,b=3yc=-2

Por tanto, el vector U buscado es U =(2,3,-2).

5. Todos los vectores de la forma (a, b, ¢) que cumplen las condiciones de problema estan sujetos
a las siguientes condiciones:

(a,b,c)-(3,—-2,5)=0

(a,b,c)=(1,—1,3)+n(—2,2,1)
Operando, se encuentra que todos los vectores (a, b, ¢) que cumplen las condiciones anteriores
son la de forma (—7t,7t,7t)con teR .

Para encontrar uno de ellos basta fijar un valor del pardmetro t.
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Los vectores direccionales son U=(2,—2,—1) y v=(—1,3,—2).el angulo que forman es:

. . s
it u v _
Cos U, v)= b =-0,535;

0] V] Ve yTa
.[;..-.I .

luego (U7, V') = 1227 18" 41,5"

El vector normal del plano u=(1,—1,1) y el direccional de la recta v=(2,—1,1) el angulo que
forman el plano y la recta es:

e u-v 6

sen |:t|".. T' = = = U,‘:,'FZG
U] v |  WV3Vi4

.,

luego (U, V) = 67° 47" 32,44"

Los vectores normales de los planos sonu=(1,1,-2) y v=(—1,1,2) . El angulo que forman es:

e — —

T —4

Cos I:tr', T-"_] = = =0, 667
|| V| Veve '
luego (U, vi=131"47"37,1"
La distancia es:
4-2-5+3-6-5 7
d=| L =1,871

JP+(-22+32 14

10. Queda:

a) El plano viene determinado por el punto (1,3,—1)y los vectores (1,0,1) y (1,0,0). Su ecuaciéon
es:

x—=1 y=3 z+1
1 0o 1
1 0 0

=0 < y-3=0

b) El plano viene determinado por el punto (0,0,0)y los vectores (1,—1,—-1) y (0,1,0). Su
ecuacion es:

X y Z
1T -1 -1 | =0 = x+z=0
0 1 ]
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c) La recta viene determinada por el punto (0,0,0)y el vector (1,—2,0). Su ecuacioén es:

X=t
y==-2t) tcR
zZ=0

d) El plano tiene como vector normal n=(0,1,1) . Su ecuacién es de la forma:
y+z+d=0

Al pasar por el punto (—1,0,0)se cumple: 0+0+d=0<d=0

La ecuacion del plano buscada es: y+2z=0.
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M 1. Encuentra, en la recta que pasa por los puntos A(=1, 0, 1)y B(1, 2, 3), un punto tal que su distancia al punto C(2, -1, 1)
sea de tres unidades.

M 12. Halla la ecuacién del plano & que pasa por los puntos (1, 1, 1), (3, =2, 2), y es perpendicular al plano m;: 2x - -z =0,
y las ecuaciones de la recta r que pasa por el punto (1, 1, 1) y es perpendicular al plano . Determina los puntos de r
cuya distancia a « sea \15

M 13. Halla el punto simétrico del punto A(1, -3, 7) respecto de la recta r: XT_1 Y : - = %

W 14. Calcula la ecuacién del plano en el gue se encuentra el tridngulo de vértices A, By C, siendo:
A El simétrico del punto P(1, 2, 3) respecto al plano de ecuacién x = z.
B: La proyeccion ortogonal del punto Q(2, 1, 3) scbre el plano z = 0.

C: El origen de coordenadas.

x+2y-z=1
M 15. Dados los planos {2x+y -z =0
3x+3y-2z=0

a) Analiza su posicién relativa.
b) Halla el punto simétrico del crigen de coordenadas respecto a la recta de interseccion de los dos primeros planos.

c) Halla la proyeccién ortogonal del origen sobre el plano x + 2y -z = 1.

M 16. Halla las proyecciones siguientes:
a) Del punto P(4, -2, 1) sobre el plano 3x - 2y - 27 =-2.

b) Del punto P{4, -2, 1) sobre la recta XT_‘|= %: z _17.

c) Delarecta %:%:Z—T sobre el plano x + 2v+z = 1.

M 17. Encuentra los puntos situados a distancia 5 del origen y pertenecientes a la recta que pasa por los puntos (1, 2, 5) y (6, 5, 6).

M 18. Halla |a distancia que hay desde el origen de coordenadas al plano que contiene las rectas:
=1 =2 Z=2 S‘x—3__v_z+2

2 -1 4 -2 2 5
M 19. Calcula la proyeccién ortogonal del punto O(0, 0, 0) sobre el plano x + y +7 = 1.

MW 20. Sea P, el punto (1, 0, -1), P, el punto simétrico de P, respecto del plano x— 2y = 0y P, el punto simétrico de P, respec-
to del plano x + 2v + z = 1. Halla |a ecuacién del plano que pasa por Py, P, y Ps.

M 21. Halla el punto de la recta XT_S =y+2= % que estad mas préximo al punto (1, 0, 1).

M 22. El plano OXZ es mediatriz de un segmento, uno de cuyos extremos es el punto P(1, €, —4). Halla el otro extremo.

M 23. Halla las coordenadas del punto de la recta at ; 3_y+2 2 ; 4 que equidista del origen de coordenadas y del punto

A4,2,2). 3

10
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SOLUCIONES

11. Un punto genérico de la recta que pasa por A y B tiene por expresién: (—1+2t,2t,1+2t)

La distancia de este punto al punto C es 3, por tanto:\/(2t—3)2 +(2t+1)* +(2t)* =3

Operando, se obtiene t=% y t=— . Estos valores de t dan los puntos: (0,1,2) y (—%, =) -

w4

1 1
6 3
12. El plano pedido viene determinado por el punto (1,1,1)y los vectores t=(2,—3,1) y
v=(2,-1,-1) .
Su ecuacion es:
x=1 y—=1 z-1
-3 1

- =xX+y+z2-3=10
-1 -

Pt Pl

La recta r viene determinada por el punto (1,1,1)y el vector u=(1,1,1), su ecuacién en forma
continua es:

Un punto cualquiera de r es de forma (1+t,1+t,1+1). Su distancia al plano 7 al ser J3se
cumple:

0 +t+ 0 +0+0+8-3] _

T V3
V1+1 41

Operando, se obtiene t=1y t=—1y los puntos buscados son (2,2,2)y (0,0,0).

13. El punto P pertenece a la rectar y es tal que el vector AP y el director de la recta son
perpendiculares.

Para la determinacion del punto P. procedemos asi:
e Tomamos un punto P(1+t,—3+1t,4+2t) genérico de larectar.

e Formamos el vector AP (t,t,2t—-3).

e Este vectory u=(1,1,2) son perpendiculares, por tanto
A_F;-ff=[]=- t+t+4t—b=0=t=1.
El valor t=1conduce al punto P(2,—-2,6).

Determinamos A’ considerando que P es el punto medio del segmento AA”. Obtenemos
A(3,-1,5).

11
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14. El punto A simétrico del punto P(1,2,3) respecto del plano de ecuacién x =z tiene por
coordenadas A(3,2,1).
El punto B proy. ortogonal de Q(2,1,3) sobre el plano z=0 tiene por coordenadas B(2,1,0).
La ecuacién del plano que pasa por los puntos A(3,2,1), B(2,1,0) y C(0,0,0)es:
x=3 v-2 z-1
1 1 1 | =0 x-2y+2=0
3 2 1
15. Queda:
a) El rango de la matriz de los coeficientes es dos y el de la matriz ampliada es tres, por tanto,
los planos se cortan dos a dos.
X+2y—z=1 —
b)La rectar: y expresada en forma continua es x+1/3 4 2/3 _Z
2x+y-z=0 1 1 3
Procediendo como en la actividad numero 13. Se obtiene el punto de coordenadas
-8 14 -2 L , -
(W’F’W) como el simétrico del origen respecto a la recta en cuestion.
c) La proyeccién ortogonal del origen sobre el plano x+2y —z=1, es el punto de interseccion
entre el plano x+2y —Zz=1 y la recta que pasa por el origen y es perpendicular al plano
anterior.
La ecuacion citada de la recta es: TX:%:%
X+2y—z=1
La proyeccién ortogonal es la solucién del sistema < x+2z=0 que es:(1/6,1/3,-1/6).
2x—-y=0
16. Queda:
3x-2y—-2z=-2
. . 20 2 49
a) Es la solucion del sistema {2x+3y =2 quees: | —,——,—
y—ze-3 17 17 17

b) Sea Q(3t+1,5t+1,—t+7) un punto genérico de la recta. El punto Q proyeccién de P debe
cumplir: QP (3,5,—-1)=0. Por tanto, 35t=0= t=0, el punto buscado es (1,1,7).

c¢) Hallamos el plano que contiene a la recta y es perpendicular al plano dado:3x—-4y+5z=1.
La recta pedida es la interseccién de este plano y del dado:

IX—4y+5z=1
X+2v+z2=1

12
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20.
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La recta que pasa por los puntos (1,2,5) y (6,5,6) tiene por ecuacion:
x—-1 _y=-2 z-5

5 3 1

El punto P(5t+1,3ft+2,t+5) pertenece a la recta anterior. Los puntos a distancia 5 del origen

cumplen d(P,0)=5.

Desarrollando \/(51‘+1)2+(32‘+2)2+(z‘+5)2 =5 obtenemos t:—g y t=— 1.

5
Los puntos pedidos son ﬁi@ y 0Zﬁ .
7 7 7 5 5

Las rectas se cruzan por tanto no hay ningun plano que las contenga.

El punto buscado es la solucion del sistema:

X+ y+z2=1
X—V =0
y—z=0

Donde la solucién es el punto (1,l,lj
333

Las coordenadas de los puntos P,y P, son:

34 42 -2
P _5_5_1 P PN
2(5 5 Jy 3(3 3 3)

El plano que pasa por P, P, y P, tiene por ecuacion:

x=1 v z+4]
0=|-2/5 4/5 0O |= 2X+yv-47z-6=0
-1/3 =2/3 -1/3
Sea el punto P(1,0,1) y larectar: X;S :yTJFZ:%_

El punto buscado sera el punto Q; proyeccion ortogonal del punto P sobre la recta r.
Sea Q(5+3t,—2+1t,—t) un punto cualquiera de la recta r.

Los vectores PQ=(3t+4,t—2,—t-1) y u=(3,1,—1) son perpendiculares. Se cumple:

@-FF:D = 9+ 12 +t=-2+t+1=0=t=-1.
El punto buscado es Q(2,-3,1).

13
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22. El punto M proyeccion del punto P(1,6,—4) sobre el plano OXZ, es decir sobre y=0, es el
punto solucién del sistema:

¥=1
y=6+ty tER
Z=—4

Las coordenadas del punto M son (1,0,—4).
El punto M(1,0,—4) es el punto medio del segmento de extremos P(1,6,—4) y P'(X,y,Z).

Las coordenadas de P’son:

[ %41
X+ 1
2
¥'= 1
T+ 6
¢ ]r: =0 = V=-6 =PI, -6 -4
< Z'=—4
e
7 =
| 2

23. El punto buscado es la interseccién de la recta dada con el plano mediatriz del segmento OA.
Este plano tiene por ecuacién 2x—y—z+6=0 y al cortar con la recta dada obtenemos el punto

(3,7,5).

14
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ACTIVIDADES FINALES

W24

M 25.

Il 26.

W27

Hzs.

M 29.

I 30.

|_E1R

Dados los puntos (1, 2, 3)y (1, 2, 1), icudl es el conjunto de puntos que estd a igual distancia de ambos?

X-2y+2z=3

L Halla los puntos de esta recta tales que su distancia al origen de coordenadas es 4.
X+y-4z=

Sea la recta r:{

Silos puntos P(2, 1, 2)y Q(6, 1, 4) son los vértices opuestos de un cuadrado:
a) Calcula el 4rea del cuadrado.

b) Obtén la ecuacién del plano que pasa por el centro del cuadrado y es perpendicular a la diagonal que pasa por los
vértices Py Q.

Los puntos P(1, 1, 3)y Q@(=1, 0, 0) son dos vértices consecutivos de un rectangulo, y los otros dos vértices pertenecen a
la recta r que pasa por el punto C(4, 3, -5):

a) Halla la ecuacion de |a recta ry el plano & que contiene al rectangulo.

b) Halla las coordenadas de los otros dos vértices del rectangulo.

Ix-yv+22-6=0

Xx+2v—-z-2=10
<

a) Halla la ecuacion del plano que contiene a esa recta y el origen de coordenadas.

Dada la recta r de ecuacién: {

b) Halla la ecuacion del plano que contiene a esa recta y es paralelo al plano v— 6z + 1 = 0.

c) Halla la ecuacion del plano que contiene a esa recta y es perpendicular al plano OYZ.

Halla la ecuacién de la recta que se apoya en las rectas r y 5 dadas y pasa por el origen de coordenadas:

X=1+2t . > -
= e g s o Wi
3 -2

z=1+4t

Halla la ecuacién de la recta que se apoya en las rectas:

x=1 Z
rr—=y+2=2z-1 5:
3 2x -y +7=0

y es paralela a la recta de ecuacién:

x=2-3t
y==1+1
A=
Halla la ecuacién de la recta contenida en el plano 2x - 2v + 5z = 3 y perpendicular a la recta XTH =—y+2= g en el

punto (-1, 2, 0).

15
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SOLUCIONES

24. El plano que pasa por el punto medio (1, 2, 2), del segmento cuyos extremos son los puntos
dados y tiene como vector normal (0, 0, 2).

Su ecuaciones (x—1)-0+(y—2)-0+(z-2)-2=0, luego z=2.

25. Sea P(3+2t,2t,t)un punto genérico de la recta r.
Desarrollando la condicion d(P,0)=+/14 , obtenemos:
V3200 + 48+ B =V14 =9 4+ 12t-5=0

1 5
- 0 t=—-—
3 3

== =

' "-_r 4
Parar:L::- P H j— 1 ]‘r’
3 V3 3 300

para t= —i == P(—

3" 3 " 3

26. Queda:

a) La diagonal d del cuadrado mide d=4/4%+0%+4 =+/20

Con este valor de la diagonal, el lado mide /=+/10 vy, por tanto, el area del cuadrado es 10.

b) El plano pedido pasa por el punto (4, 1, 3) y tiene como vector normal (4,0,2). Su
ecuacion es:

4x-H+0-ly-1+2z-3)=0=2x+2z=11
27. Queda:
a) La recta r viene determinada por el punto C(4,3,—5)y por el vector v=QP=(2,1,3), y su
ecuacion es:
Xx-4  v=-3  Z+5
2 1 3

El plano es 14x—-25y—-z+14=0.

b) Los otros vértices del rectangulo son los puntos:

r i
hrd hrd -
£ S £

T 44 29 11 ] v ( 30 22 —32 )

i
- e d -
£ £

16
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28. La ecuacién del haz de planos cuya arista es la recta r es:

(Bx—y+2z-6)+t(x+2y—-z—-2)=0.

El plano del haz que pasa por O(0,0,0) cumple:
(3-:0-0+2:0-6)+#0+2-0-0-2)=0=-6-2t=0=t=-3.
Para t=—3el plano buscado es 7y -5z=0.

29. La recta pedida vendra dada como interseccion de los siguientes planos:

e Plano x,que contiene ary al punto (0, 0,0)

e Plano 7, que contiene a sy al punto (0, 0,0)

XV Z
m=|111|=0 = X-2y+z=0
234
XV z
m=|432=0 = 13x-10y+11z=0
-1 2

3 . xX-2y+z=0
La recta tendra de ecuacion:
13x-10y+11z=0

30. La recta pedida vendra dada como interseccion del plano 7,que contiene a r y al vector
v(—3,1,2)y del plano 7z, que contiene a sy al vector v(-3,1,2)

-1 v+2 21
m=|3 1 1 |[=0= x-9y+6z-25=0
-3 1 2
X y=7 4
m=] 1 2 0| =0= 4x-2y+7z-14=0
=3 1 2

xX-9y+6z-25=0

La recta tendra de ecuacion:
4x-2y+7z-14=0

17
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. . X+1 z
31. La ecuacion del plano perpendicular a la recta 72—1:5 que pasa por el punto (-1,2,0)
es:
2+ +i=1)ly=2)+3-z-0)=0

Operando, obtenemos:

2x—-y+3z=-4
La recta buscada es la que viene dada como interseccién de los planos:

2X—-2y+5z=3

IX—y+3z2=—4

18
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W 32. Dados el punto P(3, 5, -1) y la recta r: XT_W =y+2= ZTH halla un punto Q de la recta dada de modo que la recta

PQ sea paralela al plano de ecuacion 3x-2v+z+5=0.

M 33. Seael punto A(1, 0, 0) y el plano 7: 2x+ v—2z = 1. Halla:
a) La ecuacion del plano 7' que pasa por A y no corta al plano dado.

b) La distancia entre los planos =’ y .

M 34. Para cada valor de a, los puntos P(1, 2, 3) y P'(0, 1, a) son simétricos respecto a un plano. Halla la ecuacién de dicho
plano. En particular, encuentra el plano para a = 2.

M 35. Sealarecta r: XT_1 =y—25 = ZT+3 y el plano 7: 2x + 4y + 4z = 5. Halla:
a) La distancia entre la recta y el plano.

b) La ecuacion del plano perpendicular al dado y que contenga a |z recta r.
M 36. Halla la ecuacién de la recta paralela al eje OY'y que se apoya en las rectas r y s:

. r{x+3y—4=0

v—2z-3=0
W 37. Halla la ecuacion del plano que pasa por el punto P(1, 1, 2) v es perpendicular a los planos x-yv+z=3 y OXZ

M 38. Halla la ecuacién de la recta que pasa por el punto (-1, 2, 2) y corta perpendicularmente a la recta

- x—y-z=1
|x+y+z=5
M 39. Halla la ecuacién de la recta paralela al plano 2x - 2y + 5z = 3 y perpendicular a la recta X+3y+2z=9 en el punto
(1, 1,3) 3y+z=6

W 40. Dados los vectores U =(1,1,1),v=(2,0,0)yw =(2, 2, p), hallael valor de p para el cual los vectores & +V y U —w
son ortogonales.

M 41. Halla el valor de a para el cual la recta r: yelplano 7 x -3y + az + 6 = 0 son paralelos y, en este caso,

halla la distancia entre ellos.

2x -5y -1=0
x+5z+7=0

W 42. Halla el plano paralelo al plano 2x — v -z + 6 = 0 y que diste de &l 36 unidades.

x=a+4t
M 43. ;Para qué valor de a la distancia entre la recta r:{v =2 y el plano 6x — 8z + 10 = 0 es 3 unidades?
z=5+3t
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SOLUCIONES

32.

33.

34.

35.

36.

37.

Hallamos un plano paralelo al dado pasando por el punto P. cortando el plano con la recta dada
obtenemos el punto Q pedido.

El plano tiene por ecuacion 3x—-2y +z+2=0.

Resolvemos el sistema formado por el plano y la recta y obtenemos el punto Q de coordenadas
(-1,-3,-5).

Queda:

a) El plano que no corta al dado es un paralelo. Este plano pasando por A tiene de ecuacion
2x+y-z-2=0

b) La distancia entre planos paralelos la hacemos tomando un punto de uno de los planos y

, , . . 1 .
hallando la distancia al otro y obtenemos que esta distancia es ﬁunldades.

El plano buscado es el plano mediatriz del segmento de extremos PP’y tiene por ecuacion:

a-13 _
5 -

Para a=2el plano tiene por ecuacion 2x+2y+2z-9=0

x+y(3-a)z+ 0

Queda:

a) La recta y el plano son paralelos. Para hallar la distancia entre ambos tomamos un punto de
la recta y hallamos la distancia de este punto al plano y obtenemos 35/6 unidades.

b) El plano buscado tiene por ecuacion:
x-1 y+5 Zz+3
2 -5 4 =0=18x-9z-45=0
1 2 2

Hallamos el plano 7, que contiene a la recta r y al vector de OY/(0,0,1) y hallamos el plano
T, que contiene a la recta s y al mismo vector y obtenemos que su interseccion nos da la recta
buscada:

x-1 y—-1 z+1 X y z 6245 <0
X+6z+5=
T = - 2 1]=0 7,=|1 -1 -1=0 {
X+z=0
0 1 0 0O 1 0
x-1 y—-1 z-2
El plano pedido tiene por ecuacién | 1 -1 1 =0 =>x-z+1=0

0 1 0
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38.

39.

40.

41.

42.

43.

£~ EDITEX

Hallamos el plano perpendicular a la recta dada y que pase por el punto dado y obtenemos su
ecuacion y—z=0.
Cortamos la recta dada con el plano y obtenemos el punto A=(3,1,1)
La recta perpendicular a la dada por el punto P es la recta que pasa por Py A:
x+1 y-2 z-2
4 -1 -

El vector de la reta que buscamos es perpendicular al de la recta dada y al vector normal del
plano.

(a,b,c):(2,-1,3)=0
{(a,b,c)-(z,-2,5)=0
De este sistema obtenemos un vector de la recta de la forma (-1,4,2).
x-1 y-1 z-3
1 4 2

La ecuacion de la recta es

(D+;)(B—7v)=0 = p=-3

La recta y el plano son paralelos si el vector director de la recta y el vector normal del plano
son perpendiculares de donde obtenemos que a=-1.

Para hallar la distancia entre esa recta y ese plano paralelo a ella tomemos un punto de la

recta y hallamos la distancia de ese punto y obtenemos % unidades.

Todos los planos paralelos al dado son de la forma 2x—y—z+ D=0.

Tomamos un punto del plano dado, por ejemplo (0, 0, 6), y obligamos a que la distancia de este
punto al plano que buscamos sea la dada. Obtenemos:

-6+D

76

—3./6 dedonde D=24 o D=-12.

Los planos buscados tienen por ecuaciones: 2x—y—-z+24=0 o 2x-y-z-12=0

La recta y el plano dado son paralelos. Tomando un punto de la recta, por ejemplo (&82,5) y

haciendo la distancia al plano e imponiendo que esta distancia es 3 obtenemos:

6a—-30
10

=3 de donde sacamos los valores de a: a=0 o a=10
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PAGINA 154

ACTIVIDADES FINALES

ACCESO A LA UNIVERSIDAD

W44,

W45,

M 6.

W47

48,

W49

50

W51,

W52

Hs53.

54

M ss.

Calcula el dngulo que forman los planos x + 2y -z =0y x-2y+ 5z-3 = 0.

Calcula el dngulo que forman la recta ry el plano =, siendo:

x=1_y+2 z oo
r =7 =3 mx-y-z=0
Calcula las coordenadas del punto de la recta r tal que forme un tridngulo rectangulo en A con los puntos A(1, 5, 6),

B{7, 6, B), siendo r la recta de ecuaciones A .
2x-y-3z=12

Halla el punto simétrico del origen respecto del plano x+y +z=1.

Halla el punto simétrico del punto A(2, 0, 1) respecto de la recta %: : e

Dados el punto A(1, 0, =1) y el plano 7: 2x -y + 3z = 4, halla:

a) La ecuacién de la recta que pasa por A y es perpendicular a .

b) El punto simétrico de A respecto a .

c) De los planos que pasan por A y son perpendiculares a =, el plano gue pasa por B(2, 1, 2). —@

d) La ecuacién del plano que pasa por A y es paralelo a .

Halla un punto de la recta %:yT_z = ZT_'? que equidiste de los puntos A(1, 0, 1) y B(0, 4, 2).

Halla el valor de a para que el plano que pasa por el punto(a, a, a) y es perpendicular alos planos x +y-z=0y2x+y—-z=2

diste - unidades del punto (0, 0, 0).

V2

Dado el plano m: x -y +2z=0:
a) Halla el simétrico del punto P(1, 0, 1) respecto de .
b) Halla la recta simétricade r: x—1= % = ZT_1 respecto de .

Determina m, si es posible, para que el plano de ecuacién 2mx-3(m-1)y —(m+3)z+2m+4=0 sea ortogonal a la
recta de ecuacion 2x = y = —2z.

Halla las coordenadas del punto simétrico del (2, 4, 2) respecto del punto (1, 2, 3).

Se consideran los planos de ecuaciones
mi-ax—-y+az=0 :r]:(a+3)x+£—z=1 ;oa=0
a

a) Estudia su posicién relativa en funcién de a.

b) Si para a = -2 los planos contienen las caras de un cubo, calcula el volumen del cubo.
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SOLUCIONES

44. El 4ngulo que forman los planos es el mismo que el formado por sus vectores normales. Su

45.

46.

47.

valor:

e

- = Ma, * My, T+(—4)+(-5)
COSIMT,, - Ny) = —1—= = —
|07, 10 s, V6 V30

=06

2

Luego el angulo buscado es de 53° 23'44,6”.

El angulo buscado puede calcularse con el vector direccional de la recta v=(2,—1,3)y el normal
al plano n=(1,—1,—1), a través de la expresion:

T = = vV n 2+1-3
sen(r, ml=sen(v,nN)= ———=———=0
[v'| ] V1443

.

Luego el angulo es 0°y, por tanto, la recta y el plano son paralelos.

Consideramos un punto genérico P(g+lt,i—zt, tj de larectar.

3 3 3

Para que los puntos A, B y P formen un triangulo rectangulo en A debe cumplirse que
AP-AB=0, es decir:

lt+g,—zt—u,t—6j-(6,1,0)=0, luego t=1
3 83 3 3
El punto buscado es (2,—-1,1).

El punto proyeccién de O(0,0,0)sobre el plano x+ y+z=1 es el punto P solucién del sistema
formado por el plano y la recta perpendicular a el que pasa por el origen. Es decir, el punto P es
solucién de
X+y+z=1
X—y =0
y—z=0

b

Por tanto, P[

s
!3! .

El punto O(X, y’,Z)) cumple, con respecto a los puntos O y P la relacion:

w|—=
w|—=

O+x" 1 o+y 1 o+z 1
2 302 37 2 3
Las coordenadas de O’ son x’=§,y':§,z':§
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48.

49.

50.
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Sea P(2t,—t+3,t+2) un punto genérico de la recta para fijar este punto como punto medio del
segmento AA imponemos la condicion PA-(2,—1,1)=0. Es decir,

(2t=2) -2 4(=t+3)-=1)+(t+ 1)1 =0=1t=1

El punto P es P(2,2,3).

Las coordenadas de A'(X/, y’,Z) simétrico de A debe cumplir:

X4+ 2 _2 V' o+ 0 _ 2, Z+1 _ 3
2 2 2
Por tanto, x'=2,y'=4,7=5.
Queda:
., x-1 Z+1
a) La ecuacién de la recta es: T:%:T

b) El punto P del plano 7 es el punto medio del segmento AA’es la solucién del sistema:

2x-y+3z=4

X+ 2y =
3X —2z=5
Las coordenadas de P son: ﬁ—il
14" 14 14
El punto simétrico de A, A’tiene por coordenadas: (g—ggj
c) El plano buscado Ax+ By +Cz= D debe cumplir:
A -C =D
2A+B+2C=D
2A-B+3C=0

Resolviendo el sistema, obtenemos:2x—y +3z=-1.

Sea P(t,t+2,2t+3) un punto cualquiera de la recta dada. Se cumple:

A(P, A)=d(P,B) & (=17 +(t+2)2 + (2t +2)7 = /12 + (t-2)% + (2t +1)?

Operando, obtenemos tz—g.

El punto buscado es P(—%%%} Otra forma de resolver este problema es hallar el punto en

el que se corta la recta dada con el plano mediatriz del segmento AB. Es decir:

X—4y—z+9=0

1
. . = P , .
X _ }—2 _ Z=3 . 5 5 g

1 1 2
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51.

52.

53.
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El plano que pasa por (&a,a,a)y es perpendicular a los planos dados tiene por ecuacion:

x—a y-a z-a
1 1 -1
2 1 -

=0 = y+z-2a=0

La condicion de la distancia se expresa en la forma:

|M =— < |2a|=2 = a=1oa=-1
Vor+ 12412 V2
Los planos son:
yv+z-2=0 o y+z+2=0
Queda:
a) El punto proyeccion de P sobre el plano 7 es M(%,%,%). Este punto es el punto medio del

segmento de extremos P(1,0,1) y P(X,y’,Z). Por tanto,

X+ 1 1
2 3
! v+ 0 2
3

1

3

2

'+ 1
2

b) El simétrico del punto P,(1,0,1) perteneciente a la recta r es Fi(—%,—,——j.

El simétrico del punto Q,(2,3,4) perteneciente a larectar es Q/(0,5,2).
La ecuacion de la recta que pasa por Py Q, es:

X _ y=-5  z-2

T 7

El vector normal del plano es n(2m,—3m+3,—m-3)y un vector direccional de la recta es
(1,2,—-1).

Si el plano es ortogonal a la recta los vectores anteriores deben ser proporcionales. Debe
existir un Unico numero real que cumpla:

(2m,—-3m+3,—-m-3)=k-(1,2,-1).
Operando:

2m=k
3 m+3=2k
-m-3=-k

El sistema carece de solucion y por tanto no es posible determinar el m del enunciado.
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54. Las coordenadas ( X, y’,Z’) del punto simétrico cumplen:

X'+ 2
+ — 1
2
s X' =0
) ¥+ _ e 1y =0
2 7 =4
I+ 2 _3
2
L1
55. Quedan:

a) Si a#—2los planos 7,y 7, se cortan en una recta.

Si a=-2los planos 7,y 7,son paralelos.

b) Para a=—2los planos son:
7T 2x-y—-2z=0
T, 2X—y—2Z=2
El valor de la arista del cubo sera la distancia entre 7,y 7, .

Esta distancia vale:
|2-0-0-2-0-2| 2

dimy, ma) = di0, @) =

V22 4 =12 4 (=22 3

3
El volumen del cubo es (gj :% unidades cubicas.
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