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Unidad 5 — Geometria afin en el espacio

ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

M 1. Dados en 232 los puntos A(2, 3, 5)y B(1, 0, 8), halla:
a) Las componentes de los vectores fijos AB y BA.
b) Dos puntos Cy D tales que CD sea equipolente a AB.
c) El extremo F de un vector fijo EF tal gue sea equipolente a Aé, siendo E(-3, 6, -9).

d) El origen G de un vector fijo GH tal que sea equipolente a AE-B, siendo H(3, 2, 9).

M 2. Dados los vectores libres G =(5,-2, 3y v =(-4, 2, 1):
a) Dibuja un representante de cada uno de ellos y de su suma.
b) ;Cuél es el extremno de AB si AB =0— vy A(0, 2, 0)?

c) ¢Cuéles son las componentes de los vectores 24y 3i — 507
M 3. Halla dos vectores iy v tales que (5, 3, 5) = 20+ 3V y (3, 2, 3) = U+ 2V

W 4. Comprueba que son una base los siguientes vectores de B> 0=(1,0, 2); v=1(-1, 1, 2) yvir= (0, 2, -3). Calcula las coor-
denadas de los vectores X = (1, 1, 1) e ¥ = (1, 2, 3) respecto de la base anterior.

M 5. Indica para qué valores de t los vectores i =(1, 1, 1); v = (2, 2, t) y w= (t, 0, 0) no forman una base de &3, _@

B 6. Halla las ecuaciones de la recta que pasa por el punto P(1, 2, 3) y tiene como vector direccional el vector v = (6, 5, 4).
Obtén seis puntos que pertenezcan a dicha recta.

M 7. Halla las ecuaciones de la recta que pasa por los puntos P(1, 1, 0)y Q(1, Q, 1).
W 8. Estudia si los puntos A(3, -4, 2), B(1, 2, 3}y C(-1, 4, 6) estan alineados.

M 9. Expresa cada una de las siguientes rectas de todas las formas gue conozcas:

2 2 4 3z=1 X=2st
) X2 y-2_z b {"‘;" i 9 {y=1-t
Koay+z= z=3+2t

W 10. Halla la ecuacion de la recta que pasa por el crigen de coordenadas y es paralela a la recta de ecuacion x_+;—21 = % =-Z.

M 11. Halla la ecuacién de los planos, en todas las formas que conozcas, determinados por las siguientes condiciones:
a) Plano gue pasa por el punto P(2, -3, 5) y tiene como vectores direccionales a i =(1, 1, 2) y v =(3, -2, 1).
b) Plano que pasa por los puntos P(3, -1, 0) y Q(1, -1, 3) y contiene el vector v = (1, 2, 3).
¢) Plano gue contiene los puntos A(1, 2, 3), B(-1, 0, 2) y C(2, -1, 0).

M 12. Escribe las ecuaciones paramétricas del plano: 3x -y + 2z = 10.

W 13. Escribe la ecuacién implicita o general del plano: x=3 -1, y=2+35 z=t+5.
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SOLUCIONES

1. a) Los componentes de los vectores pedidos son:
AB=(-1,-3,3)y BA =11, 3, -3)

b) Existen infinitas parejas de puntos C y D que cumplan la condiciéon pedida. Por ejemplo,
C(0,0,0)y D(-1,-3,3).

c) Sea F(ab,c),debe cumplirse: (a+3,b—6,c+9)=(-1,-3,3).Luego a=-4,b=3y
c=-6.

d Sea G(4&,b,c’),debe cumplirse: (3-a,2-b,9-c")= (-1,-3,3). Por tanto,
a=4,b'=5,c=6.

2. a) El vector suma U+vel u+v=(10,4). Un representante de U, Vy U+V puede verse en el
dibujo.

h) Las coordenadas de AB=0 -V son: AB= 9, —4 2]
Llamando B = (a, b, €), se tiene:
{a—-0,b=2,¢c-0)=1(9, -4, 2).

Portanto, a=9, b=-2, c=2.

I Las coordenadas de los vectores bucados son:

200 =215,-2,3)=(10,-4, 6)
30 -5V =3(5,-2,3)-5(-4,2,1)=
=(15,—h, 9)—(20, 10, 5) =35, =14, 4).

m

_ . |2u+3v=(5,3,5)
3. Resolvemos el sistema vectorial § . _
u+2v=(3,2,3)
Multiplicando la segunda ecuacion por —2 y sumando a la primera se obtiene v =(1,1,1).
Con este vector sustituido en la segunda ecuacion se obtiene U=(1,0,1).

Por tanto, los vectores buscados son u=(1,0,1)y v=(1,1,1).
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4. Los vectores uU,vy wforman una base, ya que el rango de la matriz formada por sus filas es
tres, al ser:

10
-1 1
02

Pt Ped

=_11=10

[}

Las coordenadas del vector x=(1,1,1)respecto de la base anterior son los escalares a, by c,
que cumplen:

(1,1, 1y=a(1,0,2)+bi=1,1,2)+ci0, 2, =3

Operando y resolviendo el sistema resultante se obtiene: & = 1211, b=1/11, ¢ = 5/11.

Andlogamente, el vector y=(1,2,3)tiene las siguientes coordenadas respecto de la base
anterior:

a=1911,b=8/11yc=7/11

1 1 1
5. Eldeterminante 2 2 t|vale t?—2t.
t 00

Si la expresion anterior es nula, los tres vectores no forman base de R®.
Por tanto, t* —2t=0, es decir, parat=0y t = 2.

6. Las distintas expresiones de la recta buscadas son:

x=1+6t
e Ecuacion paramétrica: (y=2+5t contc R
Z=3+4
. . X—1 y—2 zZ-3
» Ecuacion continua: = - =
6 5 4

« Ecuacion como interseccion de dos planos:
5X— 6y =7
2x—-3z=-7

En la ecuacion paramétrica pueden obtenerse los puntos dando valores a t. Asi,
«t=1 Fa=11,2,3)

s = Ph=i7,7.7l

=t=2 Po=1013,12,11)

o i=_] P,=i-5,-3, -1)

. t=-2 P;=i-11,-8, -5}

* =3 Po=119,17,15)
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La recta viene determinada por el punto P(1,1,0)y el vector v=PQ=(0,—1,1).
Las ecuaciones de la citada recta son:

* Paramétricas * Interseccion de planos
x=1 x-1=0
y=1-t teR y+zZ=1,

z=t

La recta determinada por los puntos Ay Btiene por ecuacion:

x-1 y=-2 . |

2 —b -1

Al sustituir las coordenadas del punto C en la recta anterior, se tiene:

-1-1 4-2 H—3
= =

2 —6 -1

Por tanto los puntos no estan alineados.

x=2+t
a) Ecuacion paramétrica < y=2-t teR
z=4+3t

Ecuacién como interseccion de dos planos:

x+y=4
3x—z=2
x=—1+5t
b) Ecuacion paramétrica < y=—2+2t
z=t

. . X+1
Ecuacion continua: ? ===

x—2:y—1 :z—3
-1 2

¢) Ecuacién continua:

. , g x+y=3
Ecuacién como interseccion de dos planos:

2x—z=1
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10. Dos rectas paralelas tienen vectores directores iguales o proporcionales. La recta pedida tiene

Xy
por ecuacion —==>=—2z

-2 2

11. La solucién es:

X=2 y+3 25
a) La ecuacicén es: 0=| 1 1T 2 | =x+y-z+6
3 -2 1

bj El plano viene determinado por el punto A3, -1, 0)
v los vectores U = PO=(-2,0,3) y v =1(1,2,3) Su
ecuacion es:

x=3 v+1 =z
0D=| -2 0 3 |=6x-9y+4z-27
1 2 3

c) El plano viene determinado por el punto A(1, 2, 3)
v los vectores i = AB= (-2, -2, 1)y vV = AC =
=1, -3, =3). Su ecuacion es:

x—1 y-2 z-3

O=|-2 =2 =1 |=3x-7y+8z-13
1 -3 -3
X=
12. Pueden ser: { y=—10+3t+2s,contyseR
Z=8

13. La ecuacion es:

x=3 y-2 =z
0=\ -1 0 T|l=x-y+z-1
0 1T 1
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PAGINA 127

W 14. Halla la ecuacién del plano que pasa por el punto P(2, -4, 0) y contiene la recta:

x=2 y-2 z-4
1 - -1 3

M 15. En cada uno de los siguientes apartados determina la ecuacién del plano correspondiente:
a) Plano que pasa por los puntos A(2, 1, 2) y B(0, 1,-1), y es paralelo al gje OY.

b) Plano que contiene a las rectas ry s:
x=1+1

r=qv=2+t SE{X+2V:5

z+1=0
¢} Plano que pasa por el punto (1, 0, 1)y es paralelo al plano x -y + z= 4.

M 16. Halla la ecuacién del plano que contiene a las rectas:

3x—y+z=0 x-1 y-1 z+1
r= Y =
X+2y—z=2 -1 4 7
M 17. Halla la ecuacion de la recta que pasa por el punto (0, 0, -2) y es paralela a los planos: x—v-3z=1; x-3v+7="5

M 18. Estudia la posicién relativa de los planos en cada uno de los siguientes apartados:

-
x—v+z=0
a) 13x+2v-2z=1
S5x=1

b) m=x-2v+2=3; m,=2x+y=4; m,=5y-27=-2

X+3yv-2z=-8
c) 12x—-v+z=6
4x-5y-3z=0

M 19. Determina, en cada caso, la posicién relativa de la recta y el plano:

a) r=3x—-2y+z=3 y rz?_—=z+3
Xx=3+2t-4s
b) r=4y=-2-1t+3s vy r=ix,v,z)=(100+t2 1 -4
z=1-t
M 20. Estudiasi las rectas r: +z=9 y s X+y=0 se cortan, son paralelas o se cruzan.
v=1 -x+2v+2z="5

Halla el plano que contiene a sy es paralelo a r.

M 21. Estudia, segun los valores de b, la posicién relativa de las rectas:
1
r=(x v, 2)=01,0 2 +t-31h) y SE%:—}"F“:Z
W 22. Sea m un numero real; discute seglin los valores de m, la posicién relativa de la recta r = y el

{2x—my+z:2—m
plano #=3x+2z=2-m.

X+2v+2z=0

10
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SOLUCIONES

x-2 y+4
14. El plano tiene por ecuacién | 1 -1 3=0=11x+2y-3z-14=0.
0 3 2

x y-1 z+1
15. a) El plano tiene por ecuacién 2 0 3 |=0=3x-2z-2=0
0o 1 0

b) Las rectas dadas se cortan en el punto (1,2,—1).el plano pedido tiene por ecuacién
x-1 y-2 z+1

1 1 -1/=0=x+2y+3z-2=0

2 -1 0

c¢) Todos los planos paralelos al dado tienen por ecuacion x—y +z+ D=0 ,obligando a que
pase por el punto (1, 0, 1) hallamos que D=-2y el plano buscado tiene por ecuacién
X-y+z-2=0

16. Estas rectas son paralelas pues tiene vectores directores iguales o proporcionales. Para
hallar la ecuacién del plano que las contiene tomamos uno de los vectores y un punto de
cada una de ellas, con lo que tenemos otro vector y un punto. El plano tiene por ecuacién:

X y-2 z-2
-1 1 7 |=0=>5x-4y+3z+2=0.
-1 -1 3

17. La recta paralela a estos planos estara en la interseccion de dos planos paralelos a estos de la

x—y—-3z+D=0 _
forma hallamos las constantes D y K obligando a que pasen por el punto
x-3y+z+K=0

x—y-3z-6=0

(0,0,—2)y obtenemos la recta de ecuaciones:
x-3y+z+2=0

_ x-y+z=0
18. a) Los planos se cortan dando una recta de ecuaciones By o1
X=

X—-2y+z=3

b) Los planos se cortan dando una recta de ecuaciones
2x+y+z=4

c¢) Los planos se cortan en el punto (1,—1,3)

11
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20.

21.

22.
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a) El plano y la recta se cortan en el punto (2,1,_—25)

b) el plano y la recta se cortan en el punto (g,_?z,_?s)

Las rectas se cruzan. El plano pedido tiene por ecuacién:
x+1 y-1 z-1
-1 0 2 |==4x+7y+2z-5=0
2 -2 3

Estudiamos la posicién relativa de estas rectas estudiando el determinante formado por el
vector director de una de las rectas, el vector director de la otra y el vector de un punto de
una de las rectas a un punto de la otra, de este modo:

-3 1 b
2 -1 2|=b+1
3 -1 1

Si b=-1las rectas son coplanarias, en este caso se cortan.
Si b#—1las rectas no son coplanarias, es decir se cruzan en el espacio.

Discutimos el sistema formado por la ecuacién del plano y las ecuaciones de la recta y
obtenemos:

Si m=2el sistema es compatible determinado por lo que la recta y el plano se cortan en un
punto.
Si m=2el sistema es compatible indeterminado por lo que la recta esta contenida en el
plano.

12
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ACTIVIDADES FINALES

ACCESO A LA UNIVERSIDAD

W 23. ;Para qué valores de a el conjunto de vectores (1, 1, 1); (1, a, 1)y (1, 1, a) es una base de %3?

M 24. Consideremos la recta r, el plano =y el punto P, siendo:
- x=1_ y+8 z-2,
2 3 57

Obtén una recta s paralela a r que pase por el punto P. Calcula el punto de interseccion de wy s.

T 2x-y+3z=1; P(1,0,4)

M 25. Halla las ecuaciones de la recta paralela a los planos x + v= 1, x + z= 0 y que pasa por el punto (2, 0, 0).

2x-y+z=0

y pasa por el punto (4, 5, 6).
X—-y+2z=1

M 26. Halla las ecuaciones de la recta que es paralela a la recta {

M 27. Dado un tetraedro ABCD de vértices A(1, 2, 0), B(2, 6, 0), C(5, 3, 0) y D(3, 4, 3):
a) Comprueba que los puntos medios de las aristas AB, BD, CD y CA estan en un mismo plano y halla su ecuacién.

b) El plano obtenido es paralelo a las otras dos aristas CB y AD.

y el plano mdefinido por 2x+ y+ mz=n, hallamyn,

W 28. Siendo rla recta determinada por las ecuaciones {X el

de modo que: A EB
a) rcortea b) ry msean paralelos c) resté contenidaen x
MW 29. Halla la ecuacién del plano que pasa por (0, 0, 1) y contiene la recta r: {;x =l 2Z1= .
X-Vy—-2Z=
W 30. Estudia la posicién relativa de las rectas r: ASCi y s: WSk
y=2-3z y=4z-2

W 31. Estudia, segun los valores del parametro m, la posicién relativa de las rectas:

rfx-2z=1,y-z=2} v ssx+y+z=1,x-2v+22=m}

W 32. Estudia, para los diferentes valores de m, la posicién relativa de los planos:

x=2y+z=0 mx+z=1 X+y+z=2 Ix-v+2z=1
al i-x+y+mz=1 b) imy+z=2 C) 12x+3y+z=3 d) ix+dy+z=m
x=-3y=0 y+z=2 mx +10y +4z =11 2x -5y +mz=-2

W33 Elplanox+ v +z =0y larectade ecuacionesx= 1+t v=2-t;z= -4 + t se cortan en el punto A. Halla de forma
razonada la ecuacion de la recta que pasa por Ay por B(2, 2, 3).

M 34. De dos rectas en el espacio se sabe que no son coplanarias, jqué posiciones relativas pueden tener? Pon un ejemplo de
cada una de las posiciones y razona la respuesta.

W 35. Prueba que los puntos medios de los lados de un cuadrilatero cualquiera (en el espacio) son siempre vértices de un
paralelogramo.

13
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SOLUCIONES
11 1

23. Sean los valores de a que hagan el determinante 1 a 1|distinto de cero.
1 1 a

El determinante anterior vale a®—2a+1=(a”—-1)? es distinto de cero para cualquier valor
diferente de uno.

24. La ecuacion de la recta s es: X—_1=X=Z;4
2 3 5
. . 5 39 1
La interseccion de s con el plano mmes el punto ——,— —,——
8 16 16
25. La interseccion de s con el plano 1T es el punto —§,— ﬁ_i
8 16 16

El vector director de la recta pedida sera proporcional al vector director de la recta
determinada por los dos planos, v=(1,—1,1).

La ecuacion de la recta pedida es:
X-2_y _z

1 1

26. La recta viene determinada por el punto (4, 5, 6) y el vector v =(1,3,1),y su ecuacion es:
x-4 y-5 z-6
1 3 1

14



27. La solucién es:

a) La ecuacion del plano que pasa por los puntos me-
dios (3/2, 4, 0}, (5/2, 5, 3/2), (4,7/2, 3/2) v (3, 5/2, 0}
es 6X + 6y —82z—33 = 0.

by La arista CB tiene por ecuacion:

X=2+3t
y=6-3t jcontc R
z=0

La otra arista AD tiene por ecuacion:
x-1 y-2  z

2 2 3

El plano del apartado aj es paralelo a las recta ante-
riores, ya que ninguna de las dos rectas corta al
plano.

. 2
28. a) La recta r corta al plano wsi m¢—73

. 23 9
b) La recta y el plano son paralelos si m:—7y n¢7.

c) La recta esta contenida en el plano si m:—§y n=—é

29. El haz de planos de arista rtiene por ecuacion:
(5x-3x+2z-5)+A(2x-y z-1)=0

Si el haz incide con el punto (0, 0, 1), se cumple:
2-5+A(-1-1)=0=>1=-3/2

Para este valor 1=—3/2, el plano buscado es:
4x-3y+7z-7=0

30. Las rectas se cruzan en el espacio al ser cuatro el rango de la siguiente matriz.

10 -1 -1
01 3 2
10 -5 4
01 -4 -2

7
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31. La solucién queda:
Si m=-4, las rectas se cortan en un punto x =0,y = 3/2, z = -1/2.

Si m#—41las rectas se cruzan en el espacio.
32. La solucion es:

a) Si m#—2, se cortan en un punto.
Si m=-2, se cortan dos a dos.

b) Si m#0y m=1, se cortan en un punto.
Si m=0, dos planos son paralelos y el otro corta a los anteriores.
Si

m=1, los planos se cortan en una recta.

c) Si m#7, se cortan en un punto.
Si m=7, se cortan en una recta.

d) Si m# 1, se cortan en un punto.
Si m=1, se cortan dos a dos.

33. El punto A, punto de corte del plano y la recta del enunciado, tiene por coordenadas: A(2,1,—3)
La ecuacion de la recta que pasa por los puntos Ay B es:
X=2
y=1+t con teR
z=-3+6t

34. Queda:

Entendemos por rectas coplanarias aquellas que estan en un plano, es decir, aquellas rectas
pueden generar un unico plano.

De las cuatro posiciones relativas de dos rectas en el espacio, las que no son coplanarias son
las rectas que se cruzan.

Dos rectas que se cruzan son:

16
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35.Sean P(x,¥:,2),P(X;, Y2 2,), B(X5, Y3, Z3) ¥ P,(X,, Y4 2,), cuatro puntos cualesquiera del

espacio. Los puntos medios de los lados del cuadrilatero formado por P,,F,,F,, y P,tienen
por coordenadas.

o2, o nan)
Me = |: X2 ; Aa ) ¥z ;' Vi , Z; ;_— Zs ]
Ms = |: s ; Xy , ¥a ; Ya , 73 ; Zy ]
My = |: X,y ;— Xy , ¥a ;' ¥ , Zy ;_— Z ]

Los vértices M,,M,, M,y M,forman un paralelogramo ya que los vectores

My Mz v My M; son iguales; de igual forma que My M1 v My Ms.

Los vectores anteriores tienen por coordenadas:

[ X3 — X 5=V Z—Z
My My = My My = [ 2=, 'hz'y', - ')

[ XNy — X =¥ Zy— 73
M4.-"r1|:M;_.-"v13.=|: 41 EJ 'h;,_hi 42 z)

17
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