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Unidad 4 — Espacios vectoriales. Aplicaciones lineales

ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

W 1. Demuestra que el conjunto de matrices 2 x 2 es un espacio vectorial real respecto a las operaciones suma de matrices y
producto de un ndmero real por una matriz, dadas por:

ab NE b\ (a+a b+b

cd/) \c, d) \c+c d+d,
- aby (t-at-b
cd/ \t-ct-d

W 2. Sea(V, +, *3) un espacio vectorial real. Demuestra que son ciertas las siguientes propiedades:

a)(t—s) - v=t-Vv-5-V Vt,scRy WeV
h)yt-(V-—w)=t-V—-1-Ww VteRy VW, WeV
OSid+W=vV+w=0=V Vi, v, we V

dt-v=0st=00v=0

M 3. Estudia cuales de los siguientes subconjuntos de %2 son subespacios vectoriales de %3
a) A={xx0)|xeR]
b) B={(x,y.—x-¥) | x ye R} 6
d C={(x, 2x, 3x) | xe &}
dD={lxy.2) | x+y=3; xyzech}

o . ’ ‘ 10 : : )
M 4. Estudia si el conjunto de matrices que conmutan con la matriz A :(2 1) es un subespacio vectorial del espacio vec-
torial de las matrices 2 x 2. B

M 5. En el espacio vectorial real de los polinomios {,(x), +, *¢} de grado menor o igual que 2, estudia si el subconjunto
{P'(x), P'"(x)}, siendo P'(x) y P"" (x) los polinomios derivados de P(x) y P'(x), respectivamente, es un subespacio vectorial.

B 6. En el espacio vectorial real (22, +, ;) consideramos los vectores v = (1, 2, 0) y w = (1, 1, =1). Encuentra un vector & en
cada uno de los siguientes casos:

a) De forma que &, ¥, W sean linealmente dependientes.

b) De forma que i, V, W sean linealmente independientes.

M 7. Halla el valor o valores de a de modo que el vector (1, -6, a) sea linealmente independiente de los vectores (2, 0, -1),
(1, 2, 1). iCuanto ha de valer a para que el vector dado sea linealmente dependiente de los vectores (2, 0, -1), (1, 2, 1)?

M 8. Halla el valor de x para que los siguientes vectores de %7 sean linealmente dependientes:

(x, 2, 0), (% 3x,5) y (1, x,5)

B 9. Estudia si el conjunto de vectores de B2 {(1, 2, 3), (0, 2, 4), (0, 2, 0} forman una base de B>, En caso afirmativo halla las
coordenadas del vector (1, 1, 1) respecto de ella.
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SOLUCIONES

1. Las propiedades asociativa y conmutativa se verifican ya que la suma de numeros reales que se
establecen en los elementos de las matrices cumple las propiedades asociativa y conmutativa.

00
El elemento neutro para la suma es la matriz nula (0 Oj'

b} (—a —b]
d para la suma es .

o . (a
El elemento simétrico de la matriz ( J
— C —

c

Veamos que se cumplen las propiedades para el producto.

2. a) (t-s)-v=[t+(=8)]|V=t-V+(-5)-V=t-V+(-s-V)=t-V-5-V VtseRy VVeV.

b) Sean teRyv,weV, se cumple:
t-(V—w)=t-[V+(-w)|=t-V+t-(-W)=t-V+(—t- W)=tV —tw.

€ V se cumple:

O
<i

—

) Sean U,V,w
AW U+W—W=V+W—-W=U+(W—W)=V+(W—-W)=0+0=V+0=0=V.

3

u+w+v

d) Veamos la demostracién de la condicion necesaria. Sea t-v =0y t#0, entonces existe

i :% y se cumple:

Veamos la demostracién de la condicién suficiente.
Si t=0, puede verse en el libro de texto la demostracién de t-0=0.

Si v=0, también puede verse que t-0=0.
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3. La solucion en cada caso es:

a) A es un subespacio vectorial al cumplirse:
tixy, Xi, 0) + §(Xa, Xz, 0) = (tX) + 8x5, X + 5X3, 0) E A

b) Btambién es un subespacio vectorial ya que:
t(x1,y1,—x1 _y1)+S(X2=Y2s_X2 _YQ):(tX1 +8X,, 1y, + 8y, — X, — 8X, — 1y, _3}/2)e B

¢) C es un subespacio vectorial al ser:
t(x;,2x,,3X,)+ (X, 2X,,3X;) = (X, + 8X,, 2(tX, + SX,), 3(tX; + 5X,)) e C.

d) D no es subespacio vectorial al cumplirse que:
El vector (1, 2, 5) pertenece a D, lo mismo que (2, 1, 7);

pero la suma de ambos (1, 2, 5) + (2, 1, 7) = (3, 3, 12) no pertenece al cumplirse
X+y=3+3=6=%3.

_ a b _ 1 0 c+d O
4. Las matrices que conmutan con la matriz A= son de la forma
c d 2 -1 c d
con c,deR.
Sea el conjunto M={(Czd gj;c,de R}.

Forma un subespacio vectorial al cumplirse:

(.f|+d| G..':I+I:':'|_F2+d2 D]:
[ d| [ dz

ja+c+d +d; 0 .

_I[ O+ G d|+d2.-'jlk_ﬁr1
_':'I_F|+d| 0 -f"l_"|+fd| D‘_ .
‘ I: [ d| ]+[ tC fd| :IH_JH

5. El conjunto del enunciado es un subespacio vectorial ya que las reglas de derivacion permiten
afirmar que:

lpix) + gixl]" = p'ix) + g'ix)
[t- pixi]" =t p"ix)
[pix) + gixi]" = p"ix) + g"(x)
[t-pixi]" = t-p"ix)
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a) el vector u puede ser cualquier combinacién lineal de v y w, por ejemplo, v + w, es decir:
u=v+w=(1,2,0)+(1,1,-1)=(2,3,-1).

b) en este caso habra que tomar un vector u que no sea combinacion lineal de vy w, es decir,
que el determinante formado por los tres sea distinto de cero.

Por ejemplo u=(2,3,1) ya que:

—1=-2=+0.

N = =
W = DN

Tiene que cumplirse para que sean linealmente independientes:

1 -6 a
2 0 —-1#0=4a+20#0< a=->5.
1 2 1

Para que sean linealmente dependientes:

1 -6 a
2 0 -1
T 2 1

=0 = 4a24+20=0 = a=-5.

Se debe cumplir que el valor del determinante

x 20
x 3x 5 | sea nulo.
1 x5
x 2 0
Sin embargo, [x 3x 5/=10x*-10x+10 no se anula para ningun valor real de x.
1 x 5

Por tanto, no existe ningun valor de x que haga que los vectores sean linealmente
dependientes.
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9. Siforman una base al ser linealmente independientes ya que:

123
024
020

Sean g, by clas coordenadas del vector (1, 1, 1) respecto de la base dada. Se cumplira:

=—8.

(1,1, 1y=al(l,2,3)+ b0, 2, 4)+ci0, 2, 0)

Operando y resolviendo el sistema resultante:

Ja =1 a=1
ei2a+2b+2c=1 «a{b=-1/2
I_3d+4b =1 I_C:D

Las coordenadas son (1, 'z, 0)



£~ EDITEX

PAGINA 103

M 10. En el espacio vectorial real de los polinomios de grado menor o igual que 2 {P.(x), +, *3}, estudia si los siguientes poli-
nomios forman o no una base: Alx) = x2 + 1; Blx) = x2 + x; Clx) = x + 1. En caso afirmativo halla las coordenadas del
polinomio M(x) = x2 - x + 2 respecto a dicha base.

M 11. Halla una base y la dimension de los siguientes subespacios vectoriales de 2
S={x,y.2) |x-22=0;, x yzeR}
T={(x,0 -0 |xc&}

E={x,y.2) lx+y=0,y+2z=0;x ¥ Zc R}

M 12. Sea la aplicacion:
fR2 — R?
B, 25) ~> 06y + 2, Xy — 2x5)

Demuestra que es una aplicacién lineal, halla sus ecuaciones y su matriz asociada.

M 13. Halla las ecuaciones de la aplicacién lineal f: B2 —— &2 dada por:

f(=1,1,0)=(-1,0) f(0,0, 1)=(1,-1) f(1,3,-1)=(0, 1)

_ -1
0 1)_ Halla 7(3, 5, =7) y (1, 1).

0 3-2
W14, Seaf:®® —— B2 una aplicacion lineal de matriz asociada(

M 15. Seaf: B2 —— B3 una aplicacion lineal tal que f(e;) = (2, 5, 0), fle,) =(1, 1, 1) y (3, 2, 1) e Ker f, siendo {e,, e,, &5} la
base candnica de %3, Halla f(e,), la matriz asociada a esta aplicacién lineal, su ntcleo y su imagen.

W 16. Halla el nicleo y la imagen de la aplicacién lineal f: B2 —— B3 dada por (0, 1) = (1, 1, -2) y f(-1, 1) = (2, -2, -4).

W 17. Sea la aplicacion lineal f: B3 —— B3 dada por fx, X5, X2) = (3%, X, — X, — X3, X, + 2, + 2x3). Halla el nucleo, la imagen
y una base y la dimensién de estos.

M 18. Dadas las aplicaciones lineales:
fR? — R? g: B2 —— B2
(Xh Xz) —~> (2)(1, Xy — xz) (Xh Xz) e d (X1 + X3, _Xw)

Halla la aplicacién compuesta g = f. ;Esta aplicacidn es lineal? En caso afirmativo estudia qué relacion existe entre su ma-
triz asociada y las matrices asociadas a las aplicaciones lineales gy f.

M 19. Estudia si es lineal la aplicacién f: B2 — &

X Xy

(X7, X3) —~>
1 2 2

En caso afirmativo halla su nicleo.

10
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SOLUCIONES

10. Consideramos a los polinomios x*, x y 1 como la base canénica del espacio vectorial dado.
Los polinomios del enunciado tienen por coordenadas respecto a la base canénica:
A(X)=x*+1=(1,0,1); B(x)= x>+ x=(1,1,0) y C(x)=x+1=(0,1,1).

1 0 1
Los vectores anteriores forman una base al cumplirse |1 1 0|=2=0.
0O 1 1

Sean a, b y c las coordenadas de M(x) respecto a la base {A(x), B(x), C(x)}.
Se cumple: (1,—-1,2)=a(1,0,1) + b(1,1,0) + ¢(0,1,1).
Operando y resolviendo:

J'a+b = J'd+b = 1
b+ ec==-1 = b+t c=-1 e

l_a+ c= 2 I b-c=-1

J'a+b = 1 J'a: 2

=, b+ c=-1 s b =—1

I 2c= 0 [_cz 0

Observa que se cumple:
X = x+2=2(x* +1)—(xX*+ x)+0-(x +1).

11. Los vectores de S pueden ponerse en la forma:
(2z,y,2)=y(0,1,0)+ z(2,0,1)
Los vectores (0,1,0)y (2,0,1) forman una base de Sy su dimension es 2.

Al ser (x,0,— x)=x(1,0,—1) para los vectores de T podemos considerar el vector (1,0,—1) como
una base de T su dimension sera 1.

En el caso del subespacio E podemos escribir:

(X, ¥, 2=y, v, VI =vi=1,1,-1)

El vector (—1,1,—1) constituye una base de Ey su dimensién es 1.

11



12. Veamos que la aplicacion fes lineal.
Consideremos los vectores vV =(x,, X,)y wW=(Zz,2,)de R?. Se cumple:

(X1 + Z) + 202+ Za), X9+ 21 = 2(02 + Za)) =

= |:.-":| + 2.-":_2 + £+ 222_. Xy —2.-";_2 + & —.222] =

|:.-":| + 2.-":_2, X - 2.:":2] + [2'| + 222_. g —22;'

f(X;, X))+ (2, 2,) = (X, +2X,, X, —2X,) +(2,+22,,2, - 2Z2,).

Ademas se cumple:

Fltixy, X0l = Fltxy, 8G) = (X + 286G, X — 2tX)

teFixy, Xa) = HX) 4+ 2X2, Xy — 2X:) = (8% + 28, B — 28%.).
Las ecuaciones de esta aplicacion son:

Vi=Xi+2x
Va=X1— 2X%;.

- (-0 2)C)

1 2
Su matriz asociada es (1 2}.

13. Las ecuaciones de la aplicacion lineal son de la forma:

I: Vi ] _ ( an Az s ] ||'I :' I'I|
\va)  \dndman | N
F h x3 !

Teniendo en cuenta las condiciones del enunciado:

. —ay + ap =-1
fi=1, 1, 00=1(=1, 0) = [ 1+ a2
—dy+ A= 0

fl:D.- q, 1]:[1‘_1.:, = dyy = 1

_1323 = —1

- . \ A+ 3=, =0
1,3, 1)=10,1) = [ 1 1z — i3
"-32| + 3\'.]32— .-_]23 = 1

£~ EDITEX
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Resolviendo el sistema de ecuaciones obtenemos:
di = 1: diz = 0: dia = 1: da = o daz; = 0 1_:.-'. day = —1 .
Las ecuaciones buscadas son:

':_]"'I..' _ 1o 10 III:\:I \ V=X + X3
s )

La expresion de la aplicacién es:
F(Xys Xy X5) = (X, + X3,— X3)

14. Las ecuaciones de la aplicacion lineal son:
{ X .III

vy fo 3 2y (X
(, Yo ] =>4 1) | ;2 .-'|
Hallamos f(3,5,—7):

= 3T 5= ()=,

Por tanto, (3,5,-7)=(29,-6) .
Calculamos f7'(1,1)

(-6l

| Xs | 2 =X+ ;=1

Resolviendo el sistema obtenemos:

Xi=t; X=3-4t; x;=4-6tcont=E R

Por tanto,

Y1, 1=t 3 -4t 4—68) | tER]

£~ EDITEX
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15. Expresamos el vector e, =(1,0,0) en combinacién lineal de e,=(1,0,0),e,=(0,1,0)y
e, =(3,2,1) al formar estos una base y obtenemos:
0, =10,0,1)==3(1,0,0)=200, 1,00+ (3,2, 1)

Calculamos f(e,)teniendo en cuenta que f es una aplicacion lineal:
fles) = f-301, 0,00 =2(0,1, 00+ (3, 2, 1] =
=-3f(1,0,0/ =20, 1,00+ 13,2, 1) =
=-32, 5 00=2(1,1, 1)+ (0,0, 0) =i{-8, =17, =2).

La matriz asociada de la aplicacién fes:

(21 -8}
A=[51-17 |
o1 -2

El nucleo de la aplicacion lineal es:

Ker f={(xy, x2, xa) | fixy, X2, x3) = (0, 0, 0)}

Resolvemos el sistema y obtenemos:

LN 4+ Xa—8Xx; =0
22X+ X = 8x fo— Ty
J5x|+x_,_—1?x3,:r:)¢ ! 2 o 33

I. Xa—2x:=0 LS¥\+x=17x%  [x=2x

Por tanto Ker f={(x,, X, x,)| x,€ R}={3t,2t,1} |te R

Una base del nucleo es el vector (3, 2, 1) y la dimensién de Ker fes 1.
La imagen de la aplicacion fes:

Im = {yi, va, va) | 3 ixy, %2, xa); Fixg, X2, X3) = (Vi Va Vsl
A partir de las ecuaciones de la aplicacién
J'_:m = 2X) + X2 — 8x;
Va=5x + X — 17x;
[__}"3 =X —2Xs

Y eliminando X, X,, X, obtenemos la ecuacién 5y, -2y, -3y, =0

Por tanto :

Imf={iy1, 5/2y1—3/2y5, yval} =(2t, 5t 35, 25) | t, s R}

Una base del subespacio Imf{(2,5,0)} :(2t,5t—33,23)| t,se R}y su dimension es 2.

14
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16. las ecuaciones de la aplicacién, en forma matricial son:

f _]f'l . /a
| 2] =] ‘| |
\va) e f|

Las condiciones del enunciado nos conducen a:

{1 |J f | .
fio, 1)=(1,1,-21=| 1|=lc d
) |_ | |.; ] H 1 ] a=—1 b=1
l V== C= 3, d=1
{ 2 Id b -I o= 2_. f:_z
fi-1, 1|_|.2,—2J_4.—-|_;;_ |_| cd |( : ]
_4 PR
=4 J
Por tanto las ecuaciones de la aplicacion son:
II; ¥ .I'| |';_-I 1 III £y J Y==K+ Xz
|]f'z|:| 3 '||:|:“|:|-:::- V2= 3X1 + X
I'._ :f!ffs .III I'._ 2 2 | \ X5 ) __]"'3 — le _ 2,"'.'2

El nucleo de esta aplicacién contiene a los vectores (x,, x,)e R? que cumplan
f(x,, X,)=(0,0,0), es decir, los que cumplen:

X+ X =10 o
J3,"{|+ =10 .‘::.[AI_G
22X -2% =0 2 =0

El nucleo de la aplicacion es Ker f={(0,0)}.

La imagen de esta aplicacion contiene a los vectores (y,, ¥,,¥;)e R®que cumplen:

Existe (x, x,) € B tal que fix;, X2) = (y1, Va, Vil

Los vectores buscados cumplen:

J’,h = —Xj + Xz
Va =3X) + X;
Vi = 2X —2X;

Eliminando x; v x;, obtenemos: 2y + y; =0
Por tanto Im f={{yy, va, =200k = {it, 5, =2t | t, sE R}

Una base del subespacio Im f estd formada por los vec-
tores {(1, 0, =2), (0, 1, 0J} v su dimensién es 2.

15
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17. El nucleo de esta apicacion esta formado por los vectores (x,, x,, x,)e R*tales que:

Ax =0 _
J ! X =0
X1 —X;— X5 =10 e
|x|+?x2+’f\3 0 Nz =G

Por tanto Ker f = {(0, —x,, x50} = {(0, —t, t) | t € R},
Una base del nucleo esta formada por el vector (0,—1,1)y su dimensién es 1.
La imagen de f esta formada por los vectores (y,,y,,V,)e R® que cumplen:
J'_H = 3X

Vo= Xy — Xz — X;
[_}"3=x| +2,"{2 +2,"{3

Eliminando x;, xz, x; obtenemos: y; —2y: — y3 = 0.
Portanto Im f={(2y2+ Vs, V3, Wl = [(2t+5, ¢, 5) | t, sE R

Una base del subespacio imagen estd formada por los
vectores {(2, 1, 0), (1, 0, 1)} v su dimension es 2.

18. La aplicacién compuesta g o f tiene por expresion:

(gef) (X1,X2)=g[f(X1, X2)]:g(2X1,X1 _X2)2(3X1 _X2=_2X1)
Puede comprobarse sin dificultad que la aplicacion anterior es lineal. Las matrices asociadas a
las aplicaciones fy g son, respectivamente:

(3 53) (o)

3 -1
La matriz asociada a la aplicacién compuesta gof es ( 5 0 J

Es facil comprobar que:

[:—:J_ ::1] - (.— ]( 1 _?H)

16
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19. La expresion de la aplicacién es f(x,, X,)=2Xx, — X,. La aplicacién es lineal al cumplir:

flixy, X2+ 12y, Zal)=fx1+ 2, Xa+ 2 =2X+ 22— Xa— s
fixy, Xa)+f(Zy, Z2)= 2X| =Xa+ 22| —Z2=2X) + 271 —X2—Z3
fltixg, x20] = flitxg, )] = 20 — tx;

EEIx, Xa) = H2X) = Xa) = 28X — X3

El nicleo lo forman los vectores (x;, x.) € R que cum-
plen:

flxy, %) =02 23— % =0

Por tanto Ker = {(x;, 2x;)} = {it, 2t} | t€ R} El ndcleo
es un subespacio vectorial de dimension 1.

17
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ACTIVIDADES FINALES

ACCESO A LA UNIVERSIDAD

I 20.

| PAR

W22

W23

W24

H 5.

W 26.

W27

iz

M 29.

Sea la aplicacién lineal f: B2 —— B3 dada por flé,) =€, + €, + €5, fl€,) = 38, + 6, — €5, f(&;) = €, — €, — 3&,. siendo
{g,, €,, €3} la base candnica de ®2. Halla:

a) La matriz de esta aplicacion lineal.
b) El nticleo y su dimension.
¢) Laimagen y una base de la misma.

d) La imagen del vector v = €, — 26, + 4&,.

Prueba que el subconjunto T de %3 dado por T = {(x, v, 2) | 2x— y — z = 0} es un subespacio vectorial de 3. Halla una
base y su dimensién.

Consideremos la aplicacién lineal f: B2 —— %2 definida por f(1, 2) = (=2, 1, 0); f(1,0) = (6, -1, 2). Halla f-(2, 7, -7).

Prueba que si los vectores 4, V, y w son linealmente independientes también lo son los vectores 4, U +V, U + V + W.

Razona para qué valor o valores de a los vectores (1, 1, 0), (8, 1, 1) y (1, &, 0) forman una base de 23,

En &3 tomamos el subconjunto de vectores {(x;, Xy, X2) | X; — X, + x3 = 0}. /s este subconjunto un subespacio de %3?
En caso afirmativo halla una base y su dimension.

Sea Vel espacio vectorial de los polinomios de coeficientes reales y grado menor o igual que 3. Sean los polinomios:
F)=1-x ; Blx=x+x ;| FBXI=1-x ; El)=x+x

Prueba que estos polinomios constituyen una base de V. Determina las coordenadas del polinomio Pix) = + 32 + x + 1
en dicha base.

Sea W el espacio vectorial de los polinomios con coeficientes reales y grado menor o igual a 2. Sea fla aplicacion:
f:W— W
P~ P

siendo P’ el polinomio derivado del polinomio P. Demuestra que f es lineal y halla su nucleo.

Una aplicacion g de 22 en %2 viene dada por g(1, 0, 0) = (2, 1, 1), g(0, 1, 0) = (3, 0, -1), y su nlcleo estd engendrado
por el vector (1, 2, -1). ;Qué vectores de %2 coinciden con su imagen en esta aplicacion?

Sean A y 8 dos subconjuntos de %2 definidos de la siguiente forma:
A={,y,2) |x-2=3; x ) zeR)}
B={lxy 2 Ix=y% x yzeR}

Estudia si son subespacios vectoriales de B3,

18



SOLUCIONES
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20. La solucion en cada caso es:

a) La matriz de la aplicacion lineal es:

b) El ntcleo de festa formado por los vectores (X, X,, X, )€ R®que cumplen:

(13 1y /x\ [0} J"fl+3"fz+"~'3._0
|1 1—1|\2|_|D|-=- X+ X —Xs=0
'| =1 _3, |‘-;3 |.[].| l'\ X: —3x, =0

_ _ X, =2X,
Resolviendo el sistema, obtenemos:
X, =— X,

El nicleo es Kerf={(2x;, —xs, x3)} = {2t —t, ) | tE [}

El vector (2,—1,1) constituye una base del nucleo y su dimensién es 1.

c) La imagen de f esta formada por los vectores (y,, ¥, ¥,)e R* que cumplen:

1 3 1||\|, I.flr|.I J.]f'|="-.'|+q"-.'z+ X3
|1 1_1|x2 |y2|¢ =X + Xz — X
1 —1 —_jl' I 1\3 I ||I.:|r"3 l ]"' = 1"" - 1"'2 - q \'3

Eliminando X, X, X,, obtenemos: y,-2y,+y,=0.

La imagen es Imf={(2y, - s, ¥, ¥,)} ={(2t —s,1,5)|t,;s e R}

Los vectores {(2,1,0),(—1,0,1)} forman una base de la imagen de f y su dimensién es 2.

d) La imagen del vector v=(1,—2,4) es el vector:
(13 1y 1y [=1)
1111 |—’r |—|—5|
|1 -1 3/}

19
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21. Veamos que T es un subespacio vectorial de R*®. Consideramos dos vectores cualesquiera de T
y un numero real t cualquiera, es decir,

s, 2T 2x-y-—2z=0 ]
=1

Xy, ZNET e 28—y —-2'=0 [
= 2N —y-Z+2X' -V -Z1=0 =
= 2N+ X -V +VI-1Z24Z21=0=
+x, v+, z+ 20T
o Alser t(2x—y—z)=0e 2tx=2ty-2tz =0 <>
=ty ty, 21 ET
El subespacio T lo podemos escribir en la forma:
T={x v 2x-vi}={it s 2t—s) |t s R}
Un vector cualquiera de T puede expresarse como sigue:
(t, 5, 2t—5=t(1,0,2)+5(0,1,-1)

Los vectores (1, 0, 2) v (D, 1, -1) forman una base de Ty
su dimension es 2.

22. Determinamos la ecuacién matricial de la aplicacion f que es de la forma:

[viy [a b..-
|y2| = Y
|1'.-3| IE' J*,-' -':\2:.

Imponiendo las condiciones del enunciado, obtenemos:

f=2 .III fa b
(1,2)=(=2,1,00s| 1|=|c d
f(1,2)=i .I¢'|II [;:.'| |.g f](g_ ae 6o
o L c=—1,d= 1
[ 6y [ab) 10 o= 2, f=-1
fi1,0)=i6,-1, ’h¢|_1|_|(ﬂr|( ]
V2 le f) )
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Las ecuaciones de la aplicacion f en forma matricial son:

v\ [ 64\,

=1 )

Calculamos f'(2,7,—7)y para ello resolvemos el sistema:

" I." G |/

X . .
|=|—1 1|( ! —a"u|+.-1'~2=?
[ 2K =X =-=7

_4.'1 . J 6I| - 43\';_ =2
| 2 ] ..II Lo ]

I R

El dltimo sistema carece de solucidn, por tanto no existe ningin vector en R®cuya imagen
mediante la aplicacion f sea (2,7,—-7).

. Consideramos la combinacién lineal nula:

au+b(u+v)+c(u+v+w)=0

Operando obtenemos:
(a+b+c)u+(b+c)vew=0

Al ser los vectores u, vy w linealmente independientes:

J'a+b+c=D J'a:D
b+c=0 — =
I_ c=0 I_C=D

Como los escalares a, b y ¢ son nulos, los vectores, U,U+V y U+V+Wwson linealmente
independientes.

. Calculamos el determinante:

110
t.]-l-l:-l—d.
1ao

Para a#1los vectores del enunciado forman una base de R®.
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25. Es facil ver que el subconjunto dado es un subespacio vectorial de R® (véase la actividad 27).
El subespacio puede expresarse en la forma:

{2 — x5 xo, Xalb ={{t—5t, 8 |t s R}

Cualquier vector puede escribirse como combinacion lineal de los vectores (1, 1, 0) y (—1,0,1):
it—s ts)=t(1,1,00+s5(=1,0,1)

Una base del subespacio la forman los vectores (1, 1, 0) y (—1,0,1), la dimensién es 2.
26. Veamos que los polinomios P(x), P,(x), P (x)y P,(x)son linealmente independientes.
Formamos la combinacién lineal nula:

Al-xi+bX +x+cl =1 +dx+x)=0

Operamos:
dxi +b-ox+b+d-ax+(a+ci=0

Por el principio de identidad de polinomios:

d=0 d=0

b-c =0 a=>0
a+b  +d=0|b=0
d + =0 c=10

Luego estos polinomios son linealmente independientes.

Veamos que forman sistema generador, es decir que cualquier polinomio de V de la forma
ax® + bx* + cx+d puede escribirse en combinacion lineal de los polinomios dados:

5=4d §=2a;
z—t=h
yrzes=c T )4 d—b+c—a:
v+t=d 2
_ b+d-c+a
=
3 bh+d+c—-a
=

Luego efectivamente los polinomios dados son base. El polinomio P(x) respecto a esta base es:
X2+ X2+ x+1=1(1-x) +1(x® + x) +0(1— x*) +1(x + x°)

Es decir las coordenadas (1, 1, 0, 1) respecto a la base {P,F,, R, F,}
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27. La aplicacion lineal f esta definida por f(ax®+ bx+c¢)=2ax+ b.veamos que es lineal.

flax + bx + o) +ia'xX + P'x+ )] =
=flla+a 1+ bh+Mix+ic+)] =
=2la+ax+(b+b)=2ax + b))+ 2a'x+ b').
flax* + bx+c) + flax +Bx+ )= 2ax+ h) + 2a'x+ b).
t-flax’ + bx + ¢) = t-(2ax + b) = 2atx + bt =
=f[t-(ax" + bx + ).

El ntcleo de f estara formado por los polinomios (ax® + bx + ¢) cuya derivada sea nula, es decir:

a=0

f(ax® +bx+¢)=0 < 2ax+b=0 (:){b—o

Los polinomios del nucleo son los polinomios de grado cero.
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28. Calculamos la imagen por g del vector €, =(0,0,1). este vector puede expresarse:

(0,0,1)=(1,0,0)+2(0,1,0) - (1,2,—1).

La imagen del vector (0,0,1) por la aplicacion lineal g es:

9(0,0,1)=9g(1,0,0)+29(0,1,0)-g(1,2,-1)=(2,1,1) +2(3,0,—1)—(0,0,0) =(8,1,—1)

La ecuacion de la aplicacion lineal g en forma matricial es:

|'II Wi Il'l |'II2 3 8\ (x II'|
|y |=[1 0 1||x;_|
I'.. _}:3 .III I'.. 1 _1 _1 ..'I I'.. X 3 .I|I

Los vectores (X, Xa, Xs) de R’ que coinciden con su ima-
gen son los vectores que cumplen:

|'II X II'| |'II2 3 8 .I'l l'; X II'l
| X, | =| 1 o | | X3 |
II'. .-1';3 .'II II'. 1 _1 _1 .'II II'. .-1':3 .'II

Operando v resolviendo el sistema resulstante, obtene-

mos:
J’:ﬁ =2X) + 3X: + 83Xx3 J':ﬁ +3X: 4+ 8%, =0
Xa = Xy + X3 = X1 — Xz +,"-.’3.=D¢;.
I ,"{|—,"{3—2,"{3=D

IN3=I|—,"{2—X3

Por tanto el Unico vector que coincide con su imagen en esta aplicacion es el vector nulo

0=(0,0,0)
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