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Unidad 2 — Determinantes

ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

B 1. Calcula los determinantes de las siguientes matrices:

2 (12) b)(z —3') 9 (’a —5) " (—3 —4) e)(a —b) ﬂ(mz m) g (1—.3# a—1)
34 4 5 5 a 2 -5 b a m 1 a+1 1

M 2. Calcula los determinantes de las matrices que siguen, utilizando la regla de Sarrus:

110 101 1-23 all m 1 3 m+1 1 0
a (101 by [0 10 |0 34 d[1al1 e | 1-1-1 f) 0 m+1 1
011 345 -4 15 11a 5-3m 1 0 m+l

W 3. Encuentrael ndmero de inversiones que existen en las siguientes permutaciones de numeros naturales del orden que se indica:

a) orden 4: 1243, 3142 y 1324, b) orden 5: 13542, 53241 y 13254, c) orden 6: 213654, 341652 y 231645.

M 4. Hala el signo de los términos gue siguen, pertenecientes al desarrollo de un determinante de orden 5:

a) @ @ ' Au @1z Am; b) @5+ @z - @35 @z A
abc
W 5. Si |30 2|=5 calcula, sin desarrollar, los siguientes determinantes:
111
23a2b2c a b C a-1b-1c-1
a) = 0 1 by |3a+3 3b 3c+2 o |4 1 3
11 1 a+1 b+1 c+1 1 1 1

B 6. Sea A una matriz cuyas filas son F,, 5, F;, y su determinante vale 4. ;Cuénto vale el determinante de la matriz 8 cuyas
filas son F;, F, - 2F,, - F,?

W 7. Prueba, sin desarrollar, que los determinantes de las siguientes matrices son nulos:

2
bc = a
1a b+c ac+d b =
al|1bhc+a by |a b+d ¢ c) ac%b
1c a+b a b+c d
2
ab = ¢
W 8. Prueba, sin desarrollar, que los determinantes siguientes son multiplos de 11: £
1913 3014
121 2618 9724
a) |[198 b) o)
506 2213 2354
1519 4059

Bl 9. Comprueba que el determinante A, vale 0y que el determinante A, es divisible por 5, sin calcularlos, a partir de las
propiedades de los determinantes, siendo:

—;32540 ey
A=z 32 A=|476
027 0 .
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SOLUCIONES

1. Las soluciones son:

a) -2
b) 22
c) a +25
dy 23
el a+ b’
fj O
g 2-2a

2. Aplicando la regla de Sarrus se obtiene:

a) 2

by 2

c) 79

d) a—-3a+2

e —m —4m+1

i M+3m+3m+2

3. Queda del siguiente modo:

a) La permutacion 1243 tiene una inversion.
La permutacion 3142 tiene 3 inversiones.
La permutacion 1324 tiene una inversion.

b) La permutacién 13542 presenta 4 inversiones.
La permutacion 53241 tiene 8 inversiones.
La permutacion 13254 tiene 2 inversiones.

c) La permutacion 213654 presenta 4 inversiones.
La permutacion 341652 tiene 7 inversiones.
La permutacion 231645 tiene 4 inversiones.

4. Decimos que:

a) Eltérmino a, a,, a,, a,, a,, es el mismo que a; a, a,, a,, a,, que se corresponde con la

permutacién de orden 5: 35 241. Esta tiene siete inversiones, por lo que es una
permutacién impar. El término anterior le corresponde un signo menos.

b) De forma andloga al caso anterior, la permutacion es 42 531, que posee siete inversiones
y también le corresponde un signo menos.
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5. En cada caso:

2a 2b 2c a b c a b C abc
a) |32 0 1 |=21320 1|=(2-32 20 2-1|=|302|=5
T 1 1 T 1 1 1 1 1 111
a b c a b ¢ a b ¢ a b ¢
b) [3a+3 3b 3c+2|=|3a 3b 3c | +]| 3 0 2 |=| 3 0o 2 |=
a+1 b+1 c+1 a+1 b+1 c+1 a+1 b+1 c+1 a+1 b+1 c+1
abc abc abc
=302 +|302|=|302|=5
abc 111 111
a—1 b-1 -1 abc -1 =1 =1 abc FeF—F abc
ol 4 1 3 [=413+4 1 3|=|413 = |302|=5
1 1 1 111 T 1 1 111 111
6. La solucion queda:
Z £ | | F F
F, -2F,|= -|F, —2F,| = |F, - 2F,| = |-2F,| = -2|F,| = —2|A|=-8
% oLk TIRT A

7. Queda del siguiente modo:

a) Sumamos la segunda y la tercera columna y el resultado lo colocamos en la tercera
columna. De la tercera columna sacamos factor comun a+b+c. Quedaria:

1 a b+cl |1 a a+b+c 1 a 1
1 b c+a=[1 b a+b+cl=(a+b+c)[t b 1=0
1 ¢ a+bl 1 ¢ a+b+c 1 ¢ 1

El dltimo determinante tiene dos columnas iguales, por tanto es nulo.

b) Sumamos la segunda y la tercera columna y el resultado lo colocamos en la segunda
columna. De la primera sacamos factor comun a ay de la tercera a d+b+c . Quedaria:

a c+d bl |a b+c+d b 11
a b+d c|=|a b+c+d c|=a(d+b+c)[t 1 c|=0
a b+c d |a b+c+d d 11 d

El dltimo determinante tiene dos columnas iguales, por tanto es nulo.
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c) Multiplicamos (y dividimos) la primera fila por a, la segunda por b y la tercera por c.

Sacamos factor comdn a abc de la primera columna y 2 de la segunda.

bc % a
1
ac % b:abc

ab%c

El dltimo determinante tiene dos columnas iguales, por tanto es nulo.

Obtenemos:

En cada caso queda:

abc 2 &
——|abc 2 P?*=201 1
abc 2 c?

11 &

b?|=0

11 ¢

a) Puede observarse que los numeros 121, 198 y 506 son multiplos de 11. Operando en
cada fila, multiplicamos la primera columna por 100, la segunda por 10 y sumamos ambos

resultados en la tercera columna. Quedaria:

1 2 1 |1
1 9 8=|1
5 0 ¢ |5

b) Procediendo de forma andloga:

1 913 |1 9
2 618 |2 6
2 213 |2 2
15109

1 9 1 3
2 6 1 8
2 2 1 3
111 875 101 349

=11

c) Procediendo de forma andloga:

AN O W
O W N O
o 00N =
O b
A D O W
O W N o
(6262 BN\ B

2 121 1
9 198|=|1
0 506/ |5

1 3
1 8
1 3

1221 9625 1111 3839

3014 |3
9724| |9
2354, |2
4059 |4

O W N O

11-11
11-18/=111 9

1

1.46

1
2
2

1 2

9
6
2

11
18
5 0 46

1
1
1

3
8
3

11-111 11.875 11101 11.349

[S2 B2 BN\

O W N O

[S2 &2 BN\

274
884
214
369
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9. En cada uno de los casos queda:

En el caso de A;, multiplicamos y dividimos la primera columna por -5, después sacamos factor
comun a 15 y obtenemos:

8 25 40 —8-—(_5) 25 40
- ) (_5) 1 40 25 40
g 3 —2=§-(‘—5; 3 _o="_.|-2 3 _2=0
0 97 0 0 07 0 0 27 0

El dltimo determinante es nulo al tener dos columnas iguales.

En el caso de A,, multiplicamos la segunda columna por 2 y le sumamos la tercera colocando el
resultado en la tercera columna. Podemos sacar factor comun a 5.

5 2152 5/ 52 51 |52 1
4 7 6|=[4 7 20|=|4 7 5.4/=5.]4 7 4
6 3 9 (6 315 6 3 53 |6 3 3
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PAGINA53

24 b3 11{1) ;_?
W 10. Sean las matrices A=( ),B: 3-5 1| yc=|"
s 12 01
504
02-20

a) Halla los menores complementarios o, cas, 0a; Y oay, i existen.
b) Halla, si existen, los adjuntos de los elementos que ocupan los lugares 11, 23, 32 y 21.
c) Halla las matrices adjuntas de las matrices dadas.

13225 T 11 11
50 3 1 -1 x 1 11
W 11. Calcula los siguientes determinantes: a) S E @S by |-1=1 x 1 1
123 —1-1-1 x 1
-1-1-1-1 x
M 12. Resuelve las siguientes ecuaciones:
x =1-10 x100 -1 x x x xabc
2) —xx—11:0 b)0X10=O o x—1xx=0 d)axtbzo
1T-1 x 1 00x1 x x -1 x bcxa
1-10 x 100 x x x x -1 cbax
N W 13. Calcula las matrices inversas de las siguientes matrices:
. : . ] /0 b 2-1 4 122 122
a)(1_2) b)(0‘3) c)(a ) dla-1-2 SEERE fl123
= = =z £ 550 101 132
W 14. Determina, segin los valores de m, el rango de las siguientes matrices:

n 1 1 1222 s
a7t by( 2 m 1 c)‘I233 9 1_242
m1 2 2 1m B

123m 3 24m
M 15. Si A es una matriz de orden 3 y tal que det (A) = 2, calcula:
a) det (M A M) b) det (5A) ¢ det (247") d) det (Adj (4))

1-1-1
M 16. Dadala matriz A=|1-1 0 |: a) Calcula A'. b) Resuelve la ecuacién det (A" —x/) = 0.
1 0-1

[TV —

W 17. ;Para qué valores del pardmetro no es invertible la matriz A =

4 7
1 2|2
a 5

o]

M 18. Resuelve las siguientes cuestiones:

a) La matriz A verifica A2 = A. Halla los posibles valores del determinante de A.
b) La matriz A verifica AA* = [. Halla det (4).
c) Dos matrices A y B son inversas la una de la otra. Si det (4) = 3, jcuanto vale det (8)?
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10. La solucién en cada caso es:

a) EnlamatrizA: «,, =5 ; a,, y a;, noexisten ; o, =2

EnlamatrizB: ¢,,=-20; ), =-10; &;, =-8,; «, =8

EnlamatrizC: @, =2; a,, =2; a;, =6; &, =-6

b) EnlamatrizA: Ay =5; Axsy Ase NO existen ; Aoy

=2

Enla matrizB : B11:—20 ;823:10;832:8;821:-8
En la matriz C : C11:2;C23:-2;C32:-6;C21:6

c) Las matrices adjuntas son:

5 20 -7 25
Ad=£4 2} B'=| -8 -11 10
- 17 8 -1

11. Las soluciones son:

a) Haciendo ceros en la primera columna se obtiene:

1325 1 3 2 5
50 31 _015—1324_1]5_1132; 9ot
25 63|1°|/0 1-=10 ?_5_1?__
-12 32 0 5 1 7
b) Haciendo ceros en la primera columna:
T 1 1 11 1 1 1 1 1
-1 x 1 11 0 T+x 2 2 2
-1-1 x 11|10 0 1+x 2 2 o (14+x)°
-1 -1 -1 x1 0 0 0 T+x 2
-1 -1 -1 -1 x 0 0 0 0 T+x
12. las soluciones son las siguientes:
x-1-10 x -1 -1 0
| X x -1 1 0 x-1-2 1 x-1 -2
VO0=1 14 x1]=lo 0o x 1—x|=X 0 X
1-1 0 x 1 -1 0 «x -1 0

x'—x’ 4+ x-1=0. Las soluciones son x=-1yx=1.

2 4

e 6 -2
-10 -6

7 0
1 -1 -1
T1—x |-|x=1 =2
X 0 X

4 -10
-2 2
-6 8
7 -7
0
T |=x"—x +x=1
T—x

10
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;1?? x10 100
b}0200x1 =x-[0x1|=-|[x10[=x"-1
100 x 00 x 0 x 1

Las soluciones de la ecuacion x* — 1 = 0 son los ndme-
ros complejos 1, =1, i, —i.

-1 x x x Ix-1 x x x Ix-1 x X X
_ x -1 x x Ix-1T -1 x x 0 x+1 0 O . - .
DO=1 v x 21 x|T|3x1 x 21 x|° 0 0 x+1 0 =Bx-1Dx+1)
X x x -1 Ix-1 x x -1 0 0 0 x+1

Las soluciones de 3x —1)(x+ 1)’ =0sonx=1/3 y x=—1.

xabc x+a+b+c a b c x+a+h+c a b ¢
d axch x+a+b+c x c b 0 a—x b—c c—h
) 0= bexal|l |xtath+tccxal| 0 a—c b—x c—a
chbax x+a+b+c b a x 0 a—b b—a c—x
a-x b-c c-b a-xX a+b-c—x a+c-b-x
=x+a+b+¢|ac b—x c-a|= (x+a+b+0c |a—c a+b-c—x 0 =
a—b b-a c—x a—b 0 a+c—b-x
C—X 0 a+c-b-x
=ix+a+b+c |a-c a+b-c—x 0 =
a-b 0 a+c—b-x

=(x+a+b+ola+b-c-xla+c-b-xb+c—-a-x

Las soluciones de la ecuacion son:

xX=—a-b-c
x=a+b-c
x=a-b+c
x=—a+b+c

11
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13. Las matrices inversas son las siguientes:
=2 =1 (=273 =1

a) ( J b) ( J
\—3/2 -1/2 —1/3 0

. [a b).. . . - .
c) La matriz (c dJ tiene inversa si ad—bc es distinto de cero. En este caso la matriz buscada

es la siguiente:
[ d b |
| ad-bc  ad-hc l

—C d

ll, ad-bc  ad-bc Iu'

[ 10130 20/130  6/130 | (-1 2 0} [5-2-2}
d) [-10/130 20130 20/130 e)| 0 11 ‘ -1 0 1
| 25/130 —15/130 2/130 | 12 1] -1 1 o/

14. El rango segun el parametro queda del siguiente modo:

a) Si m =-6 el rango es dos y si m = —6, el rango es
tres.

b) Sim=1, el rango es uno.
Sim=-2, el rango es dos.
Sim=1yms=-2,el rango es tres.

c) Sim =3, el rango es tres.
Sim= 3, el rango es cuatro.

d) Sim=10, el rango es tres.
Sim= 10, el rango es cuatro.

15. Los determinantes pedidos son:

e det (MAM™) = detM-detA-det(M™) = detM-det A-

;=detﬁ. =2
det M
e det(5A) = 5" -det(A) =5"-2.
e det(2A7) = 2"det(A™") = 2". L 2" 1 2!
det A 2

o det(A%)=[det(A)]" =4

12
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16. En cada caso queda:

a) El determinante de la matriz A es det(A)=-1. La matriz in versa es: A™"'=| -1

_ O =
QO A 4

b) Laecuacibnes | -1 -x 1|=0.

Desarrollando el determinante obtenemos (1+ x) (1+x?)=0.
Las soluciones de la ecuacién son x=-1y los nUmeros complejos iy —i.

17. Al ser det(A)=—19a+57, este determinante se anula para a=3. Para este valor de a la
matriz A no es invertible.

18. En cada caso queda del siguiente modo:

a) Utilizando la propiedad det(A-B)=det(A)-det(B), se tiene:det(Az):[det(A)]z. Por tanto,

det(A%)-[det(A)]"=0 = det(A)-[det(A)] =0 = det(A)(1-[det(A)])=0. Luego ocurre lo
siguiente: det(A)=0 6 det(A)=1.

b) Teniendo en cuenta las propiedades det(A)=det(A") y det(A-B)=det(A)-det(B), se
obtiene: det(A- A)' =det(/) = det(A)®*=1 = det(A)=%1.

0) A-B=l = det(B)=——1 =1
det(A) 3

13
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PAGINA 54

ACTIVIDADES FINALES

ACCESO A LA UNIVERSIDAD

W 12. Calcula el valor de los determinantes siguientes:

7 1100 1111 abcO T+a 1 1 1
abc —ab 2 1001 2220 Och 1143 1 1
® b 20 —ab b o110 9 13300 ! zc;a e +1&1+a 1
b3c? — bc 3abc
0101 4431 chbal 1 1 1 1+a
W 20. Resuelve las siguientes ecuaciones:
1 x 0 3 3xxx
2ox 2-2 1 3 X3 xx
a) 2 -1 3|=0 b) =0 Q) =
3460 Xx3x
x+10 1 1
01 x-4 XX x3
2 a5
M 21. Eldeterminante |4 a* 13| vale cero para a = 3. Comprueba esta afirmacién sin desarrollarlo e indicando las propiedades
8 3° 35

de los determinantes que apliques.

1 &-1 a b

M 22. Hallaelrangodelamatriz | 1 2a* —2 2a-1 | seguin sea el valor del pardmetro a. Halla, si existe, la matriz inversa de A
1 0 at

enloscasosenquea=0ya=1.

M 23. Responde a las siguientes cuestiones:

a) Si A es una matriz cuadrada de orden n, A su traspuesta y A~ su inversa, jqué relaciones tienen los determinantes
14l 14% y 14712 Por qué?

b) Si el determinante de una matriz cuadrada de orden n vale D, ;cudl es el valor del determinante de la matriz que se
obtiene multiplicando por 5 todos los elementos de la anterior?

c) Si Xesuna matriz cuadrada de orden 3 que verifica la igualdad X? = 2X, jcuanto vale el determinante de X?

1 1 1
W24, Dadalamatriz A=| 0 m -1, averigua para qué valores del parametro m existe A-". Calcula A~ param = 1.
1-1 m

M 25. Resuelve la ecuacion matricial B(2A + /) = AXA + B, siendo:

3 -2-1 1-12
A=|-4 1 -1 BE=|-10 1
2 01 0-11

M 26. Una matriz cuadrada A tiene la propiedad de que A2 = 2A + /, donde | es la matriz unidad. Demuestra que A admite in-
versa y obtén esta inversa en funcién de A.

14
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SOLUCIONES

19. La solucién en cada caso es:

abc -ab & a -a a a 0 o0
a) |-b’c 2b* -ab “:)abzc -b 2b -b g)abzc -b b 0 (;2a2b402
b’c® -b’c 3abc bc -bc 3bc bc 0 2bc

(1) Hemos sacado factor comun a de la tercera columna, b de la segunda y bc de la primera.
(2) La suma de la primera y segunda columna a la segunda. La diferencia de la primera y la

tercera columna a la tercera.
(3) Desarrollando por la diagonal principal.

SRR

Oy 1 1 oilo 1 1 |’ ! 9572
10 1

0104110 1 0 1

(1) La diferencia de las dos primeras filas a la segunda fila.
(2) Desarrollando por la primera columna.
(3) Utilizando la regla de Sarrus.

1 1 1 1
2 220
c) =0, al tener dos columnas iguales.
3300
4 4 3 1
a b c 0 |atb+c b ¢ 0 |a+b+c b c O b 0 b
0 b b 0 b 0 -b b
d)a ¢ b_jatob+e ¢ b =(a+b+c)lc-b -c a=
b c¢c 0 a |latbtc ¢ 0 a 0 c-b -c a 0 a-c 0
c b a 0 |atb+c b a 0 0 0 a-c O
0 0 b at+b-c c
=(a+b+c)la+c-b -c al= b(a+b+c) =b(a-c)(a+b+c)(a+b-c)
0 a-c
0 a-c 0
1+a 1 1 1 4+a 1 1 1 4+a 1 1 1
1 1 1 1 4 1 1 1 0 1 1
o) +a _|4+a 1+a 3 a _a(4+a)
1 1 1+a 1 4+a 1 1+a 1 0 0 a 1
0 0 a

15
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20. Las ecuaciones quedan:

21.

22.

a) Desarrollando el determinante obtenemos: 2x*+16x-12=0. Las soluciones son las
siguientes: x=—4++22.

3 (1 X

;2?302213_2)(_21_3
p— p— X_ —
b) = =|-3x+4 6 -9=—9x°-6x+73
3 4 6 0|0 3x+4 6 -9
1 x —4
0 1 x -4 0 1 x -4

Las soluciones de 9x* — 6x— 73 = 0 son

1+V74
X= ——
3
es decir, x=3,20 y x=-2,53.
3 x x x 3+3x x x x| |3+3x x X X
o) x 3 x x:3+3x 3 x X _ 0 3-x «x X _ (3x+3)(3— x)°
X x 3 xm3+3x x 3 x/@| 0 0 3-x x |®
X x x 3 |3+3x x x 3 0 0 0 3-x

(1) Sumando todas las columnas y el resultado a la primera.
(2) Restando de todas las filas la primera.
(3) Desarrollando.

La solucion del ejercicio queda:

2 3 5
Sustituyendo a=3 obtenemos el determinante: 4 9 13
8 27 35

El valor del determinante es cero ya que la tercera columna es suma de la primera y la
segunda.

El valor del determinante de la matriz es det(A)=(a-1)*- (a+1)°. Esta expresién nos permite
realizar el siguiente estudio:

e Sia=1ya=-1,elrango de Aes 3.
e Sia=-1,elrango de A es 2.

e Sia=1,elrangode Aes 1.

16
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24.

25.
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Respecto a la matriz inversa de A, en el caso de a=1 no existe, y en el caso de a=0, la

1 -1 0 0O 0 1
inversa de la matriz A={1 -2 -1| queda del siguiente modo: A"'=| -1 0 1
1 0 O 2 -1 -1

Las respuestas son:

a) ‘A":|A|, ya que segun la definicion de determinante, los términos del desarrollo del

determinante pueden ordenarse de igual forma atendiendo a las filas o a las columnas.

‘A‘1‘=ﬁ ya que al ser A-A™"'=/, tomando determinantes se obtiene la relacion anterior.

b) El valor es 5"-D. De hecho es debido a la propiedad que dice: si los elementos de una

fila (columna) de una matriz se multiplican por un numero, el determinante de la matriz
queda multiplicado por dicho namero.

c) Podemos escribir la igualdad de la forma X?=2X. Tomando determinantes en ambos
miembros de la igualdad obtenemos: det(X?)=det(2.X) y aplicando las propiedades de

los determinantes tenemos que [det(X)]2=4-det(X) de donde det(X)=0 6 det(X)=4.

La solucion es:

El determinante de la matriz A es det(A)= m* —m-2=(m+1)(m-2). La matriz inversa existe
para todos los valores de m distintos de -1y 2.

11 1 o 1 1
_ . _ _ . -1_ 1 _ 1
Para caso de m=1,lamatrizes A=/0 1 1| ysuinversa A" = A 0 /2

1 -1 1 %_1_%

La solucién es la siguiente:
Operando en la ecuacién matricial aplicando las propiedades de la matriz inversa, de este
modo obtenemos: 2BA+B= AXA+B = 2BA= AXA = 2B= AX = 2A"'B= X

Hallamos la matriz A y calculamos la matriz X.

1 2 3 -2 -8 14
A'=|2 5 7 y finalmente X=2A"'B=|-6 -18 32
2 -4 -5 4 14 -26

17
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26. La solucion dice asi:
Podemos expresar la igualdad de la forma A*-2A=/ = A(A-2/)=/ de donde se deduce

que la matriz inversa de Aes (A-2/).

Tomando determinantes en la igualdad anterior det[A(A—2/)]= det(/) de donde se extrae
que det(A)-det(A-2/)=1, por tanto det(A)=0, es decir, que existe la inversa de A que
hemos hallado anteriormente.

18
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