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Unidad 15 — Integrales definidas. Aplicaciones

ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

| I

Se considera la funcién f(x) = 16 — x2 en el intervalo / = [-1, 4] y |a particién de dicho intervalo dada por P= {1, 0, 2, 4}

Encuentra de forma razonada el valor de las sumas superior e inferior correspondientes a fy a dicha particién P.

. Una particién creciente verifica que (1) = 1, f(2) = 3y f(13) = 10. Halla de forma razonada la suma superior y la infe-

rior correspondientes a la funcién fen el intervalo [1, 3] respecto a la particion P = {1, 2, 3].

. Haciendo uso del tecrema del valor medio, resuelve las siguientes cuestiones:

a) Halla el valor medio de f(x) = x2 + 3 en el intervalo (0, 3) y halla el punto en el que se alcanza.

b) Halla el valor medio de f(x) = -x2 + 2x en el intervalo (0, 2). Halla los puntos en que se alcanza este valor. El existir
dos puntos donde se alcanza el valor medio, ¢contradice el teorema del valor medio?

1s x>0
1
c) ¢Es aplicable el teorema citado a la integral 1i‘(x} dx siendo f(x)=42 si x<0?
0si x=0
4
d) Calcula Lf(x} dx siendo f(x) = 2x2 - 3x, y determina el valor medio de fen el intervalo (2, 4), asi como el valor de ¢

correspondiente.

. Obtén la derivada de las siguientes funciones:

x - _ x _ = 1

Fo = [lerat Hi = [t 00 = L St
x gt )

G0 = | Je+2ldt f(x):j £ ko= I+ 4)dt
- L+ *

. Haciendo uso del teorema fundamental del calculo integral, resuelve las cuestiones siguientes:

Fhy
a) Para la funcién F(x) = . e dft, calcula F'(0).

b) Encuentra los extremos de la funcién Flx) = !:In tdt en el intervalo [2, 10].

-1 )
= dt alcanza su minimo.

c) Halla el punto de [0, 2] en el que la funcién F(x) = ] "
o 1+
d) Para Fix) = jse"xar(sen t dt, calcula F'(x).
a
e) Para G(x) = §fe** (1 + ) dt, halla G'(x).

X
f) La funcién Flx) = Le““ dt, ;tiene puntos de inflexién? En caso afirmativo halla las abscisas de estos puntos.

2
g) Calcula j et df,

X
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SOLUCIONES

1. La suma superior es:
SiPi=0—==1)-16+2-0)-16+i4=-2)-12 =
=16 +324+24=72,
La suma inferior es:

SIPl=0-1=11)-15+2-0)-12+(4-2)-0=
=15 +244+0=39

2. La suma superior es:
s(P)=(2-1)-3+(3-2)-10=3+10=13
La suma inferior es:
s(P)=(2-1)-1+(83-2)-3=1+3=4

3. La solucién es:

3 3
a) J‘ (" + 3)dx = [é + 3Xi| =18

0 o

El teorema del valor medio dice que 3ce (0,3) tal que:

3
J‘ o +3dx=(c"+3)-3-0=3"+9=18=
o

=3¢ =9=c*=3=c=+\3

Por tanto, como ce(0,3), el valor pedido es c=+/3

3] o 3

2 _ 2
b) J‘ (= + 2x)dx = {ij + x‘*} _4
El teorema del valor medio dice que 3ce (0,2) tal que

2
J‘ (= + 2%)dx = - +20)- 2 -0) =
0

4
:>—2|:2+4|::T=.~6c2—12c+4:[):~

=3 -—6c+2=0=c=1,58c=0,42

Obtenemos dos valores de C, pero esto no contradice el teorema, ya que este teorema
garantiza que exista un valor cero no dice que este valor sea unico.
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¢) no es aplicable el teorema del valor medio ya que la funcién y=f(x)no es continua en el
intervalo [- 1, 1], al cumplirse:

fim fix)= Iim 2 =2
v — 07 x— 0

fim fixi= Iim 1 =1

¥ — O ¥ — 0"
e ) 2 3¢ P
d) J‘ fix)dx :J‘ (2x° — 3x)dx = [ _ } _
2 2 3 2|z
~ 58
=186 (-0, 6)=19,3 = —
Por el teorema de la media:
e : . 29
J‘ fix)dy =flcii4-2)conce 2,4 =flc) = —

58
;;-T:uzzc"-—ac_:u-z;»128-—13.:—53:0:

18+V324 42784 _ 18+5575 | 3,07

= L=

24 24 \—1,57
Por tanto, c = 3,07 = (2, 4).

4. La solucién es:

.
Fix) = J‘ e™hdt = F(x) = e™*
]

Gix) = J‘ Pdt= Glix)=x

u]
x? 1 1 2x
. el — .
Hix) J‘D3+tdt=>Hl_x1 T 2x T
lix) = J: |t + 2| dt = [Fix) = ix+ 2)
3
_ gt a" 3 - e
Jix) = J‘ ——— dt= Jix) = S ol ——
2 fz + 1 )\,ﬁ‘ + 1 xﬁ + 1

.'{2 =4
Kix) = J Init* +4)dt= J In e +4)dt +

X X

X2 x 32
+ J‘ Init* + 4) de =—J‘ Init + 4)dt + J‘ In(* +4)dt=
k= 4 k=4
X 2
= { —nit +4idt + | i+ 4)dt =
= | =4
= K'(x) ==Inix +4) + Ihix* + 4) - 2x

Kixp=2x-Inix*+ 4 - +4)
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5. La solucién queda:

a) la derivada es: F'(x)=2e*"

El valor buscado es F'(0)=2-¢*° =2.

b) la derivada de la funcion F(x)es F’(x)=In x. Esta no se anula en el intervalo [2, 10]. La
derivada es positiva en intervalo citado.

Teniendo en cuenta los hechos anteriores la funcién F(x) no tiene extremos relativos y si
extremos absolutos que se alcanzan en los extremos del intervalo.

Para F(2)=0,39 se obtiene el numero de la funciéon y en F(10)=14,04tiene maximo
absoluto.

c¢) En este caso:
x—1 T—x*+ 2x
Flix) = ;o F'ls —————
o1+ ' (1 +x7°

Fix)=0 = x=1vycomo F'(1)=0 en x=1< (0, 2)

Fix) alcanza un minimo relativo.

d) F'(x)=x-cos x
e) G(x)=e (1+ x?)

f) F(x)=e*; F(x)=—2-€%; F"(x)=(4x*-2)- e *

Por tanto como F”(0)=0 y F”(0)#0 la funcién F(x) tiene un punto de inflexion en el punto
de abscisa 0.
B 7

g) F(x)= e2-2x-¢e
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B 6. Calcula las siguientes integrales definidas:

(] o 5

a) j %dx.. i ] &sen?_xdx r) [ ln—xdx
1Jx+3 g e
1 x 1 -

b) j = dlx k) ‘ %dx s) lﬁcosx-semxdx
e +2 J,(x*+2) a
® 3dx a b dx

c) j 1) 9+ dxdx t) conb=0
aNT+x L' o X+b

ad

g m) |24 (14 de u | X=ax
o BE ! iR
x‘s@n Xd o 2 2¥d ma d

® i 3\!)_( : 2 'LX e 4 l_mtgx £
2 q 3

f) S _dx fi) ] (x —e* cos x) dx w) i 2X dx
u\fg— X 2 , X =1
e Uodx s

a) ! dx o) E X) l —=—= dx
(=1 WX +1 T
] 5 RS

h) S s dx p) ] XAx—2dx y) ‘ dx
X=X 3 o x
9 3 o

iy S X dx Q) i de Z) ]‘xzvlnxdx
2 X+NX L X+ X = 2x 4

W 7. Calcula las siguientes integrales definidas:

2 2 2x

a) E |sen x| dx o] I [x2 = 1] dlx e) l |x] sen x dx
—xi2 2 x
2 2 2

b) Lx[lx—‘IIJr‘I]dx d) §_2||x|71\dx f) L\2x—‘|ldx

MW 8. Calcula las siguientes integrales mediante la interpretacién geométrica:

g0 r

= ] 50(;(33+x2‘) dx gi= ! sens (8x2 + x) dx

W 9. Halla el area del recinto limitado por la recta y = 3x + 2, el eje OXy las rectas x = 1 y x = 3. Comprueba el resultado por
métodos geométricos.

W 10. Calcula el area del recinto limitado por la pardbola y = x? — 4x y el eje OX.
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6. La solucion queda:

4dx
!

Calculamos la integral indefinida por integrales inmediatas:

|
J‘ :’ldx :4J‘|:x+3]_’- dx=8Vx+3+C
Vx+3

Haciendo C = 0 y aplicando la regla de Barrow, obtenemos:
J‘E 4 dx
L Vx + 3
|
b) j 1o dx operando de forma analoga a las anteriores, obtenemos:
e +
0

I E-‘
QE'I+2

=[avx+3]i=8Vo—-8Va=24-16=8

di=[lnie"+2)) =Inle+2)-In3 =

e+ 2

=lIn

= 0,45

& 3 a __I —_—
J‘ R | EJ‘ (T+x 2dx=[6V1+x]]=
oW1+ x ]

=6Va-—e\V1=12

J3

J.1 5 dx operando de forma analoga, obtenemos:
+ X

f

V3 - —
dx dy=larctex]¥® =arcteV3-—arcte 1 =
1+ X7 g4 = g

_r_r_=
T3 4 12
J‘SQH\/_ X 1 dx =
2/x

5 P \ /o .
= {—— - cos ‘»-'x} =|-—cos :r] —|-=-cos 0] =
o & 3 b3 .

3
o 2+2 4
33

dx operando de manera anéloga a las anteriores, obtenemos:
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2
f) I ax queda:
0 9—X2
, 2 %dx ,
J o = | —T/—— = arcsen(i)+C =
0 V9 - x* /1 _(‘i‘.f \ 3 0
ATy

2

2
= arc sen ? —arcsen0=0,73

.
HI‘CSE'H(—)
3/,

3 3

9) I( )2 dx determinamos la integral indefinida por el método de integracién de funciones
X_
2

racionales:

x* X +2)x=17+3x-2
J‘fx—w" dx:J‘ x—17 o=

3 2 X+ 2)°
:flix+2]dx+fﬁd3f—fﬁdx:| -t, .I +
X — Xx—=1)

_ . ,_}._g
+3J‘ x. 1 +21 dx—J‘ | 2 : = X+ 2) N
x -1 x—1) 2

+3J‘ 1 dx+J‘_ ! - dx=
X —1 ix—=1

(x + 2)°

+3nlx-1]-

Determinamos la integral definida haciendo C = 0 y aplicando la regla de Barrow:

3 E] i a2 3
J‘.X—_zdx:[u+3m|x—1|—1— =
2 x=T1) 2 x=1 1z

( 25 1y | .
=(T+3fn2—?)—|_a+:::—1_.u=5+3fn2=,r-103
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5 2 1

X+ . . - } . - .
h) j 3 dx calculamos la integral indefinida por el método de integracion de funciones
X° =X
2

racionales:
2 2 _
[ T E
X=X xXix—1lix+ 1) X

1 1 dx=—In|x|+n|x=1]+n|x+1|=

Haciendo C = 0 y aplicando Barrow, obtenemos la integral definida:

5.2 E
J‘X+1 dx:{l"n ] =mi-mi=
2 5
16

» X —X

X -

9
i) j— dxresolvemos la integral indefinida por cambio de variable, haciendo:
2 X+ X

x=t*=dx=2tdt.

9
J‘ x; dx:f g -zrdt:J‘ 2t dt=
4 ¥4+ Vx Pt t+ 1

(2t — 2 P4 2
:J‘"‘j‘t 2)it+ 1) +2 dr:fu:zr—zlduj‘
t+ 1

dt =

t4+ 1
=f-2t+2Mt+1]=x-2Vx+2In|Vx + 1| +C

Haciendo C = 0 v aplicando la regla de Barrow, obte-
nemos:

9
J‘ X _dx=[x—2Vx+2in |Vx +1]]° =358
4 X+ VX

10
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/2
) jsen 2x-dx calculemos la integral indefinida:

0

1 _
J‘sen 2% - dx = ?J‘sen 2x - 2l = i—cos 2%) + C

1
2

Hacemos C = 0 y aplicamos la regla de Barrow:

T2 ‘| w2
J‘ sen 2% - dx [T (—rCos Ex_l} =

o] [+]

s

1, 1 S
= — =058 M) ——(—Cos 0) = — + =1
2 2 2

1
2
|
4x . .
K) j(2—4 dx operando de forma andloga a las anteriores, obtenemos:
X
1

+2)

| |
J‘ Lg’x:jf F+ 27 2x dx =

D x4+ 2

i
_2 _2 _3
=|: — —~ :| = =1
T+ 207 o 81 g1

4

) jw/9+4x dx operando de manera andaloga a las anteriores, obtenemos:
0

4 1 4 1 s
J‘ VI + 4x dx:—J‘ (9+4x) 2 -4 dx:[M} =
0 4 lo G n

2

m) J.4x2 (1+x%)° dx operando de manera anéloga a las anteriores, obtenemos:
0

J‘_4x2 (1 +x7) dx = iJ‘_H + X0 -3 dx =
(o] 3 Mo

2 T, 3_I|5 2z 5
=[i-:1 +x3'ﬁ'] =[ 2(1 +x7) } =118098 - — =
3 o 9 o 9

=118 097.8

11



[
mJ‘ xt-e™ - dx

Determinamos la integral indefinida por el método de
integracion por partes v obtenemos:

J‘x‘*-a"’" ~dx=1
u=x = du=2xdx

1
dv=e - dx=v= = g

e

=[x ¥ dx= _[x e ax
[ _J

Aplicamos de nuevo el método a esta dltima integral:
u=x= du=dx

1
dv=e™-dy=v= =3 gt

f=fx"‘-e”-dx= xe —[XE —J‘Lezxdx]:
2 2 2

Xre® xe™ e
= - + + C
i i A

Calculamos la integral definida haciendo C = 0 y aplicando la regla de Barrow:

R e R

2
) | (x—e*cos x) dx=J' xdx—J'eX cos xdx:x?—l

o'.—._;

J‘[x—excos X) dx=J‘xdx—J‘e"cosxdx= ;—!

La integral [ = J‘e‘ cos x dx la calculamos por el méto-

do de integracién por partes:
u=e= du=e"dx}
dv=cosxdx= v=senx

/= J‘e" cos x dx =€ sen x— J‘e" sen x dx

Aplicando el mismo método a esta dltima integral, ob-
tenemos:

t.t:e":adu:e"dx}

dv=sen xdx = v=—cosx

£~ EDITEX
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/= J‘e" cos x dx=e"sen x — [—e’ cos X —J‘—e" Cos X dx} =

=e"senx+e"cosx—J‘e‘cosxdx::

e"sen x + &' cos x
2

=/=e"sanx+e cosx-I=I=

Por tanto:

J‘[X—@Cﬂsxjdx=§_ ef‘senx;d‘cosx L C

Haciendo C = 0 v aplicando Barrow, obtenemos:

1
J" o, _ ¥  dsenx+e cosx
ix—a cosxidy=|— — =
o 2 2 0

(;12__ esen i ;ecoﬂ ']_("0_ D;ﬂ )

=1-1,88=-0,88

J‘ 1 G’X—J‘ 1/3 dx+f—1f3x+2r"3
¥+ x4 ¥-x+1

1

1 1 (2x=1+1 2
=—1| 1 v+ —
3”h+| 6If—x+1 Y+3If

1 1 2x -1
=—nx+1|-— | —————
3 e 1] 6J‘x2—x+1 "

L 2 1 dx=1—fn|x+1|—1— In
3 +(.- x—1/2 .]z 6
V32
VER 3
|3 —x+ 1] + 3 arcrg( v :]+C

1 X 2
1 1—_f—dx _f—
3 e+ |3 ¥—x+1 +3 x4+ 1

—x+1

Calculamos la integral definida haciendo C= 0y apli-

cado la regla de Barrow y obtenemos:

1
J‘ dx :[ifn|x+1|—1—fn|x2—x+1|+
0 3 6

¥4

+

V3 et ( 2x -1 ”1 _In2 Vam
‘ g Vi ] 3

- =0,84
9

£~ EDITEX



£~ EDITEX

6
9)) J.XW/X—Z dx resolvemos la integral indefinida por el método de cambio de variable,
3

haciendo x—2=1>=dx=2tdt.

J‘x’v'x—z dx = J‘u:r"' £2) -t 2t = J‘[E# + 4t dt =

26 498 2Vix-2¥ 4Vix-2)p
+ = +
5 3 5 3

+ C

Haciendo C = 0 y aplicando la regla de Barrow, abte-
nemos:

6 Y oy ¢
fx"».-*'x—zdx=[:"|"‘“ 2) N 4w —2) } _
3 5 3 3

3

I x*+2x-6
5 X2+ X2 —2x
racionales:

dx resolvemos la integral indefinida por el método de integracién de funciones

iy =

vy 7x—6 d B+ X =2xx=1)+3x -6
J‘x3+x2—2x X_J‘ X +x-2x

2 e 112
=J"J,‘f:—1 | dx+J‘ X -6 = (x-1) +J‘i dx+
X

Xix—Tix+2) 2

— iv—1F
+J‘ 1 d‘c+J‘ 1 dy= N +3 0 |x|=In|x=1| +
X+ 2 2

X(x +2)

+In +C

x—1

Haciendo C = 0 v aplicando la regla de Barrow, obte-
nemos la integral definida:

3 x4 2x-6 dx = ix—17 n Flx+2) |T
L o+t -2x T > X—1 -
135 % (1 3 135
=\2+In || —+n32)=—+In =225
2 ) L2 2 64

14
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5
In x : e
r) I—dx calculamos la integral indefinida:
X
3

; W2
J‘—mx dx:J‘J’nx-i s dx = (in x) +C
X X 2

Hacemos C = 0 y aplicamos la regla de Barrow

: (nx* T dns5?® {3y
J‘ Inx g, _ [ ] o )
3

X

3 2 2

I:I
= l [(In5-In3)ns5+In3)= 1—fn 15-Ih— =0,69
2 2 3

/2
s) jsen 2x-dx calculamos la integral indefinida:
0

1 _
J‘sen 2% - dx = ?fsen 2% - 2dx = i—cos 2%) + C

1
2

Hacemos C = 0 y aplicamos la regla de Barrow:

w2 ‘| w2
J‘ sen 2x - dx | — (—ros 2x) | =
u] 2 o

=1

1 1 _ 1 1
= — [—C08 0 —(—Cos 0) = — + —
2 2 2 2

NE)
ax , .
t) ITb con b>0 operando de forma anéloga a las anteriores, obtenemos:
X
/

L : ﬁ}:[m I+ b|12=In |2b] ~In |f3|:m% =In2=0,69

u)]t\/m

X
1 2
Jﬂi‘”{_1 dx:J‘ : . -2tdt=J‘ 2 —=dt=
X 1 +¢ 1+t
201+ =2 2
= |—— " dt= |2 dt- It =
J‘ 1+t ‘ J‘ J‘1+t2 ‘

=2t-2arctgt=2Vx-1-2-arctgVx-1+C

Hacemos C =0y aplicamos la regla de Barrow para de-
terminar la integral definida:

444y o -
J‘ vx-1 di=[2Vx-1-2-arctgVx-1]] =
X

o i = 2m
:[zva—z-T —(0-0)=2V3-—==137

dx obtenemos la integral haciendo el cambio: x—1=1* = dx=2tdt.

15
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/4

V) I tg x dx calculamos la integral indefinida por el método de integrales inmediatas y después
-1

calculamos la definida haciendo C = 0 y aplicando Barrow.

w4 v —sen x 4
J‘ tg x dx:—J‘ dx = [-In |cos x| + C]7,, =
—m/4 —-m'4 COs X

(0 )= (0 5r) o

3

w) j 2X ] dx determinamos la integral indefinida por el método de integrales inmediatas y
) X% -

después la integral definida haciendo C = 0 y aplicando Barrow:

2 x =1

3 3 5
J‘ X dx:iJ‘ 2X dx:[ifn ¥ -1+ C| =
2 2 2 2 2

8
— =049

:ifn 8—1—:’13 3=In_|
2 2 Al

6
2x-3
X) jﬁ dx resolvemos la integral mediante el cambio: 2x—3=1* = dx=tdt.
X_ —_
3

V2x—-3 -1 1 t—1

:J":r_1-:"-t+1j+1 df:J‘[r+1;|dr+J‘ L dt=
F— 1 t—1
; v2
_ it+ 1) +|rf]|f—1|=
2
(V2x—3+ 17

= 5 +In |V2x-3-1|+C

Dando a Cel valor 0y aplicando la regla de Barrow, ob-

tenemos:

/2x -3 (V2x—3 + 17 — T
fﬁrdx{ \ +1) +m|m_3_1|} _
AV 2x—3 -1 2 3

(V3 + 17 -
=(8+/n2)- {g +Iniv3 - 1_]] =527

16
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dx esta integral no esta definida en [0, 1].

1 X2 _1
y) [~

5 X
Resolvemos la integral indefinida en el campo complejo por el método de cambio de variable,

haciendo x*-1=t*= dx=t—dt

X

f” 1dx:fL.f_df:J'ildr:J‘ C  die
X X X X ¥+l

#+1-1 1 B
_J‘ o+l dt—J‘dt-J‘r2+1 dt =

=t—arctgt=Vx¥-1-arctg V¥ -1+ C

Haciendo C = 0 y aplicando la regla de Barrow obte-
nemos:

J‘I V-1
0 X

-

dx=[Vx-1-arctg ’»ﬁ] .Ia =

.
z) IXZ -In x dx esta integral no esta definida en el intervalo [-1,1].
-1

17



7. Las integrales quedan:

‘2 o2
a) f |sen x| dx = f —sen x dx + L sen x dx =
w2 w2

=[cosx]°_, + [~cos x]=(1-0) + =0 + 1) =2

b)
2 | 2
J‘x[lx—1|+1]dx:f{—x"+2x}dx+J‘fdx:
0 0 |

3 I z -
|:_i+xzi|+|:£i|:£+'r_:3_
3 o 3 3 3

c)

2 | 2
J:|x2—1|dx:ZL[—x"’+1_Jd‘<+2J‘[x2—1Jd~f:
2 |
—2l-@+2x]s+2[P—2xi=2+2=4

d)
’ | 2
J: ||x|—1|dx:2Li_—x+ 1_de+2f (x=1) dx =
2 |

= [—x2+2x];+[,‘<2—2x]f:1 +1=2

e)

2m 2
J: |;r:|Sf_ﬂ.r'.';r:u:ii’:-r::f—:sfse-ﬂ:suﬂ’:s:+J:j X sen x dx =
T

T

=[x cos x —sen x]°_+ [—x cos x + sen x]"
r o

=—T-2m=-3m.
f)
2 152 2
J‘ |2x—1|dx=L li_—2x+1jd's:+J‘ 2x—1)dx=
0 |

2

i 1
=[x+ 2x] )7 + [:'z"*—,'f]fmzT e

£~ EDITEX
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Las integrales quedan:

L] |
F=£ X+ xde=0
50

I-r -
[= J‘ sen” (Bx +x)dx=0

Ambas integrales son iguales a cero, pues al ser las funciones impares y simetricas respecto
al origen se anulan entre si las areas de las regiones que se obtienen.

El area viene dada por:

El &rea del recinto sombreado viene dada por:

3
f 3x+2)dx=
1

-
§

) 3 , \ ; £
=[3'\2+2x} =[2 +5]_(i+2]=16u2

Directamente este recinto es un trapecio y su area vale:

|:|
E+J'J_h:11+_ 216
9 2

A=

Con lo que queda comprobado el resultado anterior.

Queda:

Recinto sombreado: 1

) ‘:3 E

Al'ea:—ﬁ:r" — 4x) dx:—[[ — —Ef]] = 1 /
L3 o 12 3

A 32
:—{— —32}: — uv'=10,70u7 b
3 3

19
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PAGINA 388

ACTIVIDADES FINALES

W 11. Halla el &rea del recinto limitado por la recta y = —2x y la pardbola v = —%xz,

W 12. Halla el drea de la region limitada por lacurvay = x3 — 8x2 + 7x, el eje OXy lasrectasx =2y x = 7.

M 13. Halla el 4rea del recinto limitado por la curva y = cos x, el eje OX y las rectas x = —g = %
M 14. Calcula el area del recinto limitado por las graficas de las siguientes funciones:
a) y2=6x b) v2=9x C) y=6x—x2
X2=6y vi=4(x+ 1) y=x2-2x

M 15. Determina el drea del recinto limitado por las gréficas de las funciones fix) = x e y gix) = x2 e~
M 16. Calcula el area de la regién limitada por la hipérbola xy = 36, el eje OX vy las rectas de ecuaciones x =6y x=12.

W 17. Halla, utilizando la integral definida, el drea del circulo limitado por la curva de ecuacién x2 + 2 = R? y el 4rea encerrada
2 2
por la elipse de ecuacién x—2+ y_z =1.
a’ b
M 18. Calcula el volumen engendrado al girar alrededor del eje OX los recintos siguientes:
a) flx)=2x+1; x=0, x=4 wl A= el s

b) fix)=senx; x=0, x==m d) f(x)=ex x=0, x=1

W 19. Calcula el volumen engendrado al girar alrededor de OX los recintos limitados por las gréficas que se indican:

_ 2x+3
T4

b) fix)=x2-1;, glx)=1-x2 d) f(x)=x% glx)=-3x-2

a) f)=x%  a=x o fl)=2x; gl

MW 20. Halla el volumen de la regién determinada por la curva
de ecuacion v = e, el eje OX, eleje OY'ylarectax=3,
al girar alrededor de OX.

M 21. Halla el volumen generado al girar alrededor del eje OX
el recinto plano determinado por dicho eje v la curva
yY=x-x.

W 22. A partir de |la ecuacion de la circunferencia x2 + 2 = R,
obtén el volumen de una esfera.

W 23. Calcula el volumen del cuerpo limitado por la elipse

2
;—5 + v? =1 al dar una vuelta completa al eje OX.

20
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11. Queda:

Queremos calcular el area del recinto sombreado:

3
6 o b

12. La solucién es:

El area pedida es la del recinto sombreado.

Area = —J‘ (x — 8x° + 7x)dx = —[ ’4

_ [[ 2401 2744 N 343 0

4 3

r-

= 139,58 u*

13. Queda:

L M| =

64
—a- 4 14_1] =
; 3

(=TT o ¥

e e/ x

El &rea del recinto limitado por la curva, el eje OXy las rectas x=—— y x= —vale:

o2
o

o2
J‘ cosx dx=2[senx], =2 u?
0

21
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14. La solucién queda:

a)

3 L]

¥ . e |'l_
- [ — X fh - 27 X
ﬂl'ea:Lﬁ(vﬁx—%]m:{ v AL =12 u?

3 18 Jo

Foedix4 1)

Las curvas y®=9x;y?=4(x+1)se cortan en los puntos de abscisa x=0,8 pues:

4

9x=4[x+1_]:‘~x=?=[),8

El area pedida es la de la zona sombreada y vale:

K A
Area =2 [f 2Vx+ 1 dx—Lﬂ 3Vx d’f} =
|

3 08 _
= z[—% "h: b } —2[2V¥]e'=
- l

.

g\/'1,8

—4V0,8*=3,58 u°

22
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Estas curvas se cortan en los puntos solucion del sistema:

_y:ﬁx—f}:[x::j y=0 Pl0,0)
y=x -2x x=4 y=8 4, 8)

Area Jﬂ[f - 2x)dx + Lqiﬁx -y — rlixz —2x)dx =
2 2

_ 3
=—+4+4E—E—% 16+£—4=
128
=64 — - =2130°

Otra forma de hallar el area del recinto buscado:

Area = E[iﬁx—x") — X = 2x)] dx = Eiax—zx"']dx =

2 T 128
:[%’2— ] =64- —— =213
3 s 3

£~ EDITEX
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15. La solucién es:

=X

y=xg

Las curvas se cortan en x = 0 y x = 1. Calculamos el area de la zona sombreada.

| |
Area = Li:«: a3 o™ dy = L[x— ) e dx

Resolvemos por el método de integracion por partes la integral indefinida:

J‘[x—r"] e dx
U=x-—xX =du=(1-2x dx
dv=edy= v==2o"

= f[x—x‘?] e¥dv=—ix-—x)e" - J‘—H —2x)e dx =
=¥ -—x o+ fﬂ —2x) e™ dx

u=1-2x=du=-=2dx

—x

dv=edyi=v=-e"

.'=f[x—x2] e dv=(x-x)e —(1-2x)e" -

—J‘E efdy=(x"-xje"-(1-2x1 e +2& "+ C

[ . ) | \ 1
Area= [ -x) " —(1-2x)e"+2 eV, =

3
=— —1=0,1036u°
a

Haciendo C = 0 y aplicando la regla de Barrow, calculamos la integral definida que nos
permite calcular el area pedida:

24
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16. La solucion es: o
36 x=8
El area del recinto sombreado buscado vale: s

5]

. 12 36 . 12 — .

Area= | — dx=[36Inx] =36/ — = %0

[ X 6
=36 In2 =24,95 v’

17. La solucién:
El circulo de radio R queda limitado por la circunferencia de ecuacién: x* + y* = R?

Ay

="

R
Area = 4J. R? — x? dx
0

' >
—.HI\ 0 R

b

Calculamos la integral indefinida I R? — x* dx mediante el cambio de variable:

x=R-sent=dx=R-cost-dt

J‘\,-"R" —xdv= | VR RYsen? t- R-cost- di=

R"-cosﬂ-dt:ﬁﬁ%dt:

'l "_r 4
=F:‘2|:—t+ serl_t]+C=
2 4
| arc sen — 2. X 1 _ i
Ry R?
:Rz 2 + 4 +C

25
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Haciendo C = 0 y aplicando la regla de Barrow, calculamos la integral definida que nos da el
area del circulo buscado:

R )
Area = 4J‘ VR - x2 dx =
[a]

. X X 2

[arcsen—  2-—- [1_2 \7F
: ]
4]

Ry Rz

2 + 4

4R

[:— + D] (0 + D_:-] =im v’

,,2 .2
L —— =1 encierra un recinto cuya area
bz
vale:
2 f 2 JIJE III_-J,E 2
) [ a b -bx
Area=4| [ ——— dx
o i o

Calculamos la integral indefinida

dx

2

[ El sy
V=7

d

Por el método de cambio de variable, para ello hacemos x=asent= dx=acos dt

1 b r.————
J‘— Vaa P - xdi=— |Va - senft-acostdt=
a a

2
= b J‘dz cos” t dt = ab J‘ﬁ dt =

d

ab | san 2t

= f t+ ] +C
fjb I-. x 1 x IIlI ;\“2 A

= larcsen —+ — -2-— [1-—|+C
2 \ d 2 o “f' a

Haciendo C = 0 y aplicando la regla de Barrow, calculamos la integral definida que nos da el
area encerrada por la elipse dada:

? I-'r a2 _ 2
Area =4 J & dx
] \-

a

bl

b X 1 x ¥
arc sen — + — -2 1-

4 i
= { i - .- II..' 3 . ] —
{ . a 2 a 'y a /|,

-
=2 ab[ ’? + ::1]—2 abio-0)=(ab-mu’

]

26



18. Los voliumenes son:

4 4
a V:.frJ‘ (2x +1)° dx::rJ‘ (4x +4x+ 1 dx =
0 0

4 Y 364nm
::r[ ; +2x"+x} = u’

o 3

X

b) V::rJ‘ SE'.r'szd‘{:JT[;—X—% sen 2:{} =

Q

! f _ 4 3 4
c) V=m I:_x—ffdx:_,r( 6X° — 15x* + 10x
\ 30

19. Los volumenes quedan:

s
—u
2

|-

! | 27! !
a)‘v‘:.rrf xd'r:—:rJ‘ x“dx:{m } —{ﬁ} _ 2T
[a] u] 2 o 5 o 1[}
| |
b) V:z:rf (=17 dx:E:rJ‘ (3 —2x + 1) dx =
o o
[f 2% ]' l6m
=2r| — — +X| = ——
5 3 0 15
4,5 4.5 ¢ 32
c) V=.frJ‘ zxdx—:rJ‘ ( 2X+ 3 ) dy = [mé]es -
o5 s\ 4 '
4.5
—_ X + 3x° + 9!{:| =20m-1733m=267 1
12 8 16 |os

—1 |
d) "-.f:.rrJ‘ [—3x—2_12dx—:r£ ¥y =
-2 2

—1 -1
:.frJ‘ 9% + 12x + 4) dx—:rJ‘ Xy =
_2 -2

1‘:5 -1
=7 [3x° + 6x° +4x]i—;r['—} =
5 |-
- T3l 4r
=7m- =—
5 5

3
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20. El volumen es:

3 —2x 3 g —&
) -0 F 1 e ) T
b:er‘ 9""”0’:{::{ 5 } =7 —— — | =
[+ !

u]

21. El volumen es:

| |
V= L'rJ‘ (x —x' )V dx = EFIJ‘ (¥ —2x* + X% dx =
u] ]

X 2x X1 len
=2 & _ 4 =
3 5 7 o 105

22. el volumen de la esfera es:

7 R
'u‘:;rJ‘ (R* = x%) dx:ler‘ (R*— x") dx =

—R 0

X r 2R 4R’
=2
o 3 3

= 2:‘!|:E2,‘\' -
3

23. el volumen del elipsoide es:

[ ,'\'2 Y ,"\j 5 -ICI

'u’:E;rJ‘ [1 - ]da:l:r X— ] =2r- —
o 25 75 |o 3

20w

I

£~ EDITEX
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PAGINA 389

ACCESO A LA UNIVERSIDAD

W 24. Dada la funcién f(x) = x2- 1 en el intervalo [-3, 2] y la particién P del mismo formada por los puntos P= {3, -2,-1, 1, 2},
calcula razonadamente cuanto valen la suma superior y la suma inferior correspondientes a dicha particion.

M 25. Haciendo uso del teorema del valor medio del calculo integral, calcula el valor de ¢ para la funcién f(x) = x* en el inter-
valo [0, 1].

W 26. Dadala funcién F(x) = r e~ dt, determina F'(x)y F"(x).
Q

W 27. Para la funcién F(x) = j;cos 12 dt, determina:

a) F'(x) b) ixﬂ % E:cos 2 dt

*
W 28. Sea Fx) = L (t2 - 1) dt. Halla los posibles puntos extremos de dicha funcién.

M 29. Calcula la siguiente integral definida: ]l |x] dlx.
-1

W 30. Calcula las siguientes integrales definidas:

1 x T et - -
a) %dx b) E x2 cos x dx c) ]‘3 x N1+ %2 dx
pae teEd 0 o

b
M 31. Determina, en funcién de b > 1, el valor de la integral ! lx = 1] cos x dx.
o
M 32. Dibuja la region del plano limitada por las curvas v = x2, y = 2 — x?, v = 4. Calcula su area.

W 33. Calcula el drea limitada por la gréfica de la funcién f(x) = In x, el eje OXy la recta tangente a dicha gréfica en el punto
x=e.

M 34. Una varilla se desliza por el interior de la pardbola v = x2 paralelamente al eje OX hasta determinar una superficie de 36 m2.

Encuentra a qué distancia del eje OX se detiene la varilla.
W 35. Calcula el valor de a sabiendo que el drea comprendida entre la parabola y = x? + ax y la recta y + x = 0, es 36.

2

M 36. Calcula el area del recinto limitado por las rectas x = 0, x = 1, vy = 3x + 2 y la funcién f(x) = ————.
X +3x+2

W 37. Calcula el drea comprendida entre la curva y = y 1 el eje OXy las rectas verticales que pasan por los puntos de in-
+

XZ

flexion de dicha curva.

29
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24.La suma superior es:

SP=[-2—-=3)] - 8+[-1=i=2)]-3+[1=(=1)]-0+
+02-1)-3=8434+0+3=14.

La suma inferior es:
SR =233+ -1 ==2]-0+[-1=(=1)] -0+
+i2-1)-0=34+04+04+0=3.
25. Aplicando este teorema obtenemos :

1 3 9l
J‘,‘x’zd"{=(2'lﬁ1—t]]=:-|:L:| =f_“?=:-c"'=1—=:~4_’=iL
0 3 o 3

. 1
Como c e (0, 1) = el valor buscado es ¢ = + 5
'l.r.'

26. La solucion en cada caso es:

La primera derivada es:
, 4

Fix) =™ - 2x =2xe™
La segunda derivada es:

Frix) = (2 — 8x%)e™

27. La solucién es:

a) La derivada es:

F'ix) = cos x°
, . o .0
b) El limite produce una indeterminacién del tipo 0

Aplicando la regla de L"Hopital obtenemos:

(“cos £ dt 2

J COs X
lim = v = Iim
x— 0 ’ x — 0

=cos =1

30
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28. Las derivadas de la funcién son:

Fix)=(x*-1)-2x = F'ix)=2x"-2x

Frix)=10x*-2
La primera derivada se anula y obtenemos:

Fix)=0 = 2x" -2x=0 = x=-1, x=0, x=1
En el punto (—1,0), al ser F’(—1)=8>0 existe un minimo relativo.
En el punto (1, 0), al ser F’(1)=8>0 existe un minimo relativo.

En el punto (0, 2/3), al ser F”(0)=—2<0, existe un maximo relativo.

29. Tenemos que:

f_ll|x| =2 J:x dx = [x]!,: 1.

b Y

—_— e ————
L ]
o

30. En cada caso queda:

a) haciendo el cambio e* =t , obtenemos:

A VU A B
—_— X = _at=
J‘DE'H+E-X+2 J‘I E+t+2

= 2E.f -r 1 3 .2"—_,- df:
7 | ] 1 ) VY

Ve 2 v':.
2 1 ] ="' (1,18-0,85)=0,249
\F.' )_,' \'.' ? J

27 [ /
= arc qg-(

7

n
b) J‘ x* cos x dx =[x sen x + 2x cos x -2 sen x|, =-2m
[}

c) Haciendo el camhio de variable 1 + »* = £, abtene-
mos:

5 — 2 32 7
J‘ "XV +x2dx=J‘ rﬂ:fr:[r_] =£_l=__
e ' i 3 3 3



31. La solucién es:

b |
J‘|x—1|cosxdx=f —x=1) cosx-dx+
1 0

b I
+ J‘ [x—1_il-msx-d'f=J‘ —x=1)-cosx-dx+
| 0

+ J‘ ix—=1)-cosx - dx
|

Calculamos la integral indefinida por el método de interacion por partes:

I:J‘ix—H-msx-dx

U=x-1=du=dx

dv=cosx-dv= v=senx

F:J‘i:-:—1]-cc-s:-:-d:-::IZJ-:—Hsenx—J‘sgnx-d\::
=x-1)-senx +cosx+ C
b
; \ 1

J‘ [x— 1| cos x - dx=—[(x= 1) sen x + cos x| , +
0

; \ i}
+[x—1)senx + cosx||=—cos1 +1+
+ib=1isenb+coshb-cos1]=1+b-1)sen b+

+cosh-2 cos

32. El area es:

La zona sombreada es la region de plano limitada
por las curvas dadas.

A ¥

£~ EDITEX

4 cafx] =
|

1
Area =2 U 4 (2 —x) dv + J‘
0

A ! 3 72

X X 14 10
=2[2x+—] +2[4x——} = +— =8u’

3 o 3 N 3

=Y

32



33. Ecuacion de la recta tangente a f(x) = In x, en el punto (e, 1):

e ] 1
fix)y=—=m=—

X e
T , 1
V—l=—ix-@g=2y=—x=
' e ' e
: . 1
la recta tangente tiene por ecuacion y = — x
e
Ay
y=1x
1..
e X
1 28

. ef 1 X 1
Alea:J‘ (—x—mx)d\:: — —ixlhx=-x| =
oL e ]

20
30 30 In x Lhepital
=— — Ilim xInx=—- Iim - =
2 ¥ — 0 2 =0 /X
|."Hfl_|:li[i| 39 ||l||a ‘I.I."x 3 39
2 ¥ 0 — s 2

£~ EDITEX
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34. La solucién es:

Llamando d a la distancia buscada, se cumple:

] \

— vd |
36 = z[dv'd— J‘G x* dx

&Y

[ VE
@m:dvd-[‘_]” -
3 |o

@18:dk"ﬁ—$¢:}

2dVd

= 18 = = d=3

A una distancia de 3 unidades.

35. La parabola y la recta se cortan en los puntos:

2 ,
V=X + ax , )
: N rax=x=xX+xla+ll=0=
V+x=0
‘x=0;y=0
— .
X=-a-1; y=a+1

—a — 1
Area pedida = U [—x — (%" + ax)] dx
a]

Ponemos el valor absoluto, pues el area puede ser diferente seginseaa >0 oa<0.

£~ EDITEX
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La integral se resuelve del siguiente modo:

—a — 1
A= J‘ [=x — (%" + ax)] dx
0

B |:—,"i2 f- .-.'L"fz :|—u—| ‘_

2 35 2 |,
| ==t —a —-1)° a—a-17°|
2 T 3 2 -
| =at-3a"-3a-1| | (@+1y

6 6

Como el drea es 36, entonces:

a+ 17
‘_L:mﬁ
6
—a+1/
T+ s atrl=—6=a=—7
%
—a+ 1)

=-3h=a+l=6=a= 5

Las soluciones son: [ a = —7 0 a=>5

36. La superficie viene dada del siguiente modo:

El &rea de la zona sombreada viene dada por:

AY y=3x+2
. 1 f 2
Al'ea=f|13x+2]—(2—]d‘c=
] X+ 33X+ 2
A
! 2 2 ' = >
=J‘(3x+2— + ]dx= oop X
oY, X+ 1 X+ 2 f
3% !
ol +2x=2In|x+1|+2In|x+2|]| = P
F o

7 g
+2-4h2+2h3="_4+In_—__ =292
2 16

ra

r~.1| o

35



37. La superficie viene dada del siguiente modo:

Y

T

-1 _31 0

b
i

Hallamos los puntos de inflexién:

, —2x . Bx' -2
i1+ (1 +x)°

6 -2 2
=l=x=—"—=x=4+

(1+x%° A

V3 4 /13 4
RRTE 1
Are: _EJ‘ 5 dx =
o 1+ x
RAE] T
=2 |arctox =2|— -0
], =2 |

T

— =1,046 /
3
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ACTIVIDADES FINALES

Il 38.

I 39.

W 40.

W41,

W42

W43,

W44,

W 45.

M 46.

W4a7.

I 48.

W 49.

e
: Inx
Calcula el valor de la integral [ —dx.
X
1

Sea la funcién f(x) = x sen x. Determina:

a) El drea encerrada entre su grafica, el eje de abscisas y las rectas x=0 y x = 7.

b) El 4rea encerrada entre |a tangente en x = & y los ejes coordenados.

Encuentra un polinomio de tercer grado p(x) = ax® + bx? + cx + d sabiendo que:

a) Tiene un maximo relativoen x = 1.
b) Tiene un punto de inflexion en (0, 1).

1
[v]

c) Se verifica j pix)dx = %

Halla todos los valores de a para los cuales dex =In25.
o 15+ 2x —x

X

Jsx2—a

Dada la funcién f(x) =

2
a) Calcula L f(x) dx.

b) Halla la primitiva F(x) de f(x) que cumple F(1)=1.

£~ EDITEX

Encuentra los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion f(x) = e'~*, sus extremos relativos, puntos de in-

3
flexién y asintotas. Esboza la gréfica de f(x) y calcula Lx flx) dx.

Sea la funcién fix) definida y continua en [-2, 2] tal que:

!:;f(t)drz jff(r) dt

Utilizando el teorema del valor medio, ;se puede asegurar que existen by c en [-2, 2] de modo que f(b) = f(c) con

b=-1yc=1?

Calcula el drea encerrada entre la gréfica de la funcién exponencial f(x) = e* y la cuerda de la misma que une los pun-

tos de abscisas x=-1y x=1.

' sent . .
Dada la funcién F(x) = ] Tdf definida para x= 1, halla los valores de x en los cuales alcanza sus extremnos relativos.

1

1
Sea f(x) una funcién derivable en (0, 1)y continua en [0, 1]tal que f(1) =0 y sz '(x) dx = 1. Mediante la integracion

1
por partes calcula lo f(x) clx.

Sea la funcién f(x) = x® + ax? + bx + c. Determina a, b y ¢ de modo que f(x) tenga un extrermo relativo en x = 0, la rec-
ta tangente a la grafica de la funcién f(x) en x = 1 sea paralela a la recta y = 4x, y el drea comprendida entre la grafica

de fix), el eje OXylasrectas x=0 vy x=1 seaiguala 1.

Estudia la monotonia y la curvatura de la funcion: F(x) = :(1‘2 -1)-etdt.
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SOLUCIONES

38. Haciendo la integral definida por partes obtenemos:

II_X =(——Inx—lJ _1-2_0.2642
) X), e

39. La solucién es:
Y
a) El area = _[x-senx-dx =(—xcos x+sen x), =n unidades cuadradas.

b) la recta tangente en el punto dado tiene por ecuacion y=n(x—m)

0 3
El area buscada es: Area = J'n(x— ) dx =% =15,50314 unidades cuadradas.

40. Imponiendo las condiciones del enunciado al polinomio tenemos el sistema:

3a+2b+c=0
b=0

d= de donde obtenemos que a="Y% ; b=0;c=3/ ; d=1

5 ’

Por tanto el polinomio es P(x)=—%x3 +%x+1
41. Resolvemos esta integral por descomposicién en fracciones simples y obtenemos:
a 278 2
I 16 k- In(x+3J _in 5(a+3)
515+2x-x x-5 . -3(a-5)

Ilgualando esta expresion a la que nos da el enunciado obtenemos que a puede tomar valores
3y9.

42. La solucion es:

aj sz
\/5X—

4-2j . .
5 = 5 no tiene soluciones reales.

2_
b) todas las primitivas son de la forma ¥+C imponiendo las condiciones del

V5x? -4 N

enunciado obtenemos que la primitiva buscada es F(x)= 5

4
5
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43. La funcién dad es creciente en (—,0) y decreciente en (0,+ ).

%l_k

. = |
Tiene un maximo relativo en el punto (0,e) y dos puntos de inflexion en (—,62] y [—T,e ]
2

Tiene una asintota horizontal de ecuacion y = 0.

Su grafica es:

3 3 -2 P _
Calculamos a integral pedida: | xf(x)-dx = [ x-e"* -dx:{e } 1 45
1

1

44. En cada caso diremos:

e f(x) es continua en [-2,-1] , por lo que aplicando el teorema del valor medio tenemos que

Jbe [-2,-1] tal que: ]Jf(t)dtz f(b)(~1+2) = f(b)

e f(x) es continua en [1,2], por lo que aplicando el teorema del valor medio tenemos que

Jee [1,2] tal que: Tf(t)dt =f(c)(2—-1)=f(c)

De ambas igualdades concluimos que f(b)=f(c) con b < -1 yc > 1

45. La solucién queda:
2

2e

(x=1)

. . e
La cuerda tiene por ecuacién y—-e=

e 2 _
Calculamos el area: I{e+ ° 1(x—1)—ex}dx=3=0,74
° 2e e
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46. La solucién es:

Aplicando el teorema fundamental del calculo integral obtenemos: F'(x)= Senx
X

Por lo que las abscisas de sus extremos relativos en un periodo son:

L. . i . . 3n
Maximo relativo en X=Ey minimo relativo en x=?.

47. La solucién es:

1 1
Aplicando la integracién por partes obtenemos: j f(x)dx = [x-f(x)]; - I x-f'(x)adx = f(1) —% =5
0

0
48. Imponiendo las condiciones del enunciado obtenemos:

b=0
3+2a+b=4 de donde azy :b=0; c=%2

1 1
—+—=+c=1
4 6

49. La solucion queda:

Aplicando el teorema fundamental del calculo integral obtenemos:

2

F(x)=(x*-1)e* y F'(x)=(4x-2x)e™

La funcion es creciente en (—oo,—1) U (1,400) y decreciente en (-1, 1)

La funcidn es cdncava hacia las y positivas en (—oo, —\/E) v (Ox/E)

La funcidn es concava hacia las y negativas en (—x/E,O) ) (\/§,+oo)

1
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