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Unidad 12 — Aplicaciones de las derivadas

ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

M 1. Estudia la monotonia de las siguientes funciones:

a) flx) = 4dx - x2 o flx)=-5x+3 e) flx) = % g) fx) = e
b) () = X"~ 3x + 5 d) fo = X=3 f fx) =2 h) fox) = Vo —9
X+3

B 2. Halla los extremos relativos de las siguientes funciones:

a) y=—x*+6x-5 d) y=x(x- 10 g) v=2x3-15x* + 36x - 12
2 8x
b) y= e) v= h)y=
). Inx ). 1+ x* ) x'+2
2
c yv= Sl f)l y=x-Inx i} y=x2-ex
X

B 3. Halla el valor de a para que la funcién f(x) = x* — 6x + a tenga un minimo de valor —1.
M 4. Halla by cpara que la curva y = —x2 + bx + c tenga un maximo relativo en el punto (0, 4).

W 5. Hallaa, by cde manera que la funcidn f(x) = ax2 + bx + ¢ tenga un minimo relativo en el punto (6, -12) y se anule para

x=8. _@

W 6. Enlafuncién f(x) = x* + ax* + bx + ¢, halla 3, b y c para que esta funcién pase por el punto (1, 0), tenga un maximo re-
lativo en x = =1 y un minimo relativo en x = 0.

B 7. Demuestra gue la funcién cuadratica f(x) = ax® + bx + ¢ tiene siempre extremo relativo en su vértice, siendo maximo si
a es negativo y minimo si a es positivo.

2x? -3

M 8. Estudia el crecimiento de la funcién f(x) = ————. Determina, si existen, sus maximos y mfnimos relativos.
e

M 9. Estudia el tipo de concavidad y la existencia o no de puntos de inflexién en las siguientes funciones:

a) fix) = 2x3 - 9x? o flx)= % e) flx)=x*-12x*+8

by fix) = v(xz +4 d) fix)=x e f)y fix)=Inix+4)

W 10. Halla los maximos y minimos relativos y puntos de inflexién de la funcién:
f(x) = sen 2x

x

e L ‘
> tenga un extremo relativo Unico. ;Se trata de un maximo o un

M 1. Halla el valor de k que hace que la funcién f(x) = —
X

minimo relativo?

M 12. Dada la funcién f(x) = x(x — 1)*:
a) Estudia su monotonia. c) Estudia el tipo de concavidad.

b} Halla sus extremos relativos. d) Determina, si existen, los puntos de inflexion.
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SOLUCIONES

1. Latabla queda:

Funciones Estrictamente Creciente Estrictamente Decreciente
f(x)=4x-x° (—0,2) (2,+)
f(x)=x*-3x2+5 (=o0,0) U (2,+) (0,2)
f(x)=—5x+3 R

xX-3
f(x)=
() X+3 R
f(x):E R
X
f(x)=27"
f(x)=e** R
f(x)=/x* -9 (3,+e0) (=o0,—3)

2. Latabla queda:

Funciones Maximo Relativo Minimo Relativo
y=—x*+6x-5 (3, 4)
X
Y—m (e, e)
2
Xt (1, -2) (1,2)
X
1 4
y=x(x-1)? (55) (1,0)
2
= 0,2
y 1+ x° (0,2)
o)
y=x-Inx -
e e
y=2x>-15x*+36x-12 (2, 16) (3, 15)
y-o (222) | (~E-22)
X +2
2 X 4
y=x"e —2,§ (0, 0)
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3. La solucién es:

f(x)=x*-6x+a=f(x)=2x-6

Ilgualando a cero: 2x-6=0= x=3

f(x)=2=1f"(3)>0

La funcién tiene un minimo relativo en el punto (3,—1), luego este punto debe verificar la
funcion: —1=9-18+a—=a=8

4. Queda:
La funcién f(x)=— x*+ bx+ ¢ tiene un maximo relativo en el punto (0, 4), por tanto:

a)f(0)=4=4=c
b) f(0)=0;f(x)=—2x+b=b=0

Luegoc=4;b=0.
5. Queda:

Que la funcién f(x)=ax?+ bx+ ctiene un minimo relativo en el punto (6,—12) significa que:

) f(6)=—12=-12=36a+6b+c
f

a
b) f(6)=0;f(x)=2ax+b=0=12a+b

Como se anula para x=8=64a+8b+c=0. Resolviendo el sistema, obtenemos a, b, c.

12a+b=0 a=73
Jpa+6b+c=-121 = bh=-3h
6da+8b+c=0 =96

6. La solucién es:

f(xX)=x®+ax®*+bx+c ; f(x)=3x*+2ax+b

Imponiendo las condiciones del enunciado obtenemos el sistema:

a+b+c=-1

_ —_ i -3/ -p=0:c=-5
b2a+b— 3 de aqui obtenemos a= 2,b—O,c— A
=0
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7. Lasolucién es:

y ( -h b*—4ac
L 2a 4a

El vértice de la funcién f(x)=ax® + bx+ces:
f(x)=2ax +bx

f(x) tiene extremo relativo en su vértice, pues su derivada primera se anula en el.

LR

(DY (b 050 sias
.’fr( ]:Za( 2 ] +b=0= fx=2a= Fx) >0 sta>0
2a , <4, ' fMx)<0 sia<0

Por tanto, si a > 0, entonces la funcién presenta un minimo en el vértice y si a < 0 presenta un
maximo en el vértice.

8. Estudiamos el signo de la derivada primera para ver el crecimiento de la funcion:

frog . =318 -e" (2 —3x) -2 +7x-3

EIZI Ex

Como el denominador es siempre positivo, estudiamos el signo del numerador:

1
I+ TX=3=0=x=3; Xp= —

b= 0
I-F-'L:I

f(x) es estrictamente creciente en (%,3)
, , 1
f(x) es estrictamente decreciente en (— oo, Ej U(3,+0)

Los extremos relativos son X1=§,X2=3. Para ver si son maximos o minimos relativos

2x*-11x+10

hallamos la derivada segunda f”(x)= .
e

f’(3)=<0=f(x) Tiene maximo relativo en el punto [3,%, j

f”(%j>0:f(x) tiene un minimo relativo en el punto (%—%j
e



9. Latabla queda:
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Funciones Concava Convexa Punto de inflexion
f(x)=2x>-9x° (§,+ooj (_W,EJ (gﬂj
2 2 2 2
f(x)=Vx*+4 R No existe
f(X)=§ (0,+) (—=,0) No existe
f(x)=x-e* (1,+e0) (=e01) (1,e?)
f(x)=x'-12x+8 | (-o—2)U(V2,4) | (V2+42) | (V2,-12)u(-V2,-12)
f(x)=In(x+4) (—4,+c0) No existe

10. La solucién es:

f(x)=2cos2x=2c0os2x=0=cos2x =

f’(x)=—4sen2x

[

T

im

T
" ik-2n=x="uynk keZ
2 4

3
+2;rf<:~x:TJ+;r}’<,§<e F

f(x) tiene maximo relativo en todos los puntos de abscisa x=37zt+nk

f"(x)=—4sen2x=0=>sen2x=0: =

f’(x)=—8cos2x

Como f”(0+mk) =0 vy f”'(g+nk)¢0 entonces la funciéon f(x) tiene como punto de inflexion

2x=0+2mk=x=0+mk: ke Z

en todos los puntos de abscisa x=0+ 7Ky x:0+%k.

11. La solucién:

X

X +k

fix) =

g -2x+ k)

fix) =
(x* + k)

e*(x*—2x+k)=0= x*-2x+k=0= Para que exista una Unica solucién se debe verificar

que k=1 = la solucién Unica es x=1.

T
2x=;r+2:rf<=>x:T+;rl::I:eE




X V2
B e x—1
f'(x) = f,_ ; =f(1)=0
x4+ 1)
X ; I | 2 \
N g x—-11x" =3x" +5x+ 1
ix) = : N 3 3+ U :'Jr"[”:ﬂ
ix 4+ 1)

i',"rrrl:-}:.-:I -

O+ 1)
=M1 =0

Por tanto, en x = 1 no hay ni maximo ni minimo relativo.

g (x" —6x" +21x* = 36x + 1557 + 18x - 5) _

£~ EDITEX
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12. La solucién es:
La funcién es f(x)=x(x—1)° y su derivada f(x)=(x—1)? (4x—-1)

a) Estudiamos el signo de f'(x) :
1

Flxl=0=x-1 4x-1)=0=x=1; x:T

-+ +

& r
1 1
4

fo)<0  f [1—} =0 f2)>0
W2
. 1 . . 1
f(x) es creciente en 2,1 U (1,+0) y f es estrictamente decreciente en _OO’Z
b) Respecto a los extremos.

=17 4x=1);x=1P (4x-1)=0=

. (1 . . 1 -27
=x=1ix= i e ] f(x) tiene un minimo relativo en | —,——
L 4° 256
Mxi=ix=11{12x - A)
f1)=0
fl—1=0

c) Para ver la curvatura estudiamos el signo de la derivada segunda:
f"(x)=(x-1)(12x-6); igualando a cero: x:1;x:y2

+ - +

T
mMoy=0 [ T] <0 2)>0

f(x) es céncava hacia arriba en (— oo,%ju(1,+oo) y f es cdncava hacia abajo en [%,1]

d) Los puntos de inflexion vienen dados:
Mix)=x-1)012x-6) ; (x=1)(12x-6) =0
1

=x=1 x= 5
ix)=24x- 18
| — | # 0 = f tiene dos puntos de inflexién en

1 =TV o
(z 7)o

10
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|_RES

4.

M5

W 16.

H17.

M8

M9

W 20.

21

W22

W23

Descompdn el nimero 48 en dos sumandos tales que el quintuplo del cuadrado del primero mas el séxtuplo del cuadra-
do del segundo sea minimo.

Halla el ndmero positivo cuya suma, con 4 veces su reciproco, sea minima.

Halla las dimensiones del rectangulo de drea maxima inscrito en una circunferencia de 20 cm de
radio.

Se considera una ventana rectangular en la que el lado superior ha sido sustituido por un trian-
gulo equilatero, como indica la figura. Sabiendo que el perimetro de |a ventana es de 6,6 m, ha-
lla sus dimensiones para que su superficie sea maxima.

De todos los rectangulos de diagonal igual a 1, halla las dimensiones del de 4rea méxima.

Se quieren construir botes de enlatar de forma cilindrica con 10 litros de capacidad. Calcula sus dimensiones si se desea
que el gasto de material sea minimo.

Queremos disenar un envase cuya forma sea un prisma regular de base cuadrada y capacidad 80 cm?. Para la tapa
y la superficie lateral usamos un determinado material, pero para la base debemos emplear un material un 50 % mas
caro.

Halla las dimensiones de este envase para que su precio sea el menor posible.

Halla las dimensiones gque hacen minimo el coste de un contenedor que tiene forma de ortoedro sabiendo que el vo-
lumen ha de ser de 9@ m3, su altura 1 my el coste de construccién por m? es de 30 euros para la base, 35 euros para la
tapa y 20 euros para cada pared lateral.

Una hoja de papel debe contener 18 cm? de texto impreso, margenes superior e inferior de 2 cm de altura y margenes
laterales de 1 cm de anchura. Obtén, razonadamente, las dimensiones que minimizan la superficie de papel.

Divide un segmento de 6 cm de longitud en dos partes tales que sea minima la suma de las dreas de los triangulos equi-
|ateros construidos sobre ellas.

Se desea construir un jardin, limitado en dos lados por un rio que forma un codo de 135° y los otros dos lados por una
valla ABC de 1,2 km de longitud. Halla las dimensiones del jardin de drea maxima.

M 24. En un jardin existe un paseo cerrado que consta de media circunferencia de radio 10 my de su didmetro correspondien-

te. En el interior de la figura anterior se va a instalar un parterre rectangular, uno de cuyos lados esta sobre el didametro
y el opuesto a él tiene sus extremos en la parte curva. El parterre se plantara de camelias, que ocupan 0,25 m? cada una.
(Cudl es el nimero maximo de plantas que pueden ubicarse?

11
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SOLUCIONES

13.Sean x y 48 — x los numero que hemos de buscar. La funcibn a optimizar es
S(x)=5x%+6(48-x)?= S(x)=11x* =576 x+13 824
o 288
S'I_XJ=22X—5?6:"22X—5?5:D:~X:—1

{7 L
§7(x) =22 = 5| “1318

La funcidn S(x) presenta un minimo.
288 240

Los numeros buscados son: ?y 1

' 288
:I}G:EI'IX=T

14. La funcién a optimizar es:

. 4 x*+ 4
Sl=x+— =
X X
2 2
X' -4 X' -4
§x) = — = —=0=x=2;x=-2
X X
oy _ O
¥ = — = 5"2)>0y5"=2) <0
X

La funcidn s(x) presenta un minimo en x= 2
El numero buscado es x = 2.

15. El area es:

Como x°+y?=1600= y=4/1600- x* e

= A(x) =x V1600 - x* = V1600 x* —x* : -\

3200 x —4x*  _ 1600 - 2x* ‘
2V1600x —x* V1600 - \

I Lafuncién a opti-
| mizares A=x-vy
| )

Allx) =

x

1600 -2 =0=x=+20V2

2x'— 4800 x

Aix) = :
(1600 —x3) V1 600 — x2

A"20V2) <0y A"=20V2) > 0

La funcién A(x) es maxima para x=20+/2 e y:20\/§ . Por lo cual, el rectangulo de area
maxima es un cuadrado.

12
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16. La funcién a optimizar es:

y-y3

A=x-y+———
Y 4

Como 2x+3y=6,6= x=M

La funcion a optimizar en una sola variable es:

6,6y —3y° V3 y?

Aly) = + _
) 5 ]
o 13,2v -6yt 4432
= r‘£l|}.l = / ] ;
4
13,2 12y + 2 \V3y _
.l
—0=y=—22 __q5m
12 -2V3
— ] ey
Aryy= 2E2NV3 5y <0

Luego la superficie es maxima para y=1,5m x=1,05m.

La ventana es un rectangulo de base 1, 5 my altura 1, 05 m y un triangulo equilatero de lado
1, 5m.

17. El area es:

La funcién a maximizar es A=Xxy. I

2, .2 2 v T~
Alser x*+y =1=>y=41-x ~——
La funcidn a optimizar en una sola variable es: x

Ax)=x V1-x2 = A@x) =Vx2_x*

e 3
A= 22 0 o 2-40=0 = x= 2
2V1 - 2

A

y x=- 22

2

2

- . . 2
La unica solucién con sentido es x:?. Para este valor la altura y vale y:?.

13
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18. Sea r el radio de la base del cilindro y h su altura. La funcién a optimizar es:

/
A=2xr’+2rh ;}
., . 2 10 \\--————f
La relacion entre las variables es 7r°h=10 0 h=—; N
Tr
La funcion a minimizar expresada en una unica variable es: .
- r -
20 o
A=2nr+ = —
p N
Derivando obtenemos:
) 20 ) 40
Aln =4rr - — Al = 4T+ —
r r

5
Alri=0 = 4m°-20=0 = rr=— = r=1,17
A"(1,17)=28,8 =0

Las dimensiones del bote de enlatar de material minimo en las condiciones dadas son:
Radio =1,17dm vy altura =2, 33 dm

19. La solucién es:

Sea x la medida del lado de la base e y la medida de la altura lateral.
La funcién a minimizar es f(x, y)= x*+1,5x* +4xy
. . 2 , 80
La relacion entre variables es x“y =80 es decir, y=—.
X
La funcién a optimizar expresada en una Unica variable es:

320
X

fix)=2,5x% +

Derivando, obtenemos:

320 R &40
5 ixl =5 + pE
X

f(x) = 5x —
fix)=0 = 5x'-320=0 = x' =64 = x=4
f"4)=15=0

Las dimensiones del envase son:
Lado de la base =4 cm
Altura lateral = 5 cm

14



20. Sean x e y las medidas de la base. La funcion a optimizar es:

flx, v = 30xy + 35xy + 40(x + v)

. . . 9
La relacion entre las variables es xy =9, es decir, y=—
X

La funcién a minimizar expresada en funcién de una Unica variable es:

. 360
fix) =585+ 40 x +

Derivando, obtenemos:

i 360 ) 720
Fix) = 40 - — fix) = —=
X X

flix)=0 = 40x°-360=0 = x'=9 =

= x=-3 yx=3

Para x = 3 obtenemos un minimo.

Las dimensiones del contenedor de coste minimosonx=3m ey =3 m.

21. El problema queda:

Llamando x, y a las dimensiones del texto impreso, S—

obtenemos que la funcién de optimizacién buscada es:

S=+4)Xx+2)=xy+2y+4x+ 8

y+4

Expresando esta funcion en una sola variable mediante:
18
xy=l=y=—
X

36 i 4x* + 26x + 36
SxI=18+ — +4x+ 8= 5x) = + +
X X

4x* - 36 4x* - 36

—_—
x? x?

iy = =0=x==+3

-

S"x) = é y 533 =0
b
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Por tanto, la superficie de la hoja es minima para x = 3 cm y = 6 cm, es decir, la hoja tendra

por dimensiones:
X+2=5 cm de anchura

y+4=10 cm de altura.

15
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23.
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La solucion es:

Llamando x a una de las partes, la otra tendra por longitud 6 — x.

La altura de un triangulo equilatero de lado | unidades viene dada por: % unidades.

La funcién a optimizar es:

x\V3 _  B-x V3
'.E—X.l‘—

]

dx -12)=4x-12=0=x=3cm

)

§'x) = —— - 4=V3=5"(3)>0

Por tanto, la funciéon se hace minima para x = 3 cm.

Luego el segmento dado se divide en dos partes iguales de longitud 3 cm cada una de ellas.

La solucion es:

A

f |
[ X '

Sea x la longitud de la mitad de la base del parterre e y la longitud de su altura.
Debe ser maxima el area el area del parterre, es decir, la funcién:
A=2xy

La relacién entre las variables es x*+ y*=1000 y=4/100- x*

16
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La funcién a maximizar expresada en términos de una Unica variable es:

_ 200-4x

A(x)=2x/100-x* que derivando: A'(x)="———
\100—-x

4x* — 600X
(100 = x% - V100 - x?

Ay =

Axi=0 = 200-4x*=0 = x=-%50, x=v50

A"IVEDI = -8 <0

Para x=+/50 m existe un maximo.

Las dimensiones que hacen maximo el parterre son x=2+/50 me y=+50 m; el area maxima
vale 100 m* .
En esta superficie puede plantearse 100:0,25=400 camelias.

La solucion es:

s x

Sox y

Sea x e y las longitudes de los segmentos que aparecen en el dibujo.
El area del jardin sera:

1
A= — x?+xy
2 !

La relacion entre las variables es 2x+ y=1,2.
La funcién a maximizar expresada en términos de una variable es:

1 3
A= —x+x(1,2-2x) = A=-—x"+12x
2 2

Derivando:
Alx)==-3x+1,2
A'(x)=-3

Alx) =0 = -3x+12=0 = x=04

Para x = 0,4 la funcién tiene un maximo.

Las dimensiones del jardin de area maxima son 0, 4 km para el lado mas corto y 0, 8 km para
el lado mas largo.

17
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ACTIVIDADES FINALES

25,

6.

H27.

W 28.

Il 29.

Il 30.

W31

32

Il 33.

W34

W35

Il 36.

Comprueba que la funcién f(x) = x@ — 2x2 + x + 1 verifica el teorema de Rolle en el intervalo [0, 1].

Estudia la derivabilidad de la funcién 1- %/F y analiza si la funcién verifica las condiciones del teorema de Rolle en el
intervalo [-1, 1].

. . T v . . .o
Consideramos la funcién f(x) = e"(g— x) sen® x. Prueba que existe, al menos, un nimero real x,, con 0 < x, < S tal

que f'(x;) = 0.

Se considera la funcién f(x) = x22. ;Existe un intervalo [a, b] en el que se pueda aplicar el teorema de Rolle a la funcién
f(x)? Justifica la respuesta.

Consideramos la funcién f definida en el intervalo cerrado [0, 2] y dada por:

- iD<x<
f(x)={x 12x+1si0=x =1

ax® +bx+c sil<x=2

Encuentra los valores de a, by ¢ para que se pueda aplicar el tearema de Rolle en dicho intervalo. Halla el valor o los va-
lores de x a los que se refiere el teorema.

. . 1-cosx sl x=0 .
Halla el valor de a para el cual se puede aplicar el teorema de Rolle a la funcién f(x) =+ | ‘ en el inter- 1
X“+ax s x=0 6

T 1 1
valo [_E' 1} . Encuentra el valor de c que indica el teorema.

Demuestra que la ecuacion x* + x2 + x = 2 tiene una Unica solucién en (=1, 1).
Prueba que las funciones f(x) = x» y g(x) = e~ se cortan en un Unico punto en el intervalo (0, 1).

Aplica el teorema de Cauchy a las siguientes funciones en los intervalos indicados:

a) flx)=x2-2x+3 y glx)=x*-7x*+20x-5 enl[-1,1].

b) flx)=e> y glx)=e*+2 en0,2].

Estudia si se puede aplicar el teorema de Lagrange a las siguientes funciones en los intervalos dados y, cuando sea posi-
ble, halla el valor de ¢ que da el teorema:

a) flx)=2x2 - 7x+ 10 en [2, 5].

b) F(x) = ¥x* =2 en -1, 11.

1/x si—2=x=-1.

Dada la funcién f(x) = :
(x2=-3)/2 si-1<x=<0

a) Prueba que f(x) cumple las hipdtesis del teorema del valor medio en el intervalo [-2, 0].

b) Determina los puntos cuya existencia afirma dicho teorema.

Halla los valores de x = [0, 2x] en los que la funcién f(x) = e* - cos x presenta extremnos relativos y/o puntos de inflexion.

18
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SOLUCIONES

25. La funcién f(x) es continua en [0, 1] por ser una funcién polinémica.
La funcién f(x)es derivable en [0, 1] al ser una funcién polinémica.
Ademas se cumple:

f(0)=1y f(1)=1

El valor del interior del intervalo (0, 1) que anula la derivada de la funcién f(x)es C:%.

26. La funcion no es derivable en todos los puntos del intervalo (- 1, 1) al no ser derivable en el
punto x = 0.

En el origen se cumple f’(0)=oy por tanto, no se verifican todas las hipotesis del teorema de
Rolle.
La grafica de la funcién en el intervalo [- 1, 1] es la siguiente:

b ]

27. La funcién f(x)del enunciado cumple las hipétesis del teorema de Rolle al ser:

o w
— Continua en [DJ JT]

: T
— Derivable en (D, J? ]

—f0)=0y r’(';i)= 0.

La tesis del citado teorema nos asegura la existencia de x; ( 0, - ) cumpliendo #'(xg) = 0.

19
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28. No existe el citado intervalo, ya que :
— La funcidn es par fi—x) = f(x).

— La funcidn es decreciente en (—==, 0) y creciente
en (0, +==).

— La derivada en el origen no existe al ser {'{0) = ==.

Todo ello puede verse en la grdfica:
LY

29. La funcién tiene que ser continua en x = 1 y debera cumplirse:
-10=a+b+c

La funcion tiene que ser derivable en x = 1 y se cumplira:
-9=2a+b

Se cumplira: f(0)=f(2); es decir, 1=4a+2b+c.

La solucién del sistema:

a+ b+c=-=10 a= 20
2a+ b = -9 g5 b =-49
4a+2b+c= 1 c= 19

El valor al que se refiere el teorema es ¢c=49/40¢€ (0,2) en el cual f’(j—gjzo.

30. La funcién f(x) ha de ser continua en el intervalo dado. Veamos su continuidad en x=0:
f(0) =0 ; lim(x*+ax)=0 ; lim(1-cosx)=0 . Por tanto la funcion es continua en el
x—0"

x—0"

intervalo dado para cualquier valor de a.
La funcién ha de ser derivable en el intervalo (—%,1)

f,(X):{senx SI. x<0 £ (0)=0 : £.(0)=a
2x+a si x>0

Para que sea derivable en x=0 ha de ser a = 0.

f(—gj =1—cos(—gj =1 y f(1) = 1 coinciden las ordenadas en los extremos del intervalo.
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31.

32.

33.

34.
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Luego la funcién dada verifica las hipétesis del teorema de Rolle en el intervalo (—%,1} .

Entonces existe al menos un valor en ese intervalo en el que la derivada de la funcién dada
se anulayelvaloresc=0

Consideremos la funcién f(x)=x®+x*+x-2. Esta funcién verifica las hipétesis del teorema
de Bolzano en el intervalo [-1,1], luego existe al menos un valor ¢ en el intervalo (-1,1) en el
cual la funciéon se nula.

Como f'(x)=3x*+2x+1 esta funcién f(x) es estrictamente creciente en el intervalo dado por
lo tanto la solucién ¢ es Unica.

Consideremos la funcion h(x)=x*—-e™*. Esta funcion verifica las hipotesis del teorema de
Bolzano en el intervalo [0,1], luego existe al menos un valor ¢ en el intervalo (0,1) en el cual la
funcién se nula.

Como h'(x)=2x+e* esta funcién h(x) es estrictamente creciente en el intervalo dado por lo
tanto la solucion c es Unica.

En cada caso:

a) Las funciones f(x) y g(x) verifican las hipotesis del teorema de Cauchy en el intervalo dado
puesto que: son funciones continuas en [-1,1], derivables en (-1,1) y no anulan a la vez sus
derivadas. Por tanto aplicando el teorema de Cauchy tenemos que 3 ce (-1,1) tal que:

f(c) f)-f(-1) 2¢c-2 -2

- = esdecir —H—-——=—
gc) g)-g(-1) 3c°—14c+20 21

;  c=0,14

b) Las funciones f(x) y g(x) verifican las hipotesis del teorema de Cauchy en el intervalo dado
puesto que: son funciones continuas en [0, 2], derivables en (0, 2) y no anulan a la vez sus
derivadas. Por tanto aplicando el teorema de Cauchy tenemos que Jce (0,2) tal que:

fe) _ 12)=10) o gecir 2e” e -1 . c=1,434

g(c) g(2)-g(0) e

La solucion en cada caso:

a) La funcién f(x) verifica las hipétesis del teorema de Lagrange puesto que es continua en el
f(5) - f(2)
—— es

intervalo dado y es derivable en (2,5). Por tanto _3ce (2,5) talque f'(c)= 3

decir ¢ = 3,5.

b) La funcién f(x) no verifica las hipo6tesis del teorema de Lagrange ya que no es derivable en
x = 0, por tanto no es derivable en (-1, 1).
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35. En cada caso:

£~ EDITEX

a) la funcidn es continua en el intervalo [- 2, 0] al estar formada por dos funciones polinémicas

y cumplirse:

x? -

+ .
¥ — =1 <

=-—1.

lim (l) = [im

¥ ——1"

La funcion es derivable en el intervalo (- 2, 0) al cumplirse:

fi=171==1 vy =17 =-1.
b) Los puntos cuya existencia afirma el teorema son:
3 ( 1 ]
2 W2

flc)=- = frl=——
0—i=2) 2

Por tanto los puntos buscados son —% y —2.

36. En cuanto a esta funcion:

e L . 4 . . 5n
Esta funcion tiene un maximo relativo en X=Z , un minimo relativo en X=T y dos puntos de

inflexibon en x=0y x=m.
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W 37. Halla 2y b para que se pueda aplicar el teorema de Lagrange a la siguiente funcién, en el intervalo E 3}

In(x=1°+a s 1<x=2
flx)= 2
bx* —6x s 2=x<4

M 38. Halla el punto de la grafica de la funcién f(x) = In x — 1 en el que la recta tangente sea paralela a la secante que pasa
por los puntos A(1, =1) y Ble, 0).

W 32. Como aplicacion del teorema de Lagrange demuestra que si una funcion v = f(x) es continua en [a, b], derivable en (a, b)
y f(x) = 0 en todos los puntos del intervalo (a, b), entonces la funcién v = f(x) es constante en el intervalo [a, bl.

W 40. Sea f una funcién continua y derivable tal que f(0) = 3. Calcula cuanto tiene que valer f(5) para asegurar que en [0, 5]
existe un c tal que f'(c) = 8.

W41, Demuestraque e =1+ x con x=0.

M 42. Prueba que si x> 0, se cumple: ﬁ <Infx+1 =< x.

M 43. Haciendo uso del teorema de Lagrange demuestra que cosb-cosa<b-a.

W 44. Calcula los siguientes limites:

a) Hmw f m {(05 (lﬂ k) J’fmw
x—0 X Hstes \ X, o=l X
b) fim [x* - 2x}° g fim x[&b -1] D lim g X
=
1
@ ly-o] v imte=t19 5 g ey
&) fim| 2 —_2 i) fim xine-e" n fim| -1
x| SBNX m— X x=0* =t Inx  x-1
tox i
e) lim(x*=2x)Inx i) lim (—2) f) Jim (cos x + x)="~
x—0 =0 | Gl

W 45. Halla 2y b de modo que se cumpla la siguiente igualdad:

. osenlx
lim ———=
x=0 hx? + ax

W 46. Halla b, cy d en la funcién f(x) = x3 + bx? + cx + d para que tenga un punto de inflexién en (1, —3) y la recta tangente
en el punto de abscisa 0 tenga por pendiente 3.
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SOLUCIONES

37. La solucién es:

e f(x) ha de ser continua en el intervalo dado. Para ello observamos que es continua por la
derecha en x = 3/2 , por la izquierda en x = 3 y falta ver que sea continua en x = 2 que es
el punto del intervalo en el que cambia de definicidn.

fe)=a ; l/’rg(bxz—6x)=4b—12 ; l/'m(ln(x—1)2+a)=a

X—2"
Por tanto se tiene que cumplir que 4b — 12 = a.
e f(x) ha de ser derivable en el intervalo (3/2, 3).

i si 1<x<?2
f(x)=1 x—-1 f.2)=1 ;1f,(2=4b-6

2bx—-6 si 2<x<4

Por tanto debe ser b=7/4 y a=-5

38. Se debe verificar que f’(x):ﬁ luego el punto buscado es (e-1, In(e-1) — 1).

39. La funcién f(x) dada verifica las hipétesis del teorema de Lagrange en el intervalo [a, b] por
tanto aplicando este teorema tenemos:

f(b)—f(a)
b-a
f(a) = f(b) por tanto la funcién es constante en el intervalo dado.

dce(ab) De modoque f(c)= y como esta expresién es nula tenemos que

40. Teniendo en cuenta el teorema del valor medio se cumplira:

) fi5) — fl0) f(5) - 3 .
fr[C]z# = B:; = fi5)=43.
5-0 5

41. Aplicamos el teorema de Lagrange a la funcién f(x) = €* en el intervalo (0, x). Esta funciéon f(x)
es continua en el intervalo [0, x] y derivable en (0, x) por lo tanto 3ce (0,x) de modo que

C=e*—1 e* —

.Comoc>0 ,e°>1dedonde
X X

>1

Por tanto de aqui deducimos que €* > x + 1 esto para x>0. La igualdad es evidente que se
cumple para x = 0.
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42. Aplicamos el teorema de Lagrange a la funcién f(x) = In(x + 1) en el intervalo (0, x). Esta funcién
f(x) es continua en el intervalo [0, X] y derivable en (0, x) por lo tanto Jce (0,x) de modo que

1 In(x+1)
c+1 X
1 In(x +1) ,
Comoc >0entonces 1+c>1y m<1 de donde ———— <1 es decir que In(x+1)<x
Por otro lado ¢ < x entonces 1+C < 1+x Yy 1 .1 gedonde 1 Mx+1 oo
1+c 1+x 1+ x X

decirque In(x + 1) >

. De este modo tenemos demostrada la desigualdad para x > 0.
+ X

43. Aplicamos el teorema de Lagrange a la funcion f(x) = cos x en el intervalo (a, b).

Esta funcion f(x) es continua en el intervalo [a, b] y derivable en (a, b) por lo tanto
cosb-cosa

dce(ab) demodoque -senc= B <1 de donde se deduce la desigualdad
-a
buscada.
44. Los limites quedan:
I.-'E.I I/i"\l
- ), - i)
X—sonx 2 1 —cosx 24
a) Illlr e e— = Illlr.r-” s E— =
¥ 0 X I'Hapital » . Ix L'Hapital
® ® |
0/ 5em X o/ Cos X
= lim = fim = —
LHépital x 0 BX LUHépital x .0 6 (&)
() i
b) Jim (x* = 2x)" = Haciendo M = lim ix* = 2x)*
¥ — 0 ¥ — 0

v tomando logaritmos, obtenemos:

Y

: 2
In M =1In { lim " =2x)" ] =Ifmx -In(x"=2x) =

g | ¥ —0
2x=2

T O

[0 o) . . —_ —

o In (x* = 2x) o/ u

= Ifm L= iim T o =
cso L UHepml g 7
x}.‘

2 x=1)-x
= lim — J =0
x—0  2X(x-2)

Portanto, h M = 0= M= [im (x" — Exgl": =1
¥ — 0
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1 g —1—x o/
C) lim | — - < = i _ =
v =L X a — 1 ¥ a0 X8 —X LHipital
0Y . o
L\-D-f’ g =1 WO
= M 1 s
LHépital o . o= 8 + X & — 1 LHapital
o
\o/ g 1
= m —=—
L'Hapital ¥ 0" 2o 4 x o 2
L {,)
N e 5
2 200 -
d) ffm ( - ) =
¥ L Sen x T—X
o
\Ef' Im—2x-2senx _
LHepial e (m—x) - sen x
(1 o
\a/ —2-2cosx R

= lim =
L'Hapital X gt —SEN X + ':_JT—XJ COs X L'Hapital

(o
N2/ 2 sen x
HERa T : . =0
P g —COS X — CO5 X — (T — X) 5en x

e) lim(x* -2x)inx=lim—"-—=
x—0 x—0

K Goo) cos 1—}—1 (D
Iim x[cos(—]—q = Iim X \:
K —s 4o VX X —3 oo 1_ L'Hapital
X
TENARE
o _ L O
® sen(2) (==
= i =0
UH3pital . 1
xz

Por tanto, el Iimite pedido vale:

lim [cos (1?)]:: =e"=1

X — 4o
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| oo

9) Iim x[VB=1]= lim x [ —1] =

K o— o X — 4o

- o
ey pr 1
= Iim =
¥ s g 1_ L'Hapital
X P x
(o b”"-fnb-(i.)
l@a X inb
UHépital, _, .. _ ] B
=
F o D=0l
b1 ST
h) lrm [X—H-tg(—) =
x— 1" X 2
N _ : WX\
{01 ee (x =11+ sen| — =
= im ( 2 ) L\ZJ
¥— 1t ( Find ] L"prita|
cos| —
2
P T
71 R BT R
.\%} sen( )+|__x 1] >
o= fim - ——
LHn:||:||t:LI,(_:’-|+ __-qefj(ﬂ
L2
_ 2
T
iy lim
x — 0 x'lntz_ex:l

£~ EDITEX

Este limite presenta la indeterminacién 0°. Resolveremos esta indeterminacién tomando

logaritmos neperianos:

M= lim x"* ' =Ih M = .I[I]|: fim x

X — 0 x—0"
0-o)
i X =
=lm h2-e")-Ihx =
x — 0
CI--\' I@I
o Ry
= lim In x =
¥ —s O —_l— L'Hépital
hniz2-g&4
I@I x 2 x (o
hed i 2 =€) In*(2-e") &
LHzpital x s 0F x-ée L' Hépital
{1
I'\\.O_/l

= 2-eh-2e"Mh(2-69

|_r|_|'=' | fim
pita s O frxe

Portanto: In M=0=M=1= [im x"% %' =
x—=0

n [2—e*]i| .
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tgx
. . (1 . .
j) Llamamos a //ng(—2 = M tomando logaritmos neperianos obtenemos:
X—> X
. 1 . 2Inx . 2sen’x , _4senxcosx
InM=Iim tgx-In— = Iim =lim = lim——————=0 de donde M=1
x—0 X x=0 cot gx x—0 X x—0 1
@
K) fm X COSX—senx o/
X0 X L' Hepital
9
W) COS X — X Sen X — COs X
UHapital . o 3x° -
[y
—-sen x N\ —COS X -1
= lim —— = =
X —0 3x L Haopital x—=0 3 3
f WOOS X < .
) lim (tgx)™" = (=")= Llamando:

X a2

M= lim (tg x)™ "y tomando logaritmos:

X -2
-
InM = lim cosx-Inltgx) =
X —at2
(6-) (T
ey i Initgx) ‘&
= [i2] =
P L'Hépital
COS X
i 1+ tg_:f X
o U
T/ (g x COS X
= lim —@wenx = lim —— =
UHépital . zoip ——=— ¥ —x2 sent X
oS X
Portanto, n M=0= M= [im (tgx)™" =1
X a2
P x.lU“l lim 1 a+b" %
i e N e
¥ =0

/"[;T\I
lim a+b&=2 Ikﬁj lim a“na+b™inb
- pA—0 z —

px—0 2

L'Hapital

Ina+inb e
L LES InVab f
8= 2 ="' =v/a-
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1 1 oA
n Mm | —- | =
v 1+ I x x—1/
::;"‘"“ |KE" |
o x=1-lhx ‘o
= m ——= =
« 1+ = 1)Inx LHapital
1
ST 1 — —
I\E’I Ir X
= m Y—1 =
LHpital . 4+ Inx +
X
Fay
¥=1 Lo/

= lim ———— =
¢ =1+ X-Inx+x—1 UHapital

()
Lo 1 1

= lim — =
LHapital - x-fnx +1-=1 2

o 2 . 2(cosx+ x-1 . 2(-senx +1
A) lim(cos x+ x)sex =€° ; Z = Iim ( ) im ( )
x—0 x—0 senx x—0 COoS X

Por tanto el limite pedido vale €2

sen2x . . 2cos2x 2 .
45. [im——-°2_ = (aplicando L Hopital) = Im =22~ =< de modo que a= 1 y b cualquier
=0 bx® + ax @p pital) x-03bx*+a a g éy d
numero real.

46. La solucién queda:
Las derivadas primera y segunda son: f'(x) =3x* + 2bx + ¢y f"(x)=6x+2b
Por tanto como f” (1) = 0 obtenemos que 6 + 2b =0

Como f(1) = -3 obtenemos que 1 + b+c+d =-3
Como f(0) = 3 obtenemos que c =3

De estas igualdades deducimos los valores buscados b=-3;c=3;d=-4
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ACTIVIDADES FINALES

ACCESO A LA UNIVERSIDAD

| Y8

48

49,

50

W51,

W52

W53

W54

55

W56

57

Estudia el dominio de la funciéon f(x) = Inx_:rz y determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento.
X

Estudia los intervalos de monotonia y los extremos de la funcion f(x) = In_x Como aplicacion, prueba que si x> 0,
X

entonces x® < ex.
Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento, méximos y minimos relativos y absolutos de f(x) = x? — 2lx| + 2 en el
intervalo [—l 2}
2" 20
Estudia la concavidad de la funcién f(x) = ™ (x* + 4x + 3).

Determina un punto Pde la curva y = 12 — x2, con x > 0, de forma que el drea del rectangulo determinado por los ejes
y las rectas paralelas a ellos que pasan por Psea maxima.

Halla la ecuacién de una recta gue pase por el punto (3, 2) y corte los ejes coordenados determinando en el primer cua-
drante un triangulo de area minima.

Halla los puntos de la curva 2 = Bx cuya distancia al punto (6, 0) sea minima.

iCudl es el volumen maximo que puede tener un cono circular recto de 1 metro de generatriz? (Recuerda que el volu-
men de un cono es un tercio del area de la base por la altura).

Calcula los siguientes limites:

Y= el — COEeC X l

3) h‘mu ) lim(1+senx) 2 ) Jim(e® —5x)
#=0 X —senx =0 )

b) fim 19X = enx d) J’fm(g— 2 ) o fim an(x_n

#=0 X —Senx =0\ x  e*—1 T _3x12

Las graficas que se muestran a continuacién corresponden a una funcién f, a su derivada ' y a otra funcién g. Todas ellas
estan definidas en un mismo intervalo. Desafortunadamente, al componer el dibujo (en el que se muestran también los
ejes), las graficas han sido colocadas al azar.

Identifica de forma razonada cudl de ellas corresponde a f, cudl a f' y cudl a g.

(A) (B) ©)

Prueba que la ecuacion x® — 2x2 + 3x = 3 admite una solucion y sélo una en (1, 2).
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SOLUCIONES

47. La solucién:

Domf={xe R |x>0]=(0, +=

Determinamos la monotonia estudiando el signo f'(x).

Fx) = 2Mhx-3

' X

- + i~ - 3

0 p

_3 _3
f(x) Es estrictamente creciente en (0, e 2] y estrictamente decreciente en (e 2+ OOJ .
48. Queda:
X 1-Inx
X

 Determinamos la monotonia de f(x)estudiando el signo de f'(x)=

O
f(x) es estrictamente creciente en (0,e) y estrictamente decreciente en (&,+ )

e Determinemos los extremos:
1 -Inx
=0=1l-hx=0=x=8

fix) = ———
XJ

i 2-lhx-3
X = _— o) < 0.
X

f(x) tiene un maximo relativo en el punto [e,—j
e
La funcién f(x)solo esta definida para x > 0 por la monotonia y la existencia de maximo en

fii=lfo=hxxzlle=eohxsx=

( 1) .
e,— |, podemos escribir que
=hxsx=
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49. Queda:

flx)=x" -2 |x|+2 = ::

. . 1 3
fix) en el intervalo {— — —] es:
2 2

Mondtona creciente en |:— ;— t]] I [1 % ]
Mondtona decreciente en (0, 1)

Tiene un minimo relativo en (1, 1), pues
fix)=2x-2=0D=x=1{x=0)

fix)=2={{1)>0= Minimo (1, 1).

En x = 1 tiene un minimo absoluto que vale 1 y en x = 0 un maximo absoluto que vale 2,
como podemos ver a traves de la grafica.

50. Para estudiar la concavidad de esta funcion vemos el signo de la derivada segunda.
=" (= =2x+ 1)
fix) =" (x¥*=3)

4:"+"n1" "L_‘-"+"L

e
s L
3

! +33

f(x) es concava hacia arriba si f’(x)>0, es decir en (—oo,—\@)u(+ 3,+oo) y concava hacia

abajo si f’(x)<0, es decir, en (—\/§,+\/§),

51. El punto buscado es de la forma (X,12— x2)
Area = x- (12— x*) esta funcién alcanza el maximo relativo en el punto (2,8).
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52. La solucion:

) AN X
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La ecuacion de la recta que pasa por el punto P(3,2)y corta a los semiejes positivos es:

v—2=mix-3) con m<0.
El area del triangulo de vértices OAB es:

i1 _ )
A[222 o)y BO,2-3m)

. m
Derivando :

_—18m°+8 4-9n7 4

A= == L A ()=

3

N 3

A(x)=0 = -18m*+8=0 = mzig
2\ 27

Para m:—g, A’ —= |=—>0 vy existe un minimo.
3 3 2

La ecuacion de la recta buscada es:

.u|m

V—2=— x-3) & 2x+3y=12

53. Los puntos buscados seran de la forma P(x,t+/8x)
La funcién a optimizar es:

dix) =Vix—62+ (=VBx -0 =Vx? —4x + 36

2% — 4 _ X -2

d’(x) = . = —
2VxP—4x + 36 Vx? —4x + 36

=

=xX-2=0=x=2

32

d"ix) = S
(x?— 4%+ 36) Vx2—4x + 36

d"i2) =0

Por tanto, para x = 2 la distancia es minima. Los puntos buscados son

L P(2,+4),Q(2,-4).
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54. El volumen del cono de radio r y altura h es: V:%ﬂ réh

/)
/TN
La relacién del radio, la altura y la generatriz es: Jf LY
,
hY
Fehi=1 = rP=1-h" ;/ h \]
/
/ 1\
La funcién a maximizar es: ;,_r_______ "'--x:;‘
| | | S r_~
V=—am(1-h)h = V=—ngh-— gk’ T
3 3 3
Derivando:
V= % m—mh? V= _2mh
=Y i3
Vi=0= 1—:r—;rh2=0 = h=Y2 y h=o Y3
3 3
Para hzg, V”(§J=—2E§<O, la funcién presenta un maximo.
El cono de altura ?m y radio ?m tienen un volumen méaximo de %ﬂ'égzo, 403 m°.

55. Los limites son:

®
e — g™ —2x o/

a) fm —— — =
¥ 0l X —5&n x L'Hapital
(o . . N
T/ g +e -2 N
UHspital .o 1 —cosx LHepital
/"[;."\I )
T g _ ot T

L"H-:‘u_pital N T =1 I L"Ha:uiral

Y g + ™"

LHépital o . CoOs X
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®
tox —senx D
b) [lim BTN s
w0 X—s58nx UHépital
i o
@ p 1 +tg'x — cos x C@'
= .r =
LHgpieal 4, g 1 —rosx L'Hapital
N
o/ 2eg x (1 + tg'x) + sen x
= ‘Ir"_r =
LHapital ¢ sen x
201 + tg7x)
= lim U+ EY +1=3

x—=0  COSX

COSECK :r:l:"' xrznu LOSECE (] 4smnx—1)
c) Iimil+senxi 2z = =
x—0
lim senx
— X —0 2s8nk — E‘”z
[a]
d 2 2 28— 2x-2 @'
) Imi=—-—"——)=im ———— = =
x—0 X a = v—0 X&' —X  LHépial
o o
\a/ 2a" =2 \o/ 2e"
= m— =——-—_ = Iim—-——-7F=1
LHépital . g a _xdt 1 LHépital , . 2o + xe®
|/;,,':'
e) Iim (e* -5x" Q L
X — oo
Tomando logaritmos v operando:
o
Inie™-s5x) ‘=
InL= lim Inie*=5x)" = ffm e —>% \Q
X —om N — o X L’H-':-pital
e e y
I'\-._v"'ﬁ'_-"l 3931: - 5 @ 99“ o
= Im— 4 = [Iim—Y— =
UHépital X == € — 35X U'Hapital ¥ == 3& — 5 'Hapital
=) 276"
LHapital x — e 96
ON
sen ix—1) o/ cosx=1) _ .

m —————— = m
f) 1 ¥ —3x+2 UHépital , ¢ 2x-—3



£~ EDITEX

56. En cada caso decimos:

La funcidn f se corresponde con la grafica C.
La funcion f’se corresponde con la grafica A.
La grafica B queda para una cierta funcion g.

57. Sea la funcién f(x)=x>-2x*+3x-3, definida en el intervalo [1,2]. Cumple las hipétesis del
teorema de Bolzano al ser continua y tomar los siguientes valores en los extremos:
f()=—1y f(2)=3.

El teorema anterior nos asegura al menos una solucion en el intervalo (1,2).
Existe solo una solucion ya que la funcién f(x) es siempre creciente al cumplirse:
5

) 9 2
fixi=3x"—4x +3=3 [[x— ;] + —]:.»0.
3 ) 9
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