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Tema 8. Derivadas.
Teoremas de las funciones derivables. Regla de L"Hdpital

1. Derivada de una funciéon en un punto

1.1. Definicion
Una funcion f(x) es derivable en el punto x = a si

f(a+h)—f(a)
. .

existe el limite: Llrrg)
Este limite se denota por f“(a), y existe cuando

. - N - s
resulta un numero real finito. [ a4, ath

. Laderivada es el limite de un cociente de dos cantidades infinitesimales. El numerador
mide la variacion de la variable dependiente (la f (x)) cuando la variable independiente (la x)
pasa de a a a + h. El cociente mide la tasa de variacion media de una variable respecto a la
otra. Cuando se impone gue la variable independiente varie una cantidad infinitesimal (eso
indica que h — 0), lo que se esté calculando es la tasa de variacion instantanea de la funcion

f (x) en un punto determinado. Esto es, qué le pasaa f (x) cuando varia x en los alrededores

de un punto a.

Ejemplo:
Dada la funcion f(x) = —x* +4x, su derivada en el punto x = 3 es
£(3) = lim f(3+h)—f(3). 44
h—0 h

Como f(3+h)=—B+h)*+4(B+h)=-h*-2h+3y f(3)=3,se 7.
tendra:

2 2
f'(3):||'m_h —2h+3-3 | zh"-2h 0 —
h—0 h h—0 h /0 2 3 4\
_iim M2 i cho2) - 2
h—0 h—0

Luego, f(3) =—-2. (Este nimero indica que en el punto x = 3, la funcion esta decreciendo en
la proporcion 2 a 1: la razon que expresa la relacion entre ambas variables vale —2.)

1.2. Interpretacion geométrica de la derivada
La derivada, f"(a), es un niamero que da el valor de la pendiente

de la recta tangente a la curva f(x) enel punto P(a, f(a)).Esto  fa -
es, en larecta y =mx+n se tiene que m= f’(a) ; como ademas
la recta pasa por P (a, f (a)), se obtiene que la ecuacion de dicha

recta tangente sera:
y—f(a)=f'@(x-a).

Observaciones:

1. La tangente a una curva en un punto es la recta que mejor aproxima a la curva en ese punto
concreto. La derivada indica lo que variaria la funcién si se comportara linealmente (como la
recta tangente) en un entorno de ese punto.

2. La derivada, como la recta tangente, va cambiando segn cambia el punto de referencia.
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3. El lector atento recordara que la pendiente de una recta indica lo que la recta aumenta (si es
positiva) o disminuye (si es negativa) por cada incremento unitario de la variable x.

Ejemplo:

La recta tangente a la funcion f (x) = —x* +4x en el punto de abscisa x = 3, sera:
y-f@) =fQ3)(x-3).

Ycomo f(3)=3y (3 =-2,seobtiene: y—3=-2(x-3) = y=-2x+9.

1.3. Derivabilidad, continuidad y derivadas laterales.

Para que una funcion sea derivable en un punto son precisas dos condiciones:
1) Que la funcion sea continua en dicho punto.

2) Que las derivadas laterales existan y coincidan en ese punto.

. Derivadas laterales
Izquierda: f'(a”) = lim F@+N-1@)  Herecha f'@") = lim flarh)-f(@)
h—0" h h—0* h
La derivada, f'(a), existe cuando f'(a”)=f"(a").
Geométricamente significa que la tangente a la curva en el punto (a, f(a)) es la misma tanto

si se traza por la izquierda como por la derecha.
Las derivadas laterales no coinciden en los puntos angulosos, en los picos
de las funciones. Por tanto, en esos puntos no existe la derivada.

. Esta condicion es particularmente importante en las funciones definidas a
trozos. Para esas funciones resulta obligado estudiar las derivadas laterales
en los puntos de separacion de los distintos trozos.

. Continuidad y derivabilidad
La relacion entre derivabilidad y continuidad es la siguiente:
“si f(x) esderivableenx=a = f(x) escontinuaenx =a”
Comprobar que este resultado es cierto es relativamente sencillo, pues si f (x) es derivable en

f(a+h)— f(a)
. .

X = a, entonces existe Ihlng

De la existencia de ese limite puede deducirse que lim f(x) = f(a); o lo que es lo mismo, que
X—a

lim(f (x) - f(a))=0.

X—a

Para ello, se hace x =a+h, y se observa que si x — a, entonces h — 0; y al reves.
Por tanto:

wgﬂﬂ—f@»c>wyﬂa+M—f@»:Wﬁfw+?—f@»h:

:nm“@+?‘ﬂwﬁmh=r@0:o:yqum=ﬂm.

h—0

En consecuencia, si la funcion es derivable en x = a se deduce que es continua en x = a.

. El reciproco no es cierto: “si f(x) escontinuaen x =a = f(x) es derivable en x =a”
Para comprobar este resultado basta con dar un contraejemplo. EI mas sencillo es considerar
la funcion f(x) = |x| , que es continua en x = 0 pero no derivable. (El lector interesado puede

intentar demostrarlo).
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Ejemplos: 4 Jre) == +4x
2
., - X +4x, x<3 . !
a) La funcion f(x) = es continua y 3 5
-2X+9 x>3 2 y=-2x+9
derivable en el punto donde se unen las funciones a trozos, en x 1 -

= 3. Esto implica que se puede pasar de una funcion a otra sin . ————
cambios bruscos. (Recuerda que y =-2x+9 es larecta -1 [ 12 3 4 \Q

tangente a f(X) =—x*+4x enx=3).

g x*+1, x<0 _ S
b) La funcion f(x) = es continua en x = 0, pero

x+1 x>0
no es derivable en ese punto. (En el punto x = 0, la funcion hace

un cambio brusco, tiene un pico).

F(x)=x+1

2. Funcion derivada -2-1 1 1 2 3

La funcion derivada de una funcion f (x) es una nueva funcion que asocia a cada numero real
su derivada. Se denota por f“(x). Su definicion es la siguiente:
f(x+h)—f(x)

- :

F(x) = lim

Si y= f(x), seescribe y'= f"(x). También es frecuente escribir f"(x) = w 0y= g—y
X X

2.1. Derivada de algunas funciones
Para obtener la funcién derivada de cualquier funcion conviene seguir el proceso siguiente:
1) Dada y = f(x), hallar f(x+h).
2) Hallar y simplificar la diferencia f(x+h)— f(x).
f(x+h)—f(x)
™ :
f(x+h)—f(x)
h

3) Escribir y simplificar el cociente

. En el célculo de este limite suele estar la

4) Resolver el limite f'(x) = rI1|’m

—0

dificultad mayor.

Para las funciones usuales existen una serie de férmulas que dan su funcion derivada. Mas
adelante se dara una breve tabla con las mas frecuentes.
Aqui, para que se aprecie el método a seguir (y quizés la dificultad de ello) se obtendran las

dos mas faciles: la de la funcion potencial, f(x)=x";y la del logaritmo, f(x)=log,(x).
Pero antes, un ejemplo concreto.

Ejemplo:
La funcion derivada de f(x) = x* + 2x puede obtenerse asi:
1) Secalcula f (x+h):
f(x+h)=(x+h)*>+2(x+h) =x*+2xh+h® +2x+2h.
2) Se halla f (x+h)— f(x):
f(x+h)— f(x) =x* +2xh +h? + 2x+ 2h — (x* + 2x) = h* + 2xh + 2h.
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f(x+h)— f(x) h?+2xh+2h

3) Se forma el cociente: ™ ™

4) Se resuelve el limite:

2
£00 = tim "F 2020 g B +2X+2) i h 4 2x 4 2) = 2%+ 2.

h—0 h h—0 h h—0

Por tanto, la funcion derivada de f(x)=x*+2x es f'(x) =2x+2.
Si ahora se desea hallar la derivada en cualquier punto, basta con sustituir. Asi:

f'0)=20+2=2; f(-)=2--D)+2=0;f(-3)=2(-3)+2=-4.
2.2. Derivada de la funcién y = f(x) = x"
1) f(x+h)=(x+h)" =x"+nx"*h+ % X"?h? +...+h". (Esta expresion se obtiene
utilizado la formula de la potencia de un binomio).

2) f(x+h)—f(x)=(x+h)"—x" :nxr‘thr%x“h2 +...+h".

n-: n(n_l) n-2p 2 n

nx"*h + X"?h% +...+h

3) f(X+h)— f(X) _ 2! — an—l + n(n_l) Xn_2h+...+hn_1.
h h 2!

4) £ (x) = lim XM =109 :Iim[nx”‘l+Mx”‘2h+...+h”‘lJ:nx”‘l.
h—0 h h—0 2'

Por tanto, si:
f(x)=x"= f'(x) =nx"".

. Estaregla es valida para cualquier valor de n, positivo, negativo, fraccionario...

Ejemplo:
a)Si f(x)=x>= f(x)=5x".
B)Si f() =5 =x" = F()=-3x" =,
) Si f(X)=vx = f(x)_X%:> f'(x)_lx?l_lxé_ 1 1
2 2 2xt/2 2\/;'
1 1 n-1
d)Si F)=x = f(x)=x" = F)eixn oixn ot 1
n n 2X(n 1)/n n Xn_l
2.3. Derivada de la funcion f(x) =log, (x)
1) f(x+h)=log,(x+h).
X+h
2) f(x+h)—f(x)=1log,(x+h)—log,(x)=1log, —.
X
|Og XLh 1
3 fx+h)-f(x) _ 7> «x zilogax+hzloga[x+hjh.
h h h X

Recuerda: log, (x)" =nlog, X.
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4) Para determinar f’(x) se transformard la expresion para buscar un limite que dé lugar al
nimero e. Asi:

1 1 1
£ (x) = lim XM =T09 _ e, |oga(ihj“ —log, | lim Xth“ —log, | lim 5+1)“
h—0 h h h h

h—0 x—0 x—0

1
= Iog{eX} :
1

Como log, ex = 1 log, e, se tiene que la derivada de f(x) =log,(x) es f'(x) = 1Ioga e.
X X

_ _ _ 1
1 [5.5).1 x Tx
h hx)h

=log,| lim| 1+
ga h—0|

=|

= log,| lim{ 1+

x—0

=log,| lim| 1+

x| =]+~
=
N
o
< | =
x| =]~

Por tanto, si: f(x)=log, (x)= f'(x) = 1 log, €.
X

. . . . . 1
Un caso particularmente importante es el de neperianode x. Si f(X)=Inx= f'(x)==.
X

Ejemplos:

a)Si f(x)=log, x = f’(x):llogze. b) Si f(x)=logx = f’(x):lloge.
X X

Observacion:

Las funciones derivadas de otras funciones usuales, como f(x) =e*, f(x)=sinx,

f (x) = arcsin x ... se darén por demostradas. (El lector interesado las puede encontrar en
algunos libros de Matematicas Il de segundo de Bachillerato).

3. Reqglas de derivacion para las operaciones con funciones

Cuando las funciones no aparezcan en su forma mas simple o cuando intervengan méas de una
funcién se aplicaran las siguientes propiedades.

1. Derivada de una constante por una funcién:

FO)=k-f(x) = (FO)J=(k-f(x)J=k-f"(x).

Ejemplos:
a)Si y=kx" = y=knx"". b) Si y=7x> = y=75x" =35x".

c)Siy :_Tlx4 = y= —%-4x3 =—x°. d)Siy _2_ 2xt = y=2-(-Dx? :_—;2.
X X

2. Derivada de una suma o diferencia de funciones:

FO)=f()£g900 — (FO))=(f)£g(x))=f ()7 (x).

Ejemplos:
a)Si f(x)=5x*y g(x) =—4x° = (f(x)+g(x))=15x> — 24x°.

b) Si y:£+5—x+2x2 = y’:—iz—1+4x.
X X

Www.matematicasjmmm.com José Maria Martinez Mediano



http://www.matematicasjmmm.com/

Matematicas Il (Bachillerato de Ciencias). Andlisis: Derivadas 186

3. Derivada de un producto de funciones:

F)=(f-9))x) = f(x)-9(x) = (FO)J=(F()-g())= £ ()g(x) + f (g (x).

Ejemplo:
Si f(X)=4x>-2x+1y g(x)=3-5x*+2x" =
= (f(x)-g(x))= (8x—2)-B—5x* +2x*) + (4x* —2x +1)-(-10x +8x%) =
= 48x° —20x* —72x* +30x® +14x —6.
Si se multiplican antes las dos funciones y se deriva después, se obtiene:
f(x)-g(x) = (4x* —2x+1)-(3—5x* +2x*) =8x°® —4x> —18x* +10x® + 7x* —6X+3 =
= (f(x)-g(x))=48x> —20x* —72x® + 30x> +14x 6.
Naturalmente, el resultado es el mismo.

4. Derivada de un cociente de funciones:

F(X):w N (F(x))’:(f(x)) — f'(X)-g(X)— f(X)-g’(X).

a(x) 9(x) (9(x)*
Ejemplo:
. 3x% —2x+1 . (6Xx—=2)-(4x-1)—(3x? —2x +1)4 . 12x% —6x—2
S,y:—jyz( )-( ) (2 ) oy 12X 62
4x -1 (4x-1) (4x-1)

5. Derivada de la inversa de una funcion:

0 P SO (O S IO ¢
o= o=t = F091-{ 755 G

Ejemplo:

1 ~ —(6x-5)
3x? —5x +1j ~ (3x?—5x+1)?°
Evidentemente, esta funcién también se podria derivar como un cociente. Asi:

0{3x? ~5x+1)-1(6x-5)  —(6x—5)

1 — =
Ve exa1 )T (3x2—5x+1)2 (3x* —5x+1f

Para la funcion f(x) =3x* —5x +1 se tendra: ( fz )J =(
X

6. Derivada de la funcién compuesta:

F(x)=f(g(x) - (FO)=(f(9() = £ (9(x)-g' ().

Observacion:
La demostracion de estas propiedades no es dificil. A continuacion, y s6lo como boton de
muestra, se obtiene la formula de la derivada de un producto de funciones.

Demostracion de la formula de la derivada de un producto de funciones
Si F(x) =(f-g)(x) = f(x)-g(x), para obtener su derivada puede hacerse lo que sigue:
. Cociente incremental
F(x+h)—F(x) _ (f-g)x+h)—-(f-g)x) _ f(x+h)-g(x+h)—f(x)-9(x) _
h h h
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_ F(x+h)-g(x+h)—f(x)-g(x+h)+ f(x)-g(x+h)—f(x)-g(x) _

h
_ (F(x+h) = f)g(x+h) + f({g(x+h) —g(x)) _
h
_ f(x+hr)]— f(x)-g(x+h)+ (%) g(x+hr)l—g(x)'

. Pasando al limite se obtiene la derivada:
F(x) = Ll'ng( Tlx+ hg ~T g xe h)j+ Ling( f (-9 - g(x)j =

h
= 4im L XEM =T e (b - 1im £ () 4im S =9(0)
h—0 h h—0 h—0 h—0 h

7 (x)-g(x) + f(x)-g°(X).
Por tanto: (F(x))=(f(x)-g(x)f= f (x)g(x)+ f(X)g"(X).

4. Formula de la funcidon derivada de las funciones usuales

4.1. Derivada de potencias y raices
Son dos casos particulares de funciones compuestas: y = (f (x))n e y=2f(x).
Sus derivadas son:

y=(f) = y=n(f(x))""f(x; y =T = ye 1

. ) . ()
El caso particular de la raiz cuadradaes: y=./f(x) = y= )
p y=yf(x) =y 207700

Observacion: Las raices pueden considerarse como potencias de exponente racional. Por
tanto, para hallar la derivada de una raiz puede utilizarse la férmula de la derivada de una

funcion potencial. Asi, si y=1/f(x) =(f(x)"" = y= 1(f )N (x).
n

Ejemplos:

a) Si F(x) =(2x® —5x+3)*= F'(x) = 4(2x® —5x+3)%-(6x*> -5).
b) Si F(x)=vx®—x*+1 < F(X)= (x3 —x? +1)1/2:>

3x? —2x

2 —x2+1

= F(X)= %(xe’ —x° +1)71/2-(3x2 —2x) =

4.2. Derivada de las funciones logaritmicas

. Logaritmo en basea: f(x)=log, x = f(x)= 1 log, e.
X

Para la funcion compuesta: y =log, f(x) = y'= AN log,e.

f(x)
« Logaritmo neperiano: f(x)=Inx,conx>0= f'(x) = E.
X
. _ . (%)
Para la funcion compuesta: y=Inf(x) = y'= )
X
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Ejemplos:
a)Si y=log(3x* -5x+2) = y=———"loge.
) Sty =log( )= Y=o 5%
b) Si y=In@x* —3x) = y= 2 =3

2x* —3x

4.3. Derivada de las funciones exponenciales
. Exponencialde basea: f(x)=a* = f'(x)=a*Ina.

Para la funcion compuesta: y=a'®,a>0 = y=f(x)a'®Ina.

. Exponencial de basee: f(x)=e* = f'(x)=¢".

Para la funcion compuesta: y=e'® = y= " (x)e'®

Ejemplos:
a) y=10" = y=10*In10. b) y=3""" = y=(2x-4)3"*In3.

c) Si y=e2"¥ = y=(6x% —3)e> ¥,

4.4. Potencial-exponencial: Derivacién logaritmica
Se aplica cuando la variable x aparece tanto en la base como en el exponente de una potencia:

FO)=(F(9)".

El caso mas sencillo es F(x) = x*.
Para hallar su derivada se aplican logaritmos y después se deriva. Asi:
F(x)
F(x)

INF(Xx)=Inx*=xInx = “lnx+xt = F (x)=F(X){(Inx+1) =
X

= F'(X)=x"Inx+x*.

Para el caso general el procedimiento es el mismo. Tomando logaritmos neperianos en ambos
miembros de la funcién F(x) = (f (x))**, queda:

INnF(x) =In(f(x))°*” < InF(x)=g(x)-Inf(x).
Derivando miembro a miembro se tiene:

F O _ 4 x)- (%)
oo =900+ 9000
Despejando:
F(x)= F(X){g'(x)-ln f(x) +MJ .
f(x)

= F'()=(f))*“-g0)-Inf(x)+g(){F ()" (x).

Observacion:

1) Esta técnica de derivacién, consistente en aplicar logaritmos y derivar después, recibe el
nombre de derivacion logaritmica.

2) Los logaritmos pueden aplicarse también para simplificar los célculos.
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Ejemplos:

a) Para derivar la funcion f(x) = (3x2 +1)(4H) se hace lo siguiente:

1) Se aplican logaritmos: In f (x) = In(3x2 +1)(4H) = Inf(x)= (4x—1)|n(3x2 +1).

6X
=

3x° +1

2) Se deriva a ambos lados de la igualdad: % =4 In(3x2 +1)+ (4x -1)-
X

= /(%) = f(x)(4|n(3x2 +1)+ (4x-1) 3x§x+1J =

cron (o2 41 | 2 Y 6X
= /() =(3x* +1) (4In(3x +1)+ (4x-1) 3X2+J.

b) Para derivar la funcion f(x) = In(3x4 +2%° +1)5 se puede hacer lo siguiente:
1) Se aplica la propiedad del logaritmo de una potencia (In A" =nln A). Asi se obtiene:
f(x) =In(3x* +2x* +1) = 5In(3x* +2x* +1).
12x° + 4x 60x°> + 20x

2) Se deriva; f'(x)=5 = )
) ) X +2x2+1 3 +2x2 +1

3x*+4
X2

c) En el caso de un cociente es mas eficaz. Asi, para f(x) = In( J , Se tiene:

2
F(x) = |n[3xxj4j = INGX2 +4) — In(x?) = In(3X? +4)— 2In x =
, 6x 2 _ 6x°—6x°-8 -8
L S -8
X +4 X 3X° +4X 3X° +4X

4.5. Derivada de las funciones trigonométricas
Las reglas de derivacion de las funciones trigonométricas se obtienen aplicando las férmulas
trigonométricas y las propiedades de la derivada de las operaciones con funciones.

« Funcién seno: f(x)=senx = f"(x)=cosx.
Para la funcién compuesta se tiene: y=sen f(x) = y'= f"(x)cos f (x).
Ejemplos:
a) 1‘(x):sin1 = y= —izcosl.
X X X

sin x? . 2Xcos x?
= y=""""
5 5

b) f(x)=sin’x=(sinx)’ = f(x)=2sinx-cosx. c) f(x)=

« Funcion coseno: f(x)=cosx = f’(x) =—sen Xx.
Esta formula puede obtenerse teniendo en cuenta que:

f(x) :cosx:sin(x+gj = f(x) :cos(x+gj:—sin X.

Para la funcién compuesta: y =cos f (x) = y=—f"(x)sen f(x).
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« Funcion tangente: y=tanx = y'= =1+ tan’x.

cos? X
Estas formulas pueden obtenerse teniendo en cuenta que:

sin x . .
f (x) = tanx = —— = (derivando como un cociente) =
COS X

oS X-CosX —sin x(=sinx) _cos®x+sin®x 1
cos? x cos? x cos? x
f"(x)
cos? f(x)

= f'(x) =

Para la funcion compuesta: y =tag f(x) = y'=

Ejemplos:
a) y=cos?(x* —2x) = y'=-2cos(x* —2x)-sin(x* —2x)-(3x* - 2).

b) y=Incosx = y’:i-(—sin X) =—tanx.
COS X

c) y=xtan(5x—3) = y'=tan(5x—3) + x(1+ tan” (5x — 3)}5 .

4.6. Derivada de las funciones trigonométricas inversas
La férmula de la derivada de cada una de estas funciones puede obtenerse a partir de su
definicion. Aqui se hara sélo la del arcoseno.

« Funcion arcoseno: f(x) =arcsen X.
Por definicion: f(x) =arcsen X < x=sen f(x).
Derivando miembro a miembro se obtiene:

1= (s T0O}0) = f'(X)ZFf‘(x) - f'(x):,/l—s,i;2 f(x) = T 1:@ '
1

Por tanto: f(x) =arcsen x = f'(x) =

N

Para la funcion compuesta: y =arcsen f(x) = y'= F) -
1-(f(x)
Funcion arcocoseno: f(x) =arccos x = f'(x) = -1
T -k
. . - f7(x)
Para la funcién compuesta: y =arccos f(X) = Y= ————.
V1= (f(x))?
« Funcion arcotangente: f(x)=arctagx = f’(x) = ! 5
X
. _ , f7(x)
Para la funcion compuesta: y =arctag f(x) = y=——"-"—-.
1+ (f(x)

Ejemplos:
1 1

J1-(x=1)? ) Jax—x?

a) y=arcsen (x—-1) = y=
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b) y =arcsen (Ej = y= 4 1 1
4 \/ x)? 2 Ja—x?
-3
4
c) y =arccos(x?) = y'= _2X2 == _2X4 :
\/1—(x ) J1-x
2X 2X

d) y=arctag (1+x*)= y'= = .
)Y 9 )=y 1+(@+x%)*  2+2x* +x*

4.7. Tabla de la derivada de las funciones usuales
Resumiendo todo lo anterior puede formarse la siguiente tabla. En ella: ¢, n, ay e son
numeros; X designa la variable independiente e y o f representan funciones de x.

TABLA DE FUNCIONES DERIVADAS

Funcion simple Derivada Funcion compuesta | Derivada

y=c y=0

y=X y=1

y=x",VneR y=nx"? y=(f(x)",Vvn y=n(f(x)"f(x)
.1 X

y=1x N y=vie SPNITey

y=a*,a>0 y=a*lna y=a'™ a>0 y=f(x)a'™Inha

y =e* y=e* y=e'® y=f(x)e'®
.1 . f(x

y =log, X :;Iogae y=log, f(x) y= f((x)) log, e
.1 . f(x

y=Inx = y =In f(x) y=%

y=senXx y'= COS X y =sen f(x) y'= f"(x)cos f (x)

y = COS X y'= —sen x y =cos f (x) y'=—f"(x)sen f(x)

y = tan x y=1+tan’ x = coiz S| Y= tanf () y'= f'(x)(1+ tan® f (x))
.1 X

y = arcsen x y= T y =arcsen f(x) Y—m
, -1 . =X

y = arccos X y= T y = arccos f (x) Y—m
.1 X

=arctan x = — arctan f __ T
Y T ymarean (9 1+ (f ()

4.8. Derivadas sucesivas
A la funcion derivada de f“(x) se le llama derivada segunda; se escribe f""(x) . De manera

analoga se puede definir la derivada tercera: f"""(x), que es la derivada de la derivada
segunda. Y también la derivada de orden 4: f*(x) ...
A la derivada de orden n se le llama derivada n—ésima; y se escribe ™ (x).
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Ejemplos:
1. f(X)=—x*+4x = f’(x) =—2x+4. Laderivada segundaes f"(x)=-2.
2. f(x) = (— x* + 4x)(x3 - 2x) = f'(x)=(-2x+ 4)-(x3 - 2x)+ (— X2 + 4x}(3x2 - 2).
3 3(x* —=5)-3x2x —3x*-15
3. f(x)= = f'(x)= = :
( ) ( ) ()(2 _5)2 (X2 _5)2
La derivada segunda es:
g = ~BX (7 =5’ —(-3x* ~15)2(x* ~5)2x _ —6x-(* ~5)~(-3x* ~15)22x _

(x2 - 5)4 - (x2 -~ 5)3

—6x% +30x+12x° + 60x _ 6x° +90x
(x2 —5)3 (x2 —5)3

4 £ =(C-2x%—3) = f’(x)=5(x3—2x2—3)4-(3x2—4x).

5. f(x) =32 —2x = f7(x)= -1

2\/3x “ox 3l _2x

= f7(x)=

4/5
6. F() =Y’ +1 = f(x):(x +1) = f(x)—5(x +1) 2X =L4.
55(x2+1)
4 —45x* 5 20 5
7.y=2-7Tx°+=-5Jx = y=-73x2+ S o y=2x- -
y N y 10 2Jx y X° 20

8.a) y=3""1 = y=43"LIn3=3"1In8l. b) y=e* " = y'=(2x-1)e* .
9. y=2""" 4o = y=(-3x"+2)27 " In2-05¢

4 +1 b) y=log(3x* +2) = y=
X x 33X +2

11y = (@6 -D0¢ ~2) = @D +In(¢ —x) = y= 2+ 271
2X—-1 x° =X

10.a) y=In(x*+x) = y=

loge.

12. y :sin(x2 +1) = y= 2x-cos<x2 +1).
13.a) y= (sin(5x))2 = Y= 2sin(5x)-cos(5x)-5 =10sin(5x)-cos(5x) = 5sin(10x).

sin (5x)? - y:sin (25x?) L y- cos(25x%)-50x
T 2

b) v=
)y 5 5

= 25x-c05(25x°) .
X 2 .1 X 2
14. y =sen §+3c035x—tag X° = y= Ecos;—lSsen 5x — (L+ tag x°)-2X.
15. y =cos®(x? —2x) = y'=3cos’ (x2 —2x)-(—sin (x2 - 2x))-(2x—2) .
16. y=In(sinx) = y'= _i-(cos X) = cotan x.
sin x

2X . —(=2x) _
VI-(¢ =17 J1-(@1-x?)?

17. y =arcsen (x> —1) —arccos(1— x*) = y'=

X eX

18. y=arctan e = y'= s =—
1+(ex) 1+e™
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5. Idea de diferencial de una funcion

y-Jflal=flalz-al -

Como se indicd anteriormente, la ecuacion de la recta A Az

tangente a la curva y = f(x), en el punto P (a, f (a)), viene ) P =

dadapor y—f(a)=f'(@)(x—a).
Esta recta, cuya pendiente es f"(a), es la funcion lineal que :
mejor aproximaa f(x) en un entorno del punto a.

]

« Se llama diferencial de f(x) enel punto x = aal Fof@=r@t-a - gy
producto f’(a)-dx. Estoes, dy =df (a) = f"(@)dx. fa + k) === - _}‘le’;[‘ & fx)
En general, si y = f(x) — dy =df (x) = f"(x)dx. fa) ""::;‘r»;:—;;x?‘:
Ejemplos: i i
a) Para y = x* +3x* —5x = dy = (3x* + 6x —5)dx. a a+h
b)Siy:Inx:dyzidx. c) Si x=cost = dx=-—sintdt.

X

. Cuantitativamente, la diferencial da la diferencia de los valores que toma la recta tangente
en los puntos ay a + h = a + dx (en general, puntos: X y x + dx).

. Geométricamente, la diferencial es el incremento eror s —
sobre la recta tangente: Como puede verse en el tridngulo

. . . fla+h)— fla)l —
PQR de la figura adjunta:

RQ dy . ,
tana=—=—"=f"(a dy = f'(a)dx.
o PO ~ d (@) = dy=f"(a)dx

|
|
o a
« Parece evidente que si dx = h es un valor pequefio, también sera pequefio el valor de dy, y

mas pequefia adn, la diferencia entre el valor sobre la curva f(x) y el valor sobre la recta

tangente. (En la figura se indica esa diferencia con el nombre de error).
Esto permite concluir que, en un entorno del punto a, la funcién y = f (x) y la recta tangente,

y = f(a)+ f'(a)(x—a), toman valores aproximados: [y = f(x)] ~ [y = f (@) + f"(a)(x —a)]
Esto es, haciendo x=a+h: f(a+h)~ f(a)+ f'(a)h, para h pequefio.

Ejemplo:
Para hallar la ecuacion de la tangente a la curva y = Jx enel punto
de abscisa x = 1, se procede asi: f;'
y=\/§—>y':i =six=1,y(1)=1y'(1) =1/2. 0 ! 2
24/x
1 1 1 14
Luego, latangentees: y—1= E(X_l) - y= EX+_ .

2
Por tanto, en el punto x = 1, la funcion y = Jx puede aproximarse por larecta y = % X +% .

Asi, la raiz cuadrada de 1,1, /11 ~ %-1,1+%: 1,05.

Observacion: Lo que se hace es utilizar una funcién lineal, facil de manejar, para calcular una
raiz cuadrada.
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6. Derivacion implicita

Una funcidn esta definida implicitamente cuando la variable dependiente no esta despejada.
Asi, la expresion y? +x—3=0, conx <3 ey >0, define ay como funcién de x de forma
implicita. En este caso, puede despejarse facilmente, pues

y2+x-3=0= y2=3-x = y=/3-x & f(x)=/3-x.
Pares de esta funcion (puntos de la curva) son, por ejemplo, (2, 1), (-1, 2) o (-6, 3).

La expresion y° —y® + 2y —x* —x =0 también define y como funcion de x, pero a diferencia
del caso anterior, no puede despejarse y. (Pares de esta funcién son, por ej., (0, 0) o (1, 1)).

En el primer caso, la obtencion de la derivada de y es muy féacil:
1 -1
= (X)=——=(-]) =———.
d ®) 2\/3—x( ‘ 2+/3—-X
También podria calcularse la derivada sin necesidad de despejar, pues si y = f(x), la
expresion y? +x—3=0 < (f(x))’ +x-3=0.
Si se deriva, miembro a miembro, aplicando la regla de la cadena, se tiene:
-1
2Af(X))fF'X)+1=0= f'"(X)=——.
(f(9)f (x) M=
Normalmente no se sustituye y por f(x), pudiendo derivar directamente asi:
Y2 +x-3=0= 2yy+1=0 = y= _zi_
y
1 1

Con esto, por ejemplo, la derivada en el punto (2, 1) vale y'= 51T o

Aplicando el mismo procedimiento a la expresion y° —y® +2y —x*> —x =0, se tiene:
1+2x

Sy’ —3y?+2°
1+21 3

51°-31°+2 4

5y*'y -3y’y+2y 2x—-1=0 = y(5y* -3y’ +2)-2x-1=0 = y'=

Luego, el valor de la derivada en el punto (1, 1) sera: y'=

Ejercicio:

Si y es una funcion de x, derivable, que verifica la ecuacion 2x> +6xy +y> —18=0, halla y’

por derivacion implicita. Comprueba que el punto (1, 2) pertenece a la gréafica de la ecuacion

y halla y" en ese punto.

— Derivando directamente en la expresion 2x° +6xy + y* —18 =0 se tiene:
4X+6y+6xy+2yy =0 = 2y X+ Yy) =-2(2x+3y) = y=— 23);13;/ .

Observa que el sumando 6xy se deriva implicitamente como un producto: (6xy)= By +6xy".

El punto (1, 2) es de la curva, pues 21° +612+2° -18=0.
La derivada en ese punto valdra: y'(1, 2) = — 21+32 8
31+ 2 5}

Este valor da la pendiente de la recta tangente a la curva asociada a 2x> +6xy + y*> —18 =0,

en el punto (1, 2); siendo la ecuacion de esa recta tangente: y—2 = —g(x —1).
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7. Propiedades de las funciones derivables. Teoremas de Rolle y del valor
medio

7.1. Teorema del maximo. Teorema de Rolle
. Sediceque f(x) tiene un méximo local (o relativo) en un

punto x, si f(x;) > f(x), paratodo x de un entorno de x;. —~ A

« Sedice que f(x) tiene un minimo local (o relativo) en un - ™ e

punto x; si f(x;) < f(x), para todo x de un entorno de Xs. 7
3

] | S
=
—

Teorema del maximo
Sea f(x) una funcién definida en un intervalo abierto (a, b). Si x1 es un

maximo de f(x) endicho intervaloysi f'(x,) existe, entonces
f(x,)=0.

« El reciproco del teorema no es cierto. Esto es, que la derivada sea 0
no asegura que el punto sea méaximo. También basta con observar la 1 5 ]

figura adjunta, en la que se dibuja la grafica de f(x) = x®. Para esta

funcion la derivada se anula en x = 0 y, sin embargo, en ese punto no 11
hay maximo ni minimo.

Fm=a

Teorema de Rolle (Francés, 1652/1719)
Si f(x) escontinuaen [a, b] y derivable en (a, b), y si f(a) = f(b), entonces existe algun

punto ¢ € (a, b) tal que f"(c) =0.
Geomeétricamente, la comprobacion es evidente: existe un punto —al menos— de ese intervalo,
en el que la tangente a la curva es horizontal.

—

T | P

¢ h |.:: EI.IEI |.:: ¢ h |.:1 c B

En ese punto ¢ se da el méximo o el minimo de f(x) en ese intervalo.

Ejemplos:

a) La funcion f(x) = x? + x + 2 verifica las hipétesis del teorema de Rolle en el intervalo
[-2, 1], pues:

. escontinua y derivable en todo R; en particular en el intervalo [-2, 1].

. f(-2)=4y f()=4.Estoes, toma el mismo valor en los extremos del intervalo.

En consecuencia, existe un punto ¢ € (-2, 1) en el que su derivada vale 0:
f'(x)=2x+1=0 = x=-1/2.
El valor ¢ = -1/2 es el que asegura el teorema: f°(-1/2)=0.

b) La funcién f(x) =1—|x| no satisface las condiciones del teorema de

Rolle en el intervalo [-1, 1], pues no es derivable en el punto x = 0 de
ese intervalo. Por eso, aunque tenga maximo en x = 0, no se cumple que

f*(0)=0. 7 0 ™
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7.2. Teorema del valor medio de Lagrange (Italiano, 1736/1813)
Si f(x) escontinua en [a, b] y derivable en (a, b), entonces existe algiin punto ¢  (a, b) tal
o, fO)-f(@) _

———=1(c).
que —2— ©

. Interpretacion geométrica: existe un punto perteneciente al
intervalo en el que la tangente a f(x) es paralela a la secante

que pasa por los puntos de abscisaa y b.

De otro modo: existe un punto del intervalo en el que la tasa
de variacion instantanea coincide con la tasa de variacion
media de todo el intervalo. Recuerda que la tasa de variacion
media de una funcion en un intervalo viene dada por la
f(b)— f(a)

expresion: TVM[a,b] =

« Interpretacion fisica: si se realiza un trayecto a velocidad media v, en algun instante de ese
trayecto se ha llevado esa velocidad v.

Ejemplo:
La funcién f (x) = x*> —6x es continua y derivable en el intervalo [-2, 1] = 3¢, —2<c<1
tal que M = f'(c).
1-(-2)
. —5-4 2 2 2
En efecto: 1-(2) =3x"-6=> —-3=3x"-6 = x"=1=>x=-1,x=1

El valor que cumple el teorema es x = —1, el nUmero que pertenece a (-2, 1).

. Una aplicacién. Con las mismas hipétesis, si x € (a, b), puede escribirse:
f=-1@) _ f'ic) = f(x)=f(@)+ f'(c)(x—a),conc e (a, x).
X—a
Y sisetomax=a+ h,setendra: f(x)=f(a)+h-f'(@+6h),0<06<1,c e (aX).
Cuando h es suficientemente pequefio, como se puso de manifiesto al definir la diferencia,
puede aceptarse la aproximacion f(x) ~ f(a)+h-f"(@).

Ejemplo:
Aplicando lo anterior puede darse un valor aproximado de /102 . VVéase:
Sisetoma f(x)= Jx, parax =102,a =100y h =2, se tiene:

1 1
f (102) = f (100) + 2-f"(100 + 20) <> 102 = 100 + 2————, pues f"(x) = —.
(02) = 1o0) ( ) 2J100+20 " * 24/x
Como f"(100+ 26) = ! ~ t _1_ 0,05, el valor aproximado pedido sera:
2J100+26 24100 20
1
v/102 =100 + 2————~10+2-0,05=10,1
21100+ 26

Notas:
1. El valor obtenido con la calculadora es: /102 =10,0995... La aproximacion es muy buena.
2. Puede observarse que aplicando la diferencial (véase) se llega al mismo resultado.
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7.3. Teorema de Cauchy (Francés, 1789/1857)
Si f(X) y g(x) son funciones continuas en [a, b] y derivables en (a, b), ysi g(b) #g(a),y

f"(xX) y g’(x) no son ceros a la vez, entonces, existe un punto ¢ < (a, b) tal que
f(b)—f(a) f'(c)
gb)-g(d) g

Con las mismas hipotesis, si se toma a < x < b, existird un punto ¢ e (a, x) tal que

f0-f@ _ @ e -l s
T0—g@ g = 0@ =[e0- @] ©).

Ejemplo:
Las funciones f(x) =3x*+2x+1y g(x) =2x—3 son continuas y derivables en todo R, en

particular en el intervalo [0, 1]. Para hallar el valor ¢ € (0, 1) que cumple el teorema se

L fO-fO) ' 6-1 6x+2 5 6x+2 1
procede asi: =—7 = = == — Xx==.
9g0-9(0 9gx) -1-(3 2 2 2 2

Ese es el valor de ¢ buscado: ¢ = 1/2.

8. Aplicacion al calculo de limites. Reqgla de L "Hopital (Francés, 1661/1704)

Indeterminaciones:
En el célculo de limites pueden aparecer siete expresiones (formas) indeterminadas. Son:

{9} {2} [0-00] [oo—o0] [17] [0] [oc]

0

Hasta ahora, cuando se presentaba alguna de esas indeterminaciones, se resolvian, si era
posible, mediante transformaciones algebraicas. Sirva como recordatorio el siguiente ejemplo:

lim X" X {ﬂzim X(¢~1) = lim =~ :i:—l.

oLx? —3x+2 |0 H1(;//1)(x 2) xix-2 -1

0

A partir de ahora puede emplearse otro procedimiento mas eficaz y que, ademas, permite
estudiar una mayor variedad de funciones. Este procedimiento se sirve de las derivadas y
recibe el nombre de regla de L"Hopital.

8.1. Regla de L"Hépital para resolver la indeterminacion [%}

En el caso de que lim fEX; B} yde que f(x) y g(x) sean funciones derivables en un
X—a g X
entorno de a, se cumple:
Silimf(x)=0y I|m g(x) =0, siendo g(x) = 0 en un entorno de a, si existe lim EX;
X—a X—a g X

entonces tambien existe lim F(x ),yse cumple que: lim f(x )-Il ()
-2 g(X) oag(x) xoag(x)

(Esto es igualmente valido para los limites laterales o en el infinito: si x — a*, a-, +o0 0 —©).

. Esto es, “el limite de un cociente del tipo [6} es igual al limite del cociente de las

derivadas”.
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Ejemplos:
a) lim w 0 . Aplicando la regla de L"Hopital: lim sinx = 0 _ im S8 X ! =1.
x>0 X O x>0 X 0 x>0 ]
ERROR: lim ! sinx = {9} = lim ! COS XX — X-SinX = (?) > 0JO: NO se hace la derivada del
X—> X X—>

cociente; se hace el cociente de las derivadas.

b) La regla también se puede aplicar a funciones racionales. Asi, por ejemplo,

2_
lim— % _ [O}A(LH)—I 2x-1_1

x>1x%-3x+2 |0 xo12x-3  —1

—=-1.

Observacion: La regla de L"Hopital puede reiterarse. Asi, en el ejemplo:

1-Cos X + X° [O} L (M) =1im S|nx+2x=[9}_)(L,H)= lim cosx+2=3
x—0 4x x—0 4

¢) lim
) x—0 2)(2

Ny

8.2. Infinitésimos
Cuando lim f (x) =0 se dice que f(x) es un infinitésimo en el punto x = a. Por tanto, la
X—a

indeterminacion {g} es el cociente de dos infinitésimos. Surge cuando se plantea un limite

(X) lim f (X)
como el siguiente: lim =242 :{—}; esto es, cuando f(x) y g(x) son
~ag(x) limg(x) L0

infinitésimos en el punto x = a.

Comparacién de infinitésimos
Los infinitésimos pueden compararse como sigue.
Si f(X) y g(x) son infinitésimos en el punto x = a, entonces:

1) Si lim % =0 se dice que f(x) esun infinitésimo de mayor orden que g(x). Esto
X—a g X

significa que f(x) tiende a 0 a mayor velocidad que g(x) cuando x — a. O de otra manera
mas precisa: f(x) es infinitamente méas pequefio que g(x) cuando x — a.

2) Si lim % =oo se dice que g(x) es un infinitésimo de mayor orden que f(x).
x—>a g (X

3) Si Il'm% =1 sedice que f(x) y g(x) son infinitésimos del mismo orden.
x—=a g (X

4) Si lim % =1sedice que f(x) y g(x) son infinitésimos equivalentes.
x—>a g (X

Ejemplos:
a) f(x)=x?-3x+2y g(x) =(x—1) son infinitésimos en x = 1.
_ “1)(x=2 _ _
Como el Iimi;r2 = [9} = Iimw = Iimx—2 = {—1} =00, Se concluye que
x—1 (X—l) 0| x- (X—l) x=1 X—1 0
g(x) es un infinitésimo de mayor orden que f(x).
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b) En x =0, los infinitésimos f (x) =sinx y g(x) = x son equivalentes, pues Il'ngw =1.
x>0 X

c) Las funciones f(x)=x—-2y g(x) = g —cos(x - 2) son infinitésimos del mismo orden en

el punto x = 2, pues Il’mzxx;zz{g}:(L’H):linll 1 = /1 =
~ E—cos(x—z) 0 = sin(x - 2) /2
8.3. Regla de L"Hopital para resolver la indeterminacion [f}
o0

f(x) _| .

En el caso de que lim——= la regla puede formularse como sigue:
x—a g(x) 00
Si lim f(x) =00 y I|m g(x) =0, si existe lim r) , entonces también existe Iimﬁ y se
X—a x—a (X) x>a g(X)

.I:
cumple que lim ) _ =lim (9
x»a g(X) x-ag (X)
(Es igualmente valido para los limites laterales o en el infinito: si x — a*, a-, +o0 0 —).

Ejemplos:
a) lim X = . Aplicando L"Hopital: lim X122 i 1. 1
x—>+o | X o0 x>+ [N X o0 x>+1/x 0

X—>+00 e X—>+0 e o0 X—>+0 e

b) lim —zz{f} (L'H) = lim Z—fz{f} lim %zﬁzo.

c) También se puede aplicar para funciones racionales:
.37 -3x+1 [ 6x-3 [

lim ——— = — (L'H) = lim =(L'H) = lim ==
o0 o0

cn
| w

X—>400 4)(2 +5x-2 x—>+0 X + 5 x>+ 8 4

8.4. Resolucion de las formas [0 - o] e [0 — 0]

Para resolver las indeterminaciones del tipo [0 - o] e [0 — o] hay que transformarlas,

. 0 00 . , . .
operando previamente, en alguna de las formas o 0 | — |. Si ese proposito se consigue,
o0

entonces se aplica la regla de L"Hdpital.

Ejemplos:

a) Il’ng((l—cos x)cotan x) = [0-0]. (Recuerda que cotan 0 = 1/tan 0 = 1/0 = o).
Sustituyendo cotan x por 1/tan x se tiene:

lim((1 - cos x)cotan x) = [0-0] = lim 1-cosx _ — (L'H) = Iim ﬂzgzol
=0 =0 tanx 0 x>01+tan’x 1
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b) Ilm[ ! lj: [0 — o0]. Haciendo la resta indicada se tiene:
-0\ ¥ -1 X

n'm( L —EJ—limLﬂ H (L H)—nmi—H:(L'H):

x-0\e* -1 X /) x>0 (e* -1)x x->0e*x+e*-1 [0
. —e* 1

= Ilm————.
x>0 eXx + 2e* 2

8.5. Resolucion de las formas [1*], [0°] y [2°]
Si al intentar calcular I|’m f (x) aparece alguna de estas formas (esto es: I|'m f(x)= [1‘”] 0
lim f(x) = [O J o lim f(x) |_oo J) se calculara, si se puede, el limite Ilm(ln(f(x)))

X—a

Con esto, la mdetermmacmn inicial se transforma en otra del tipo [0 - «], que se resolvera
como se ha indicado antes.

Una vez resuelto, si lim(In(f (x)))= L, se tiene que el limite buscado vale lim f (x) =e".
X—a

X—a

Recuerda:
1) Los limites cumplen la siguiente propiedad: Iim In[f (x)]= In[lim f(x)]
X—a X—a

2) Por definicion: In A =L < A =el; y también: In(Bp): p-InB.
Ejemplos:

X—00 X—00 X—00

a) I|m(1+ j [1”] — Aplicando logaritmos: lim In(1+ 1} = lim xln(1+ 1}:[00.0] =
X X X

X—00 1 X—00 1
- — 7 1 + =
X X X

In(1+ ) 0 —17x 1
= (transformando) = lim N X/ [O} (L"H) =lim =—/—=*= 1+1/X = I|m ——=1.

X—>»00

) 1\ .
Por tanto, I|m(1+—) =e' =e — (Este resultado suele tomarse como definicion de e).
X

b) lim x* =[0°] — Aplicando logaritmos: lim Inx* = lim xIn x = [0-(~oc)] =

x—0" x—0* x—0*

= (transformando) = Iim % =| | = (L'H) = fim —*_ ~ Jim (-x) =0,
x—0" 1/ X 150 x—0" —1/ X x—0"

Por tanto, lim x* =e® =1,

x—0*

c) Ilm(x +4)1 [ooo] — Aplicando IogaritmOS'
/nx . 1 2 . |n x? +4 o0 p
lim In(x +4)1 :Ilm—ln(x +4):I|m =|—|=(L"H)=
X—0 x—x N X X—0 o0
2 2
:|me:|im EX :|:£}_(|_H)_||m_:2
X—>0 1/ x x—o X + 4 00 x—0 2X

Por tanto, lim(x* + 4™ =¢?

X—00
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Problemas Propuestos

Derivada de una funcion en un punto

1. Utilizando la definicion, calcula la derivada de f(x) = x* —3x en el punto x = 1.

2. Utilizando la definicion, halla la derivada de la funcién f(x) = 1)2( en el punto x = 3.

Comprueba, mediante las reglas de derivacion que tu resultado es correcto.

—x?+4x, x<3

3. Aplicando la definicion, estudia si la funcion f (x) = { es derivable en el

-2X+9 x>3
punto x = 3.

x> +1, x<0

4. Aplicando la definicion, estudia si la funcion f (x) = { es derivable en x = 0.

Xx+1 x>0

5. En qué puntos no son derivables las funciones:

a) f(x)=—2_ b) f(x) =X

X+3
En cada caso indica el porqué.

6. Determina los puntos en los que no son derivables las funciones:
a) f(x)=|x+1 b) f(x)=|x* -2
xZ, six<0

S\ . , es derivable en todo R.
In(1+x ) six>0

7. Comprueba que la funcién f(x) = {

1 2
8. Comprueba que la funcién f(x) = Ex x5, x<0 es continua y derivable en todo R.

-1+VJx+1, 0<x

Haz un esbozo de su gréafica dando valores.

2
— <
9. Estudia la derivabilidad de la funcién f (x) = { X% x=0
sin X, x>0

Derivabilidad de funciones definidas a trozos. Casos con parametros

3—ax? six<1
10. Dada la funcion f(x) = 2 . halla:
— st x>1
ax
a) El valor o valores de a para que f sea continua.
b) El valor o valores de a para que f sea derivable.
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e™, six<O0
2x+1, six>0

11. ¢Qué valor hay que asignar a a para que la funcion f(x) = { sea derivable

enx=0?

ax(x+1) six<0
x(x—1)* six>0
todo R. Para el valor hallado haz un esbozo de su grafica en el intervalo [-2, 2].

12. Halla el valor de a que hace que la funciéon f (x) = { sea derivable en

x> +ax+b six<2
2X Six>2

a) ¢Para qué valores de a y b es continua en x = 2?
b) ¢Para qué valores de a y b es derivable en x = 2?

13. Dada la funcion f (x) :{

. . x> +2x six<0
14. Determina los valores de a y b para que la funcion f(x) = ) sea
ax+b six>0

derivable en el punto x = 0.

. , 5+2sin(ax) six<0
15. Determina los valores de a 'y b para que la funcion f(x)=< . sea
ax“+bx+b six>0

derivable en x = 0.

., sin x six<0 _
16. Demuestra que la funcion f(x) = , . es derivable en toda la recta real.
X—ax® six>0

Tangente a una curva

17. Halla la ecuacién de la recta tangente a cada una de las curvas siguientes en los puntos que
se indica:

a) f(x)=—-x*+4x enel punto x = 3. b) y= LS en el punto de abscisa x = 1.
X+
4 . 6X
¢) f(x)=— enelpuntodeabscisax=2. d) f(x)=— en el punto x = 1.
X 4x° +1
e) f(x)=e 2 enel punto x = 2. f) f(x)=In(x-3) en el punto x = 4.

18. Halla la ecuacion de la recta tangente a f (x) = xv4—x? en el punto (0, f(0)).

19. La curva de ecuacion y =3x? —1 y larecta y = 4x+b son tangentes en el punto x = % .

¢ Cual debe ser el valor de b?

20. Halla la ecuacion de la parabola y = x* + bx +c que es tangente a larecta y = x enel
punto (1, 1).

21. Determina los puntos de la curva y = x*> —3x* + 2 en los cuales la recta tangente es
paralela y =9x+5. Halla las ecuaciones de las rectas tangentes en esos puntos.

22. Determina el valor de p para que la recta tangente a la curva y = e, en el punto de
abscisa x = 1, pase por el origen de coordenadas.
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Calculo de derivadas

23. Deriva las siguientes funciones. Simplifica el resultado y calcula en cada caso f"(-1), si
existe.

a) F()=@1+2x){x=x*]  b) f(x)=Inv2x* —2x

24. Dada f(x)= % , halla los valores de f "(1) y f ""(2).

25. Halla los puntos en los que se anulan las derivadas primera y segunda de

0= e

2x+1
26. Halla el valor de las derivadas primera y segunda de g(x) =

en el punto x=—1.
1)° 2

27. Deriva las siguientes funciones simplificando el resultado. Calcula, si es posible, su valor
en el punto x = 0:

a) f(x)=—2x b) f(x):%cosz(i

1) c) f(x)=@1-x)%e*d) f(x)=In2x*+2)

28. Deriva, simplificando los resultados, las siguientes funciones:

a) f(x)= C X

X - _ 23X _ 2 3 Xx-3
- b) f(x)=(x-4)%e> ©) f(x)=h(3x?+2x) cos[ . J

29. Deriva las siguientes funciones. Simplifica el resultado cuando se pueda; calcula en todos
los casos f (1), si existe.

a) f(X)=% b) f(x)=(2-3xN3x*-2x «¢) f(x)=sin2(XT_lj

30. Deriva las siguientes funciones. Simplifica el resultado y calcula en cada caso f'(-1), si
existe.
3
a) f(x)= 2x° —3x

) b) f(x)=x2e?? c) f(x)=sin(l+ x)* —cos(nx)

31. Halla la funcién derivada de cada una de las siguientes funciones:

a) y=2%" b) f(x)= (cos xz)3 c) f(x)=(cos2x)’  d) y=tag(3x+2)
e) y=tag(x*+2) f) y=tag(x+2)°* g) y = arcsin 3x h) y:arcsing

) y= \/ﬁ j) y=arcsin x® K) y= ﬁ I) y =arccos(1+ X)
m) y=arctan4x n)y-= arctan% 0) y= In(16 + x2) p) y = arctan Jx
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Derivacion logaritmica

32. Aplicando las propiedades de los logaritmos, halla y simplifica la derivada de las
funciones:

) y=In(x" +5x b) f(x)=IV2x*-2x  ¢) y= m(xz +1j

x? -1

33. Aplicando logaritmos halla la derivada de:
) f)=(x+1)"? b fe)=x" ¢ f=x"" d) fx)=()

34. A partir de las formulas de las derivadas de f(x)=sinx y f(x)=cosx halla las formulas

de las derivadas de las funciones:
a) f(x)=cosec x b) f(x)=secx c) f(x)=-cotan x

35. Partiendo de la definicion de arco coseno y arco tangente deduce las funciones derivadas
de:
a) f(x)=arccos x b) f(x)=arctag x

36. Halla la derivada n-ésima de las siguientes funciones:

a) f(x)=Inx b) f(x)=In(2x—-1) c) f(x):ﬁ

37. Halla la derivada n-ésima de las funciones:
a) f(x)=e* b) f(x)=xe” c) f(x)=¢"

Diferencial de una funcion

38. Halla la diferencial de cada una de las siguientes funciones:
a) y=2x>-3x*+1 b) y=e* c) u = cos® X d) u=+/x+1

39. ¢ Cuél es el incremento (la variacién aproximada) de cada una de las siguientes funciones
cuando, partiendo de x = 2, la variable x se incrementa en 0,2?

a) f(x)=In(x-1) b) f(x)=xe** c) f(x)=+x-1

40. Teniendo en cuenta que J64 =8, utilizando la diferencial de la funcion f (x) = Jx , halla
el valor aproximado de /65 .

Derivacion implicita

41. Para cada una de las siguientes ecuaciones, halla el valor de y* en el punto (1, 2) de su
grafica:
a) x> +2y* =9 b) VX +42y -3=0 C) Y2 —2xy + x> —2x+1=0

42. Dada la circunferencia de ecuacion (x—1)° +(y —3)° =25, halla la ecuacién de la recta
tangente a ella en el punto (4, -1).
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Propiedades de las funciones derivables. Teoremas de Rolle y del valor medio

43. ;Verifica la funcion f(x) = x* —2x+3 el teorema de Rolle en el intervalo [-1, 3]? En
caso afirmativo halla el punto que afirma el teorema.

44. (Propuesto en Selectividad)
¢Se verifica el teorema de Rolle para la funciéon f(x) = |2x —3>| —7,-2<x<5?

45. Halla el punto que verifica el teorema del valor medio para la funcion f (x) = x* —3x, en
el intervalo [-2, 0].

. . - 1
46. Halla el punto que verifica el teorema del valor medio para la funcion f (x) ==, en el
X

intervalo (a, 2a), a = 0. Concrétalo cuando a = 2.

47. (Propuesto en Selectividad)
Aplica el teorema del valor medio a la funcion f(x) =Inx en el intervalo (1, €?),

determinando el valor de ¢, 1 < ¢ < €2, para el que se verifica dicho teorema.

48. Demuestra que el valor que verifica el teorema del valor medio para f(x) = x*> —ax+3,
en el intervalo (1, 4), no depende de a. ¢Cual es ese valor?

49. (Propuesto en EBAU 2018, Navarra)
Demuestra que existe a € (0, 2) tal que f’(o) =1, siendo

f(x)= Sin(nJr nxj-cos[n—xj-ln (2¢" +2x—x%).
2 2

Menciona los resultados tedricos empleados y justifica su uso.

50. (Propuesto en EVAU 2017, Castilla—La Mancha)
2 ix<2
Dada la funcion f(x) = 2X a S! X
—X“+bx-9 six>2
a) Calcula razonadamente los parametros a y b para que f(x) sea derivable en todo R.

b) Enuncia el teorema de Rolle y comprueba si, para los valores hallados en el apartado
anterior, la funcion f(x) verifica las hipotesis del teorema en el intervalo [-2, 6].

Aplicacion al calculo de limites. Regla de L "Hopital

51. Aplicando la regla de L"Hépital halla los siguientes limites:

. (2x-1)? . Ax+1-1 e e
a) lim % b) lim——— c) lim—
x>t AX° +1 x—0 X x—0 4x
52. Halla los siguientes limites:
2) lim Xsin x b) lim Xsin x o) lim e”* — X —C0s X
X—n/2 I3_COS 2X x—0 1—COS X x—0 S|n2 X
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53. Calcula:
Xellx
a) lim (sinx-Inx) b) lim
x—0" x—0"

54. Calcula los siguientes limites:
a) lim|—t 1 b) lim| £ — %
-0 In(l+X) X -1\ 1-X InX

55. Halla el valor de los siguientes limites:

2

. 1+x—g* . e¥ —2Xx—cos X . le* -1

a) lim=——— b) lim - c) lim-— )

x—0 SIN° X x—0 X-SIN X x—0 ex _1

56. Calcula:

2
. XIn(x ., —In(3—-x , e , e
a) lim # b) lim (—2) ¢) lim — d) lim —
X—>+o @ x—2F (Z—X) X—=+0 X X—>+0 X

57. Halla el valor de los siguientes limites:

a) lim(2x +1)Y* b) lim 3!
x=0 x—1/2
58. Calcula:
a) lim(cos x —2sin x)"'* b) lim (COS X)Z/Slnx
x—0 e

59. Calcula, si existen, los siguientes limites:

a) lim (sinx)* b) I|’m[1+g]X

x—0* x—=0 X

60. Halla los valores de a y b para que los infinitésimosenx =1, f(x) = x-1 y
ax

2
X -1 .
g(x) = v sean equivalentes.
X

61. Determina el valor de p para que los infinitésimos, en x =1, f(x)= pxInxy
g(x) = x—e*™ sean equivalentes.

62. ¢Existe algtin valor de x en el que las funciones f(x)=x?—p?y

g(x) =x? + (L— p)x— p, sean infinitésimos del mismo orden?

Otras aplicaciones de los limites

1 1

63. (Qué valor hay que asignar a p para que la funcién f(x) =<y sinx six#0 se

p six=0

a

continuaen x =0.
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sin(x—1)

64. Halla las asintotas de la funcion f(x)=— .
X®—3x+2

2

. . In x . - .
65. Halla las asintotas de la funcion f(x) = . Indica tambien la posicion de la curva
X

respecto de las asintotas.

66. Dependiendo de los valores de p, estudia la continuidad de la funcion dada por:

271 Gix<o
f(x)={ PX
05X Giyx 0
X“+1
Soluciones
1.0. 2.-5. 3.Si. 4. No.
5.a) x=-3.b)x<0. 6.a)x=-1.b)x=0;x=2.
9. Derivable siempre. 10.a)a=1o0a=2.b)a=1.
11.a=2. 12.a=1. 13. a) b=-2a, con a arbitrario. b)a=-2y b =4.
14.a=2yb=0. 15.b =5; a_g
1 18 48
17.a) y=-2x+9.b _——x+— C) y=—X+4.d) y=—"x+ e) y=-x+3.
)y ) y=-3 )y ) Y=o Xt o8y
f) y=x-4.
18. y = 2x. 19. b:—% 20. y=x* —x+1.
21. (-1,-2)y(3,2). y=9x+7; y=9x—-25.
22.p=1.
, 2 2x—-1
23.3) £'(x) = (3+2x—14x% }(x—x?J'; -52. b) f'(x )=z, 3
2X° —2X
— 2_
2. 1 (x) = X8 e —60X2+108X _1; 2144,
(x==3) (x? -3)°
25.x:ii;x:00 x=i£. 26.4—0;E.
2 2 27 3

27.a) f'(x)=-2¢" (1+2x%);-2.b) f-(x):%_ZCOS(XL_J{_SM(XXJJE?X 11)x] 0

0) () =(x*—1p*;-1.d) ' (x)= Xfil;o.

1 6x+2 . (x=3)1
28.3) f'(x)=———.b) f'(x)=(15x-2)5x—-4)>*.c) f'(x)= +3|n(_j._.
)T (2X—1)3 ) e =t X R0 1100 3x% +2x 3 )3
3 my? 3
29.8) £/(x) = XX Z2X. g existe. b) () = -3V3x" —2x +(2-3x)— X L . g
(x-1) 3x* —2x

-1 x-1
c) f'(x _sm—cos— 0.
) (%) 5 5
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2x* —3x* +3
-y

¢) f'(x) =2(1+ x)-cos(1+ x)* + m-sin(nx); 0.

31.a) y=(6x-1)2%"1In2.b) (x):—6x-sinx2-(cosx2)2. c) f'(x)=—6-sin2x{(cos2x)’.

30.a) f'(x) = ; no existe. b) f7(x) = 2x(1+ x)e?2; 0.

, 3 , 3X2 , 2
dDy=—-——6)y=—ouour——— . =3(x+2) [L+tag® (x+2)°).
)Y cos?(3x +2) )Y cos?(x* +2) Hy=4 )( g (x+2) )
3 1. X . 3x? —3x°
9) y= h) y'= ) y= ) Y= K y'= :
V1-9x* 9-x* 9-x? 1-x° J1-x8
) y=- L m) y'= 4 n y= 4 0) Y 2 p) y= 1.1
X(-x—2) 1+16x2 16+x2 T 16+%x2 1+ X 2x
6x+15 2x 1 —4x
32.3) y= = c) V=
)y X2 +5% by 100 = -2 )y x4 -1
- 2X - sin X
33.a) f' (X)=(x"+1 . .b) £ (%)= x4 (cos x)In x+ —— |.
) F00= ()" [ 2B 00 =7 (eos i %)

¢) f'(x) = x'"X%m x.d) £ =) (" +xe*).

34.a) f’(x) = —cotag x-cosec x. b) f'(x) =tanx-secx.c) f’(x)=—(cosec x)*.

36. a) fn)(X) ( 1)n;(n 1) b) fn)() ( 1) ((n 1))2n C) fn)(x)_ n!

(2x-1)’ @—x)

37.a) TV (x)=2"e**.b) fV(x)=ne*+xe*.c) f"(x)=—e*, nimpar; f"(x)=e™, npar.

2 -X H 1
38.a) dy (6x 6x)dx. b) dy =—e*dx. c) du = 2cos x{-sinx)dx. d) du h dx..
39.a) 0,2. b)-0,2.¢) 0,1.
40. 8,0625.
41.a) y=———: -1/4.b) y':—@ ;—1.¢) y= y-x+1 0 2.
2y 24x y— X

42. y+1=%(x—4). 43.c=1. 44. No.
45, x= -2 . 46. c=av2; c=2V2.

J3

2
47. x=4 1 48, x=2.

2 2
49. Teorema del valor medio. 50.a)a=-1;b=8.b) Si.
51.a)1.b)1/2.¢) 3/2. 52.a)n/4.b)2.c) 1.
53.a) 0. b) +oo. 54. a) 1/2. b) .
55.a)-1/2.b) 5/2.¢) 1. 56. a) 0. b) +o0. C) +o0. d) +oo.
57.a) e°.b) 0; +oo. 58.a) e . b) 1.
59.a) 1. b) 1. 60. b = 2a. 6l.p=2.
62. Infinitésimos del mismo orden en x = p siempre que p =0y —1.
63.p=0. 64.x=2;, y=0.
65.x=0;y=0. 66.p=1In2.
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