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Resumen

En este capitulo sobre Algebra repasaremos conceptos
relacionados con polinomios, ecuaciones e inecuaciones, para
adentrarnos en los sistemas de ecuaciones, su resolucién vy
representaciones graficas, basandonos en el método de resoluciéon
de sistemas de ecuaciones, “Método de Gauss” matematico muy
importante en Algebra pues fue el primero en dar una
demostracién del teorema fundamental del Algebra: “Toda
ecuacion algebraica de grado n tiene n soluciones”.

Seguiremos con las inecuaciones y sistemas de inecuaciones que
tienen interesantes aplicaciones.
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Karl Friedrich Gauss
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Algebra

3. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Los sistemas de ecuaciones lineales son ecuaciones en las que todas sus incognitas estan elevadas a la
unidad, no pudiendo aparecer el producto de dos de ellas.

Es un conjunto de ecuaciones que debe verificarse para los mismos valores de las incégnitas, llamadas
soluciones.

Resolver un sistema es encontrar los valores que, sustituidos en las incégnitas, cumplan todas las
ecuaciones a la vez

Se clasifican atendiendo a criterios diversos: nimero de ecuaciones o de incégnitas, tipo de las
soluciones...

Los sistemas de ecuaciones lineales atendiendo, al tipo de de solucidn, se clasifican en, los que tienen
solucion se llaman compatibles y los que no, incompatible. Los compatibles pueden ser

» Compatible determinado: si posee una solucién

» Compatible indeterminado: si posee mas de una solucion (poseen infinitas)

Sistemas de ecuaciones y posiciones de sus rectas en el plano:

-

. - Soluclén anica Fiqura 3
Determinado
- Hectas secantes

Sistema Compatible [T x

Ty = (-2x-1)/3

Indeterminado

— Infinitas solucliones

— Rectas coincidentes

et

.,

.

e 4

. ) - Mo tiene solucién
Sistema Incompatible
- Rectas paralelas

Figura 2

y=(3x8a),/6

Y = (x-33/2

/

Vamos a repasar los tres métodos elementales de resolucién de sistemas lineales con dos ecuaciones y

con dos incégnitas que son:
Ejemplo

4+ Resolveremos el siguiente sistema:
S5x—y=3

2x + 3y=8
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Algebra

¢ Meétodo de sustitucion:

El proceso consiste en despejar una cualquiera de las incégnitas de una cualquiera de las ecuaciones y
sustituir en la otra.

Despejamos por ejemplo, la y de la primera ecuacion:
y=5x—3

Y sustituimos en la segunda:
2x+3(5x-3)=8 = x=1

Y, portantoy =2

¢ Método de Igualacidn:
Se despeja la misma incdgnita en las dos ecuaciones, igualando posteriormente ambas expresiones.
Despejamos, por ejemplo, la y en ambas ecuaciones:

S5x—y=3

2x+3y=8=y=5x-3

Igualando:

8—2x

5x-3= =x=1

Posteriormente, para hallar y se sustituye el valor encontrado de x en una cualquiera de las dos
ecuaciones iniciales, y se calcula el correspondiente valor de y.

¢ Meétodo de reduccion:

Este método consiste en transformar alguna de las ecuaciones en otras equivalentes de manera que al
sumarlas o restarlas se eliminen una de las incégnitas.

Multiplicando la primera ecuacién por 3, obtenemos el sistema equivalente al siguiente:

5x—y=3 15x—3y=9=17x =17 =>x=1

2x+3y=8 = 2(1)+3y=28

Graficamente las ecuaciones con dos incdgnitas representan en el plano una recta.

. Ny Ny — 44X
En el caso anterior, la ecuacion: y =5x— 3y la ecuacion: y = —3 son dos rectas en el plano.
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Algebra

Ejemplo:
. . ) In+2y=7

Resolver analitica y graficamente el sistema de ecuaciones: 2% -y=0

Dos rectas son secantes sl sdlo tienen un punto en comdn. Al resolver el sistema que forman

sus ecuaciones obtenemos una solucion que se corresponde con las coordenadas

del punto de corte.

Analitica

Re solvernos el sisterna por reduccion.

Ix+ 2y =7 @ I+ y=7 - : =7
2x-y=0 2(2) [4x-2y=D x=1 y=2

Graficamente

Hacemos la tabla de valores de cada una de las ecuaciones.

Re presentamos las dos rectas gue forman el sistema de ecuaciones.

S+ T x 0 1
? I+y=7 = = —
Z’ L y 35 2
x 01
2z =2
YEECZ 0 g
Figura 1 ]
y=(-3x47)/2
x
3 -2 -1 _11 2 4 8§
| -2 y = 2%
7 Il I
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Algebra

3.1. Resolucion por el método de Gauss

El método de Gauss esta basado

Ay A By . 1 0 0 S 1
en el método de reduccidn TR TR R e
.7 | Hyp g -y &0 1 ...0
también llamado de cascada o i
triangulacion. forc e = % B R
. . , Tramslarmaciznes
La ventaja que tiene este método a1

aprracianes al v b

es que es facilmente generalizable
a sistemas con cualquier numero Bl Rk
de ecuaciones y de incognitas. : :

B Este método consiste en obtener,
GAUSS: Fuente Google para un sistema de tres

ecuaciones con tres incégnitas, un sistema equivalente cuya primera ecuacién
tenga tres incognitas; la segunda, dos; y la tercera una. Se obtiene asi un sistema triangular de la forma
siguiente:

Recuerda que:
Un sistema equivalente a otro cuando ambos tienen las mismas soluciones.

Son sistemas cuyas ecuaciones son complicadas, en su lugar resolvemos otro
sistema que tenga las mismas soluciones que el propuesto (sistema
equivalente) y que sea de ecuaciones mucho mas sencilla

Ax+By+Cz=D
0+By+Cz=D
0+0+C"z=D"

La resolucion del sistema es inmediata; en la tercera ecuacion calculamos sin dificultad el valor de z,
llevamos este valor de z a la segunda ecuacion y obtenemos el valor de y, y con ambos valores
calculamos el valor de x en la primera ecuacién.

Ejemplo:

+ Resuelve, aplicando el método de Gauss, el sistema:

x+4y+3z=-1
2x-3y—-2z=1
—x+2y+4z=2

El proceso es el siguiente:

1. Se elimina la incdgnita x en las ecuaciones segunda y tercera, sumando a éstas, la primera ecuacion
multiplicada por 2 y 1, respectivamente, quedando el sistema:

x+4y+3z=-1
E2-2F1 0-11y—8z=3
E3 +E1 0+6y+7z=1
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Algebra

2. Suprimimos la incégnita y de la tercera ecuacion sumando a la misma, previamente multiplicada por
11, la segunda multiplicada por 6:

x+4y+3z=-1
0-11y—8z=3
11E3 + 6E2 0+0+29z=29

3. Se resuelve el sistema escalonado empezando por la tercera ecuacién:

29z=29 :>Z=§22:1
29
Ahora, en la segunda ecuacion:
-1ly-8()=3 < -lly=-11< y=-1
Y, por ultimo, en la primera:
x+4(-1)+3.1=-1 ©x=-1+1=0

La solucidn del sistema es:
x=0,y=-1,z=1

Geométricamente como cada ecuacion lineal con tres incégnitas
representa un plano, podemos decir que los tres planos se cortan
en el punto (0, —1, 1) que es el Unico punto comun a los tres.

Es un sistema compatible determinado.

3.2. Discusidn de sistemas aplicando el método de Gauss

Discutir un sistema consiste en explicar razonadamente sus posibilidades de solucién dependiendo del
valor de sus coeficientes y términos independientes. En los sistemas escalonados la discusion se hace a
partir de la ecuacién mds simple, que supondremos que es la ultima. Asi, estudiando la tercera ecuacién
del sistema [2], 0”33z 5 b”’3, se determinan las posibilidades de solucién del sistema inicial,
verificandose:

Partimos del sistema inicial

anx tapy+anz=b (E1)
anx + a»ny + anr3z = bz (E2)
ayxtasnytaspz= bs (E3)

que transformamos en otro equivalente a él, de la forma:

a11x+a12y+a132=b1 (El)

Otapnytanz=b, (E*2)

0 +0+ay’z=b"" (E”’3)
Matematicas |. Bachillerato de Ciencias. Capitulo 2: Algebra Autores: José Antonio Encabo de Lucas y Eduardo Cuchillo
LibrosMareaVerde.tk Revisora: Nieves Zuasti

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Banco de Imagenes de INTEF




Algebra

Para ello se elimina la incégnita x de la ecuacién segunda (E2) y (E3) y las incégnitas x e y de la tercera
ecuacion (E3).

Asi, estudiando la tercera ecuacidn del sistema propuesto, as3’’z = b’’;, se determinan las posibilidades
de solucién del sistema inicial, verificdndose:

» Si as3”” # 0 el sistema es compatible determinado, pues siempre se puede encontrar una
soluciéon Unica empezando a resolver el sistema por la tercera ecuacion.

» Siay3”’ =0y b’’;3 =0 el sistema es compatible indeterminado, pues la ecuacidén E3 desaparece
(queda 0z = 0, que se cumple para cualquier valor de z resultando asi un sistema con dos
ecuaciones y tres incognitas), el sistema anterior queda:

anxtapytapsz=>b anxtapytapsz=>b anxtanpy=by—az
a’22y+a’232=b’2 < a’22y+a’23z=b’2 = a’22y=b’2—a’232
0z=0

Para resolver este sistema hemos de suponer la incégnita z conocida y hallar las otras en funcion de
ella. (En la practica, suele hacerse z = k.)

» Siay”” =0y b’y #0 el sistema es incompatible, pues la ecuacion E3 queda 0z = b’’; # 0, que
evidentemente es absurda, pues cualquier valor de z multiplicado por 0 debe dar 0.

Ejemplo:

4 Discute y halla la solucidn del sistema:

x+2y+3z=4

—Xx+3y—z=-2

2x—y+4z=6
Utilizando el método de Gauss se tiene:
x+2y+3z=4 x+2y+3z=4 x+2y+3z=4
—x+3y—z=-2 = E2+E1 = Sy+2z=2 = S5y+2z=2
2x—y+4z=6 E3 -2FE1 =S5y —-2z=-2 E3+E2 0z=0

Como la ecuacién E3 se ha anulado el sistema es compatible Indeterminado, ya que tiene menos
ecuaciones que incégnitas, tendra infinitas soluciones, pudiendo expresarlas todas en funcién de una
de ellas.

Este sistema es equivalente a:
x+2y+3z=4 x+2y=4-3z
Sy+2z=2 & Sy=2-2z

Despejando y en E2, resulta y = TZ Sustituyendo en E1:
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Algebra

2-2 _ _
x+2.( 5 Z)=4—3z<:>x:4—4 542—3z@x=%

Haciendo z = k, la solucién es:
16-11k 2-2k
¥ = . )

5 ° 5 I'-—-.__,__________ Y
Geométricamente, las ecuaciones del sistema anterior B
representan a tres planos con infinitos puntos comunes

alineados segun una recta.

Actividades resueltas:
4+ Resolver por el método de Gauss el siguiente sistema de ecuaciones:
X+2y+z=3
2x—-y+3z=1
3x+y+4z=5

Eliminamos x en la 22 y 32 ecuaciones. Para ello hacemos: E2 — 2E1y E3 - 3E1
x+2y+z=3
& 3=5y+z=-5
-Sy+z=-4
Eliminamos y en la 32 ecuacion, para ello hacemos: E3 - E2:
xX+2y+z=3
-Sy+z=-5
0=1
La ultima ecuacién 0 = 1 es un absurdo que nos dice que el sistema es
incompatible, sin solucion.

Geométricamente, los planos que representan a las ecuaciones no tienen
ningun punto en comun.

4+ Resuelve, aplicando el método de Gauss, el sistema:

x+4y+3z=-1
2x-3y-2z=1
2x+2y+4z=2

El proceso es el siguiente:
1. Se elimina la incdgnita x en las ecuaciones segunda y tercera, sumando a éstas, la primera ecuacion
multiplicada por -2 y 1, respectivamente: E2 - 2E1; E3 + E1, quedando el sistema:
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Algebra

x+4y+3z=-1
0-11y—-8z=3
0+6y+7z=1

2. Suprimimos la incégnita y de la tercera ecuacidn sumando a la misma, previamente multiplicada por
11, la segunda multiplicada por 6: 11E3 + 6E2.

x+4y+3z=-1
0-11y-8z=3
0+0+29z=29

3. Se resuelve el sistema escalonado empezando por la tercera ecuacion:
29z=29 = z=1.
Ahora, en la segunda ecuacion:
-1ly-8.1=3<-1ly=11ly=-1
Y por ultimo, en la primera:
xt+4.-H)+3(1)=-lx=-1+1=0.
La solucién del sistema es:

x=0,y=-1,z=1.

Actividades propuestas

55. Resolver por el método de Gauss los sistemas:

4x+2y—-z=5 x+y+z=0
a)y5x-3y+z=3 b){7x+2y-z=0
2x—y+z=3 3x+5y+4z=0

56. Resuelve y discute si es posible el siguiente sistema:

x+2y-z=1
2x+y—-2z=2
x=-y—-z=1

57. Discutir y resolver cuando sea posible, los siguientes sistemas lineales de ecuaciones.

X+y—6z—-4t=6

xX—6y—4z=-7
3x+2y—-3z+8t=-7
a)yx+8y+4z=6 b)
3x—y—6z—-4t=2
x+y=1
4x—-y+3z+12t=0
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Algebra

3.3. Problemas de ecuaciones lineales

Se pueden plantear problemas de la vida diaria que se pueden resolver aplicando el método de Gauss,
ya que dan lugar a sistemas de mas de dos ecuaciones e incognitas.

Antes de resolver un problema vamos a dar unos consejos que vendran bien para su pronta y eficaz
resolucioén.

Recuerda que:

En la resolucién del problema no importa tanto llegar a obtener la solucién del
problema como el proceso seguido en el mismo, que es el que realmente nos ayuda
a potenciar nuestra forma de pensar. Para empezar debemos familiarizarnos con el
problema, comprendiendo el enunciado y adquiriendo una idea clara de los datos
gue intervienen en éste, las relaciones entre ellos y lo que se pide.

En la fase de familiarizaciéon con el problema se deben tener en cuenta las pautas
siguientes:

Antes de hacer trata de entender

Témate el tiempo necesario.

Actua sin prisay con tranquilidad

Imaginate los elementos del problema y juega con ellos

Pon en claro la situacién de partida, la intermedia y a la que debes llegar.

Buscar estrategias para resolver el problema y una vez encontrada llevarla adelante.

Revisar el proceso y sacar consecuencias de él: El resultado que hemos obtenido,
hacemos la comprobacidon y observamos que verifica las condiciones impuestas por
el problema.

Ejemplo:

#+ Averigua cuantos hombres, mujeres y nifios hay en una reunion sabiendo que: Si hubiera un nifio
mas, habria igual nimero de nifios que de hombres y mujeres juntos. Si hubiese 8 mujeres mas,
el nimero de éstas doblaria a la suma de hombres y nifios. El triple de la cantidad de hombres
mas el nimero de mujeres es igual al nUmero de niflos mas 5.

Si llamamos x al numero de hombres, al de mujeres y y al de nifios z, obtendremos el sistema
siguiente:

z+l=x+y
y+8=2(x+2)
3x+y=z+5

Pasamos las incognitas al 12 miembro y obtenemos el siguiente sistema:

x+y—z=1

2x—y+2z=8

3x+y—z=5
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Algebra

Vamos a resolverlo aplicando el método de Gauss:

Eliminamos x en la 22 y 32 ecuacidn. Para ello hacemos E2-2E1; E3-3E1
x+y—-z=1
0-3y+4z=6
0-2y+2z=2

La 32 ecuacidn es simplificable, la dividimos por 2, quedando E3/2:

x+y—-z=1
-3y+4z=6
—y+z=1

Eliminamos y en la 32 ecuacidn. Para ello hacemos -3E3+E2:

x+y—-z=1

—-3y+4z=6

z=3

Obtenemos asi un sistema en forma escalonada muy sencillo de resolver. De la 32 ecuacién obtenemos
el valor de z: z = 3. Sustituyendo z = 3 en la 22 ecuacién:

-3y+4(3)=6=-3y=-6=y=2
Sustituyendo los valores de y y de z obtenidos en la 12 ecuacidn:
x+2-3=1=>x=2
Es un sistema compatible determinado con solucion unica:
x =2 hombres, y = 2 mujeres, z= 3 nifios.

Comprobamos el resultado. En efecto un nifilo mas, 4, es igual al nimero
de mujeres mdas hombres, 2 + 2. 8 mujeres mas, 10, dobla al nimero de
hombres y nifios: 2(2 + 3). El triple de la cantidad de hombres, 6, mas el
numero de mujeres, 6 + 2 = 8, es igual al nimero de nifios mas 5, 3 + 5.

Geométricamente son tres planos que se cortan en el punto (2, 2, 3) que
es el Unico punto comun a los tres.

Actividades propuestas

58. Compramos 8 kg de café natural y 5 kg de café torrefacto, pagando 66 €. Calcula el precio del kilo
de cada tipo de café, sabiendo que si mezclamos mitad y mitad resulta el kiloa 5 €.

59. Una madre tiene el doble de la suma de las edades de sus hijos. La edad del hijo menor es la mitad
de la de su hermano.la suma de las edades de los nifios y la de la madre es 45 afios. ¢Qué edades
tienen?

60. Deseamos vender un coche, un piso y una finca por un total de 300000 €. Si la finca vale cuatro
veces mas que el coche y el piso cinco veces mas que la finca, ¢cuanto vale cada cosa?

61. Las tres cifras de un numero suman 18.Si a ese numero se le resta el que resulta de invertir el
orden de sus cifras, se obtiene 594; la cifra de las decenas es media aritmética entre las otras dos.
Halla dicho numero.

Matematicas |. Bachillerato de Ciencias. Capitulo 2: Algebra Autores: José Antonio Encabo de Lucas y Eduardo Cuchillo
LibrosMareaVerde.tk Revisora: Nieves Zuasti

www.apuntesmareaverde.org.es llustraciones: Banco de Imagenes de INTEF




Algebra

RESUMEN

Nocion

Descripcion

Ejemplos

Polinomio

Expresion construida a partir de la suma de
monhomios

Grado de un polinomio

El mayor grado de sus monomios

—x*+4x* +8x+6
Grado 3

Suma, resta y producto de
polinomios

El resultado siempre es otro polinomio

p=—3x+6;q=x2+4.
p+q:x2—3x+10;
p—q:—x2—3x+2;
p-q=-3x+6x"—12x + 24.

Division de dos polinomios

Se obtienen otros dos polinomios, los polinomios
cociente (c(x)) y resto (r(x)), ligados a los
polinomios iniciales, los polinomios dividendo
(p(x)) y divisor (g(x))

P(x) = q(x)-c(x)+r(x)

Regla de Ruffini

Nos puede ayudar a la hora de factorizar un
polinomio y conocer sus raices

Teorema del resto

Raiz de un polinomio

El valor numérico que adopta un polinomio p(x)
al particularizarlo en x = a coincide con el resto
que aparece al dividir p(x) entre x — o .

Un numero real concreto a es una raiz, o un
cero, del polinomio P, sial evaluar Pen x=«

obtenemos el nimero 0, es decir, si p(a) =0

2 esraizde —3x+ 6.1y -3 son
raicesde x> +2x -3

Factorizacion de un
polinomio

Consiste en expresarlo como producto de otros
polinomios de menor grado

x> -3x3 —x? 3=

=(x*=3)-(x" 1)

Fracciones algebraicas

Es una fraccion de expresiones polindmicas

x* =1

x>+ x?—6x

Resolucion de ecuaciones
de 12 grado

Son igualdades algebraicas sola

incégnita y de grado uno.

con una

Ta-) Sx_, x
36

Resolucion de ecuaciones
de segundo grado

Igualdades algebraicas con una sola incégnita y
elevada al cuadrado.

—x’ +4x+5
Cuya solucién es: x;=-1; x,=5

Resoluciones de
inecuaciones de 12 grado

Desigualdades algebraicas con una sola
incégnitas de grado uno

x=3 (x=7) S 4—x
3 6 2

Resolucion de inecuaciones
de 22 grado

Desigualdades algebraicas con una sola
incdgnita, elevadas al cuadrado.

x*—6x +5 >0 su solucién es el
intervalo (1, 5).

Sistemas de ecuaciones
lineales, por el método de
Gauss

Los sistemas de ecuaciones lineales son
ecuaciones en las que todas sus incognitas estan
elevadas a la unidad, no pudiendo aparecer el
producto de dos de ellas. Resolucidn por el
método de Gauss.

X+4y +3z=-1
2x-3y-2z=1
X+2y+4z=2

Sistemas de inecuaciones
lineales

Los sistemas de inecuaciones lineales son
inecuaciones en las que todas sus incognitas
estan elevadas a la unidad.
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