Limite de una funcion

El ocho

Sharrif iba sacando los libros [de mi bolsa] y ordenandolos en una
pila sobre el escritorio mientras leia cuidadosamente los titulos.

—Juegos matematicos de ajedrez... jah! {Los nimeros de Fibonacci! —ex-
clamo, con esa sonrisa que me hacia sentir que tenia algo contra mi.
Senalaba el aburrido libro de Nim—. ;De modo que te interesan las
matematicas? —pregunt6, mirandome con intencion.

—No mucho —dije, poniéndome en pie y tratando de volver a guardar
mis pertenencias en la bolsa. [...]

—;Qué sabe exactamente sobre los numeros de Fibonacci? [...]
—Se usan para proyecciones de mercado —murmuré-. [...]

—;Entonces no conoce al autor? [...] Me refiero a Leonardo Fibonacci.
Un italiano nacido en Pisa en el siglo xi1, pero educado aqui, en Argel.
Era un brillante conocedor de las matematicas de aquel moro famoso,
Al-Kwarizmi, que ha dado su nombre a la palabra «algoritmo». Fibo-
nacci introdujo en Europa la numeracion arabiga, que reemplazo a los
Viejos numeros romanos...

Maldicion. Debi haber comprendido que Nim no iba a darme un libro so-
lo para que me entretuviera, aun cuando lo hubiera escrito €l mismo. [...]

Permaneci leyéndolo casi hasta el amanecer y mi decision habia resulta-
do productiva, aunque no sabia con certeza como. Al parecer, los ntime-

mar esta interesante sucesion de nameros empezando por el uno y su-
mando a cada numero al precedente: 1, 1,2, 3,5, 8,13, 21... [...] Descu-
bri6 que los cocientes entre cada término y el anterior se aproximan al
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de todas las cosas naturales que formaban una espiral.

namero y que este numero describia también la estructura

ros de Fibonacci se usan para algo mas que las proyecciones del mercado
2 de valores. La resolucion de un problema habia llevado a Fibonacci a for-
-
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Los nimeros de Fibonacci aparecen con frecuencia en la naturaleza. Por ejemplo, el nimero
de espirales de los girasoles o de las pifias es siempre uno de estos nimeros.

Ademads, como se dice en esta novela, al dividir cada término de la sucesion de Fibonacci
entre el anterior, se obtiene una nueva sucesién de nimeros que se aproximan
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es verdadera. Compruébala ti mismo.

cada vez mas al nimero de oro: . Aunque no la descubrié Fibonacci, esta propiedad

La sucesion que se obtiene al dividir cada término de la sucesion de Fibonacci entre el anterior es:

a =1 = a7:£:1,615u.

_3#
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a,=2 dg =1,619...
8




SOLUCIONARIO

ANTES DE COMENZAR... RECUERDA

001 | Escribe los términos 14, 123y 2.345 de estas sucesiones.

a) a,=n*>—=3n+2 b) a, = n+4
2n+1
a) a,, =156 Gi13 = 14.762 0345 = 5491.992
18 127 2.349
b) a.=— s = —— Uoz4s = ———
29 247 4691

002 | Factoriza este polinomio: P(x) = 7x° + 14x* — 35x° — 42x?

P(x) =7x"(x — 2)(x+ 1)(x + 3)

003 | Simplifica estas fracciones algebraicas.

X2 4+ 2x +1 9 y2(x? —4x + 4)
xX(x+1) x(x —2)
x3(x? —4) (x> —9)(y* —16)
x(x —2) xy(2x —6)(y +4)
X2+ (x+17 x+1

x(x+1) x(x+1) X
X (X2 =4) X (x+2(x—=2)

= =x(x+2)
x(x—=2) x(x—=2)
o y(x* —4x+4) _ Y2 (x —2) _ y2(x —2)
x(x—2) x(x—=2) X
(x> =9)(y* —16)  (x+3)x—=3)y+4)Ny—4) (x+3)y—4)
xy(2x —6)y +47  2y(x=3)Ny+4F  2y(y+4)

004 | Resuelve estas operaciones y simplifica el resultado.

2 _ x—1
a) ()(_+_1)_X7?’X'H b) (2x —2) —
x—1 3x
2 2 2
a) (X—H)—X —3x +1 _X —1—x"+3x-1 _ 3x =2
x—1 x—1 X —1
b) (2X—2)—X 1:6)( 6x x+1:6x 7X 41
3x 3x 3x
ACTIVIDADES
001 | Obtén el término general de estas sucesiones.
37 m p 3 1 =1 =3
515 45" 174" 9" 16"
a) an_4n7’| b) an:ﬂ
5‘3/7—1 nZ
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Limite de una funcién

002

003

004

005

006

007

Con tu calculadora, halla los cinco primeros términos de la sucesion recurrente

a1 +3 . . . .
a, = PREY siendo a, = 1,y determina el nimero al que se aproxima.
n—1
~ 7 1 ~
a =1 a,=2 03:5:1,6 a,=—=175 05:—9:1,72
3 4 11

Los términos de la sucesion se aproximan a: J3 = 1,732...

Con ayuda de tu calculadora, halla el limite de las siguientes sucesiones.

a) a, = (_1)2n+4 b) a,= nz C) a, = n2 _ n3 d) a, = 0,2”
a) lima, =1 b) lma, =+ Q) lma, =—o0 d) lima, =0
n—o n—o n—e n—w

Escribe sucesiones de numeros reales que cumplan que su limite, cuando n
tiende a infinito, es:

a) !ILT) a, =3 b) lima, = —x o Ilima,=+ow d) lim a, no existe

n—o n—ow n—ow
Respuesta abierta.
3n

a) a, = b) a, =4—n Qa,=n"+3 d) g, = (="'
n+1

Calcula estos limites de sucesiones.
a) limn? b) lim~/n o lim3n* d) lim 0,5"

n—oe n—e= n—o n—o

a) imn =+w b) //m\/_:-i-oo Q) limin* =40 d) im0,5" =0

n—o n—o n—o n—o

Halla los limites de las sucesiones cuyos términos generales son los siguientes.

8n b) (n—"1n
2n* +3n—1 (n+2)°
_1\i0
) m—381 SR Ukl U
n>e 20’ 430 —1 n=x (n 4 2)°

Halla los siguientes limites.

. [3n* =1 4n* ) 3n? +1
a lm|l—— — o Im, |——
n—% n? 2n* +3 n>=\ n? 4 n42

2 . n+1 n—1
b) lim Inu d) l/m[ + —]
n—e 2n == n—1 n+1
2 4 3n? ]
a) m| 2=t A o lim | 1 _J3
el P 2n* +3 ==\ n? 4n42
2 [ n+1 n—1
b) /im\nn+7:+oo d) //m[ - J—O
on meln—=1 n+1



008 | Calcula estos limites.

SOLUCIONARIO

n* +1 —n? n’ 41
a) lim o) lim9 2
L e Yo ) lim
, 2n® +1 ot
b) lim In% d) lim 0,1
n—o 2n + n n—w
4 03 n? 41
a) lim nA + n :i o lm92» =3
=l 20t 41 3 +n4 6 n—%
, 20 41 as
o) min 221 g d) moir =1
n—e 2[’73 + n n—e
009 | Explica por qué no son indeterminaciones.
0 [}
a) o0 0 b) — c) — d) o«
© 0

a) Elproducto de valores muy grandes resulta un valor ain més grande.
b) Al dividir cero entre cualquier nimero distinto de él, el resultado es cero.

c) Elcociente de un valor muy grande entre un nimero muy proximo a cero
es un valor alin més grande.

d) Cualquier nimero elevado a uno es el mismo numero.

010 | Pon ejemplos de limites que produzcan indeterminaciones de los tipos.
a) 0. b) 17 Q) oo d) 0°

Respuesta abierta.

a) i [1] Inn o lim(n—4)n

n—oe| 4

2n 1 i

b) /im[n—H] o) i [2]
n—»| n—1 n=e<{n

011 | Calcula los siguientes limites, resolviendo las indeterminaciones que puedan presentar.

3
. N 1
a) lim M b) lim ntvn+1
n—o n n—w 2n
n+dn =
a) Iim——m—m—m > —
n—o n ']
Jn+3n
im—— =20
n—oc n
n—e on [e')
o n+n+1 1
lim =
n—o 2(7 2
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Limite de una funcién

oo
012 | ;Presentan indeterminaciones del tipo — estas sucesiones?
oo

En caso afirmativo, halla el limite.

_n2 3 _ 2
a) lim 2= by fim S22 =1
n

o
n—e n n—

a) No es una indeterminacion, porque la raiz cuadrada no esta definida
para valores grandes de n.
3 2
. S .o 5—n
b) Esunaindeterminacion del tipo —: im ——— =0
o0 n—ow n

013 | Calcula los siguientes limites.

n3+2n+1_ n?

4 3
a) i b) fim |1 4 =+ 2
n—e | 2n% —1 n—1 n—=|n? 41 n
P +2n+1 n?
a) i — — 00— 00
-l 2n? —1 n—1

-n*—n’+3n" —n—-1

li = lim =—

n3+2n+1_ n? ]

o=l 2n? —1 n—1) = 2n* =20 —n+1
4 _ 3 2
o) | T o
n—o n2 +1 n
4 3 3 2
lim n +n7+2 :/,'mw:_1
n—w f72 +1 n n—w /'73+/'7

014 | Halla estos limites.

a) lim (Vn> =4 —Jn> —3n)

n—o

b) lim (Zn—\/n2 +5)

n—o.

o lim (\/n2 +7 +\/3n2 +n)

a) //'m(\/n2 —4 I —3n) s 0-—w
im(J —4 —Jn? —3n) =i Sn—4 _3
noe eIt —a 0 =30 2

b) /im(an\/n2+5)—>oofoc
3n’ =5 3
im(2n—Jn +5)= Im—20—2> 2
n—o n%m4n2+ /nz +5 4

) //'m(\/n2 +7 Jr\/3n2 +n):+oc

n—o
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SOLUCIONARIO

015 | Calcula los siguientes limites.

n 2n
1)s ) 1]s3
a) Iim[1+] b) llm[1—
n—o n n—o n
n n 1
B B 1 °
a) Im|l+—| -1 Im{1+ —| = Ilm||1+ — =e>
n—w n n—o n n—ows n
2n 2n ,i
B 1y 2
b) //m[1— — 1" /im[1— = lim [1+] J =e 3
n—o n n—oe n n—oe —n

016 | Halla estos limites.

n 3n—2
a) lim[1+5] b) lim [1+3]
n—o n n—o 2n
n 5
5 n n ?
a) //m[1+J—>1°° //m[1+] = lm|{|14+ — =e
n—o n n—o n n—o ﬂ
5
(3n—2)
3 3n-2 A 3 302 23” 2n s
b) lm {1+ — - im |1+ — = lm||14+ — —p2
n—o 2n n—o 2//) n—ws
017 | Halla los siguientes limites.
3
. 2 4
x=te| x —1 x>t (x2 —6)(2x —1)°
o YV Bx +1)x* 3
a) lim =22=38 b) m —F—— =
x>+l x X—> 400 (XZ —6)(2)(—1)3 8
018 | Calcula estos limites.
. X +1 ) 2 *
a) lim b) lim ﬂ
x—>+=| 3x 4+ 3 x4 x2 41
a) lim XH] =0
o+ 3x 43
x4+ 2x )
b) lim — | "
X X +] X(2x-1)
24 ox ) 2w 1) by
- -1
im | X2~ i [1+ X ]— lim {|14 = ¢?
x4l x? +1 X+ X2 +1 X— 400 X2 +1

2x —1
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Limite de una funcién

019 | Calculalos limites laterales en el punto x = 3 de:

f(x):{x_?’ six <3

X2 +1 six>3
im f(x)= lm(x—=3)=0 im f(x) = lim (x> +1) =10
x—3 x—3 x—3! x—37

020 | Halla los limites laterales en x = 0 de las funciones.

_ X
a) )= X b) fx) = =
x? x|
a) lim f(x) = —o0 lim f(x) = +o0
x—0" x—0T
1 six >0 . .
filx) = = — =
b) (X) {—] Si X < O xhjg’ f(X) 1 X/Ln;' f(X> ]
2
021 | Calcula el limite de la funcién f(x) = - enx=2yenx=>5.
X —
2 fim f(x) = —o0
lim f(x) = —1 lim f(x) —» = . — No existe fim f(x).
X—2 X—5 0 lim f(X) = +o0 X—5
x—5"
-2 3
022 | Razona si existe o no el limite de la funcién f(x) = X + X+
x+3 X—2
enx=2,enx=3yenx=4.
fim f(x) = —o0
Iim f(x) » = e — No existe /im f(x).
X2 0 lim f(x) = +o0 x—2
x—27
lim f(x) = 3 lim f(x) = 3
Xx—3 6 X—4 ]4
023 | Halla los siguientes limites.
x3 —2x2+x 4 _
a) fim XX b) fim X —1°
x—1 X2—3X+2 x—>—2 x3 +8
39,2 39,2 1Y
a) fim XX X 2 +X—>g fim = X"+ x = lim il =0
=1 x2 —3x 42 0 =1 x2 —3x 42 =1 (x =1)(x =2)
4 J—
b) fim =~ 16 - 9
X——2 X3 +8 O
4 2 _
im X 16 — im (x*+4)(x+2)(x—=2) :_g
=2 x3 48 o2 (x4 2)(x* —2x+4) 3
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SOLUCIONARIO

x™ —1

024 | Calcula lirn1

X—> X_1

;Puedes determinar el limite para un valor m cualquiera?

sim=2ym=3.

2 _ _
//'mX ] o /imX 1://'rn(><—0—1):2
x>l x ] O x—1 X_] x—1
3 _ 3
fim = 1,0 fim = ]://m(x2+x+1):3
x>0 x ] 0 x—=1 X_] x—=1
lim = mK"T X"+ x+D=m
x> x —1 x—1

025 | Pon un ejemplo de una funcién que tenga como asintotas verticales las rectas
cuyas ecuaciones son:

Respuesta abierta. Por ejemplo: f(x) =
(x =1x = 2)(x = 3)

026 | Halla las asintotas verticales de las funciones.

a) f(x):i b) f(x)= ! o) fm:#
X x2 —1 x3 — 4x

a) Domf=R — {0}

Im f(x) = —o0
0 —f(x) tiene una asintota vertical en x = 0.
fim f(x) = 4+o0

x—0"

b) Domf=R —{-1, 1}

im f(x) = 400

ot — f(x) tiene una asintota vertical en x = —1.
lim f(x) = —o0

x—=1"

lim f(x) = —c0

x=1"

lim f(x) = +o0

x=1"

— f(x) tiene una asintota vertical en x = 1.

c) Domf=R —-{-2,0,2}

m f(x) = —oc
o —f(x) tiene una asintota vertical en x = —2.
im f(x) = 4+o0
x—-2"
lim f(x) = —o0
2 — f(x) tiene una asintota vertical en x = 2.
fim f(x) = 4+o0
x—2"
im f(x) = +o0
0 — f(x) tiene una asintota vertical en x = 0.
fim f(x) = —o0
x—0"
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Limite de una funcién

;Puede ocurrir que una funcidn tenga una asintota horizontal y otra oblicua

I
027
cuando x — +o0? Razona la respuesta.
No puede ocurrir, ya que si tiene una asintota horizontal se verifica que: fim f(x) = k
X—>+%
Ysi lim s = 0, la funcién no tiene asintota oblicua.
X—=+* X
I
028 | Calcula sus asintotas y representa las funciones.
2 3
X X X
a) f(x)= 5 b) f(x)= . o flx)= .
x“+1 x“+1 X“+1
a)  lim 5 = 0 — f(x) tiene una asintota horizontal: y = 0.
X—te x _|_]
Y
— X
2
b) fm — =1 f(x) tiene una asintota horizontal: y = 1.
X—>te x _|_]
Y
]
X
o flx ) X
lim ) = lim — =1
X— 4w X x>+ X4 X
Q) B — f(x) tiene una asintota oblicua: y = x.
. ) —X
lim | — —x|= lim =0
xo | x2 41 x>+ X241
Y
///
//
1 ////
T,
P x
7
/,/
)4
vl
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SOLUCIONARIO

029 | Estudia la continuidad de estas funciones.
a) f(x)=x7? b) f(xX)=vx—4 o fx)=In(1—x?)

a) Domf=R — {0} = f(x) es continua en R — {0}.
b) Dom f= [4, +o0) — f(x) es continua en [4, +0).
c) Domf=(-1,1) = f(x)escontinuaen (-1, 1).

030 | Hallamy n para que la funcién f(x) sea continua en R.

2 si x <1
fx)=1mx+n sitT<x<3
4 six >3

f(x) es continua en x = 1 si se verifica que: f(1) = lim f(x)

x—=1

fim f(x) = 2
x—1
imf(x)=m+nf—>m+n=2
x—=1

f(nyy=2

f(x) es continua en x = 3 si se verifica que: f(3) = im f(x)
x—3

im f(x) =3m-+n

x—3"
lim f(x) = 4 —3m+n=4
x—3"

fe=4

m+n:2} m=1
%
Sm+n=4 n=1

031 | Estudia la continuidad de la funcidn que asigna a cada nimero su parte entera.
y=1[K
Especifica los tipos de discontinuidades que presenta esta funcion.

La funcion no es continua para todos los valores enteros. Todos los nimeros
enteros son puntos de discontinuidad inevitable de salto finito.

032 | Estudia la continuidad de estas funciones.

x+1 x six<T
3 flo= X —2 b) fx) = X sil<x<4
5 six>4

a) Domf=R — {2}

//'mi f(x) = —o0

e — No existe lim f(x)y f(x) no es continua en x = 2.
lim f(x) = + oo =2

x—2"

La discontinuidad es inevitable de salto infinito. La funcion tiene una asintota
vertical en x = 2.
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Limite de una funcién

b) Dom f=R — {0}

lim f(x) = —o0

0 — No existe fim f(x)y f(x) no es continua en x = 0.
lim f(x) = +o0 x=0

x—0*

La discontinuidad es inevitable de salto infinito. La funcion tiene una asintota
vertical en x = 0.

lim f(x) =1

i S>3 Imflx)=1
im f(x) =1 X1

x=1

Comod f(1) = /im1 f(x), la funcién es continua en x = 1.

Im f(x) = 4
X/;; ) = 5 — No existe X/m f(x) y f(x) no es continua en x = 4.
X—4"

La discontinuidad es inevitable de salto finito.

033 | Halla el término general de las sucesiones cuyos primeros términos son:

a) 1,—1,1,—1, ... b) 1,2,4,8,...
a) a,=(=1""
b) ag,=2""

034 | Con ayuda de la calculadora, halla el limite de esta sucesién definida de forma

recurrente.
a = 30,,,1 +2
=1 "7 4a,,+3
a =1 a =92 _ o 70m...
239
4 =2 —0,71428... 0 = 22 _0707106...
7 1393
a5 = 2—91 —0,70731...

1
Los términos de la sucesion se aproximan a: /5 =0,7071...

035 | Calcula el limite de la siguiente sucesién con ayuda de la tabla.

n* —1
n =
2n+1
n 5 50 500 5.000 50.000

a, 2,18 | 24,74 | 249,74 | 249974 | 24.999,74

ima, = +oo

n—o



036 | Comprueba la igualdad con ayuda de la tabla.
lim 2=87 _ _3
== 2n+1
n 5 50 500 5.000 50.000
a, —2,36 —2,93 —2,993 | —2,9993 | —2,9999
037 | Halla los siguientes limites de sucesiones.
2 2 2 _
a) lim[sn tn_n +2] Q lim[2n—4n 2n+7]
nsel n—3 n—1 n—e 2n+1
2 _ 2 2 2 _
b) ”m[n 3n+2 _ n ] a9 Iim[6n +1_9n 5]
n—e 3n n+3 ==\ 2n+44 3n+6
5P 4+n 42
a) lm|—— — 00 — o
el n—3 n—1
_|5nP4+n n*42 4P —=n*=3n+6
fi — =i = 40
noel -3 n—1 noe n?—4n+3
2 2
b) fim |2 —3n+2 1 — 00—
n—o 3n n+3
[ n*=3n+2 n’ _=2n*—7n+6
lim — =lm—=—
n—ee 3n n+3 n>= 307 49n
2_
Q) i 2n,w 5 00— 00
n—e 2n+1
2_ J—
n—e 2n+1 n—=e 2041
2 2
d) i [ QLI 0o
o=l 2n 44 3n+6
2 2 _
(e A1 9n =5y 13
noe| 244 3n+6 - 6(n+2)
038 | Obtén los resultados de:
[cXeke]
Jan* +n— 2 J5—2n+6n’
a) fim YA +n=3 b) fim S t3n+2 o fim X2 —2n+en
e 3n+1 e \n® +2n* n—e —n—=6
Nan? +n-=3 o0 ) 40’ +n-3 2
a) fmYr— T2 fim =
n—w 3n+] [ee] n—e 3n+1 3
2 2
b) //‘m8n +3n+2_>2 /jm8n +3n+2 8 :4\/5
n—o /n3 +2n4 o0 n—ow n3 +2ﬂ4 2
_ A5=2n+6n
A jmX2— T2 o
n—e ot —n—6

SOLUCIONARIO
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Limite de una funcién

039

[eXeYel

040

eCo

041

[eXeje]

Determina los limites.

a) lim (n—\/n2 +4n—1)

n—o

b) lim (\/4”2 +n+31 —3n)

n—o

o lim (4n—16n* +2)

n—o

a) /im(n—\/n2+4n—W)—>oo—oo

n—o

—4n+1

imn—Jrm +4n—1)=lim——2002° 5
e 4 +4n—1
b) fim(Nan +n+31 —3n) = 00—
2
- i
im(Jan +n431 —3n) = m——2F0+31

n—o

= J4n’ +n+31+3n

9 Im(4n—16n +2) 5w —w

n—o

im(4n =16 +2) = lim

n—o

Halla los siguientes limites.

a) lim x*+2x* -3

X—>+%

b)

im
x=== |n|x|

a) fim (x* 4+ 2x> =3) =+

X 42

b) lim ! =0
=== n x|

Representa las funciones.

f(x)=2x —3

A partir de la gréfica,
calcula los siguientes limites.
a) lim f(x)

X——»

b) lim g(x)

X——»

a) im f(x) = —o

X——

b) Jim

X—>—%

(X) = 400

0

-2
4N 41607 + 2

R 4
o Ilim ———
x=—= x2 4 Jx 41

d) lim xe*

X—>+%

A lim 4

" 9
x> x4 DX 41

d) im xe¥ =+

X—+®

g(x) = x* +2x —1

) lim f(x)

X—>+%

X—>+%

d) lim g(x) 1
QA lim f(x) = 4o
X—+

d) lim g(x) =+

X420




SOLUCIONARIO

) lim (—2x* 4+ 8x> —3x% +27x —42)
X—>+x

d) lim (1—3x> +5x% —6x)
X—>+x

042 | Calcula.
00
a) lim (x> —3x?%)
X—>+%
b) lim (x* 4 2x® 4+ x> —17x)
X—>+%
a) lim (x> =3x?) =+
X—+®
b) fim (x* +2x° +x? —17x) = +©

X—+®

X—>+®

X—>+®

im (1=3x3 +5x —6x) = —0

lim (=2x* 4+ 8x3 —3x> 4+ 27x — 42) = —0

043 | Determina los limites.
OO
a) lim (6x3 + x?) c) lim (5x3 —3x%* —16x + 3)
X——%0 X——o
b) lim (x* 4+ 4x3 +7x> —12x+1) d) lim (7 —12x + 3x% 4+ 9x3)
X—— X——0
a)  im (6x° 4 x?) = —
X——°
b) lim (x* 4+ 4x> +7x —12x +1) =+
A Jim (5x° —=3x? —16x +3) = —o0
d) fim (7 —12x+3x2 4+ 9x%) = —o0
044 | Halla los limites.
000
a) lim|—2t* + 5| b) lim |t* + 6t + 3]
to+e t—>—c
a) fim |-2t7 + 5|= 4o ) im |t*+ 6t + 3|= +oo
-+ t——o
045 | Calculalos limites, y comprueba el resultado con tu calculadora.
00
2x? —6x+3 4x? —12
x>+ X2 _3x 45 o X=X 42
o 2xr—6x3 —x+1 1 —6x* 3
b) lim + e) lim Tt x—6x +x°
xot=  Ax? 4 5x —2 x>+ 3x 4 2x7 —3
. 5x3 4+ 3x —1
o lim ———
xote 6x2 —3x3 + X
2 2 _
a) m X ZOX¥3 _, d i 2EXZ12
x=ote x2 3y 45 xmpoe x2x3 4D
22X = 6xE —x 41 o4 x—6x" +x°
b Im - ~——-——— = e) I|m ———MM—— =—
ot 4x? 4 5x =2 ot 3x+ 2x7 =3
. 5%° + 3x —1 5
Q Jim— ==
=t 6x2 — 3x3 4 x 3
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046

[eXe}eo]

047

[eXe}el

048

QOO

049

[eXe}eo]

Halla estos limites con ayuda de la calculadora, y comprueba el resultado obtenido.
. X2 4+5x+4+7 . x> —2x% —10x
a) Ilim ——— c Ilim
o= 2x2 4 X + 1 o —x? + 26 —x+3
44 x—2x3 —x?
b) lim At x—2x d) lim =X +3x+21
xo—2 2x? —3x + 11 xo—= 5x2 _ Ax3 4 2x
x> +5x+7 1 , x° —2x* —10x 1
a)  m —Y— = — aQ lim =—
o= Ox? L x4+1 2 o= _x? 40X —x 43 2
—2x° . —x*+3 21
b) //‘muz+oo d) lim u:o
x> x? — 3x 411 x> 5x? — 4x3 + 2x
Escribe, en cada caso, un polinomio, P(x), para obtener los resultados indicados
cuando calculamos el limite.
. 8x? 4+ 6x—1
im ———
X+ P(X)
a) 4 b) 5 c 0 d) 400 e) —»® f) 1
Respuesta abierta.
a) PX)=2x"+x+1 Q) Px)=2x+x e) Px)=—1
8
b) P(X):gxz+x+1 d) P(X)=x+1 f) P(x)=8x"
Encuentra el valor de:
a) lim (\/4x2 +2x —\J4x* —3) b) lim (\/x2 —2x+1—x> —2x+4)
X+ X—+»
a Im (Vax +2x —Vax =3) s o—w
X—+%
2 1
im (Vax? + 2x —Jax> —=3) = | X+ 3 -
oo =t [ax? 4 ox ++J4x2 =3 2
b) im (\/x2 —2X+1 —\/x2 —2X+4>—>oo—oo
X—>+o
lim (\/x2 —2X+1 —\/x2 —2x+4>:
X—>+oo
= lim =3 =0
o X — x4 — 2+ 4
Halla los limites.

2 — x? . x3 2x2 +1
a) lim SX”+1 + 3—x b) lim —
x> x X+ 2 o= | x? —2x  2x—4
2 2
a) lim M_ﬁ_l S0 —
X—>—e X X4+ 2
5x2 +1  3—x? 43 4 10x% 4 4x 42
i fim =—
X0 X X+2 Xy o0 x> + 2x



050

e0C

051

[eXele]

052

00

SOLUCIONARIO

3 2
o) m |— 2 o
x| x? — Dx 2x —4
3 2 _
i 22Xy X
ol x2 —Jx  2x—4 x> Dx? 4y
Obtén los resultados de:
\J—3x + 6x2 J2x* 4 5x3 —2x?
a) Iim +¥—— b) lim
Y X 3x —1
_ 2 4 392
a) fm YO g o) fim N2 EN T o
P G X 3 —1
Determina.
a) fim 2= Nx+4 b) /,«mg
x—0 X =2 x—2
2= x+4 0
a) lim—————— > =
x—0 X O
//’mz_ x+4 = lim X = lim - -
x—0 X x—>OX(2+ ’X+4) Xﬂ02+/X+4 4
Ix=V2 o
b) Im—m— —» —
x—2 X—Z O
Ix =2 X =2 , 1 1
lim = lim = lim = =
=2 x =2 =2 (x +42) P +V2 0 22

Determina los limites, calculando previamente sus limites laterales.

a)

b)

<)

lim

x—2

x2—3x+2

2x—5

lim (14 2x)*
x—3

. x2 —2x+3
lim,| ————m——
x—0 X+1

2 _
im X=X x¥2 =0
x—2 2x —5

lim (14 2x)* = 343

X—3

d)

e)

f)

4 —2x

m —
x——1 Xz —2X

lim In[
X—2

3

lim

d)

2 p—
lim | X=X 2XH3 J3 f)
x—0 X+]

x+1]

5
x—-=3 \/m

lim 4

— 2X

x——1 X2 — 22X

fim In

x—=2

|

X 4+1
3

=2

|-o

N2
4
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Limite de una funcién

053 | Con ayuda de la calculadora, completa la tabla y comprueba que

[eYers) P
si f(x) = ,entonces lim f(x) = —0,5.
X — 3 x—1
X 0 09 0,99 0,999 1,001 1,01 1,1
f(x) 0 —0,38 —0,48 —049 | —0,501 —0,51 —0,63

054 | Calculalos limites indicados en la funcién.

Qeoo
2x+ 4 six <4
g =7, .
Xt —=2x+1 six>4

a) lim g(x) c) lim gx) e) lim g(x)

b) fim g(x) d) lim g(x) f) fim g(x)
a) X/Lr@gg(x) :X/erzs(ZX +4)=-2 d) fiingg(x) = 1/'@3(2)( +4)=10
b) X/anﬁ g(x) :X/Ln;(xz —2x+1)=25 e) X/Lng+ gx) = X/Ln;(xz —2x+1)=25
Q) X/Ln;;ﬁ g(x) :X/Lra 2x+4)=12 f) X/er glx) = X/Lr747+(>(2 —2x+1)=9

055 | Observa las gréficas de las funciones f(x) y g (x), y halla los siguientes limites.

eoo
a) lim f(x) Yy
x—-1" 4 :
lim f(x) T
x—=1" T
1/ fx
14
b) lim g(x) T
X—1" ~ :
lim g(x) .
x—T1" (- 99
PR S Y WY SN Y SR S | I s 1
' s U EH I AR AR R X
a) lim f(x) = +oo b) limg(x) = —o0
x—=1 x—=1
im f(x) = o0 lim g(x) = +oo
x—T" x—T"
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SOLUCIONARIO

056 | Determina los limites, y si es preciso, calcula los limites laterales.

00
2 X2 4+ 2x
a) lim X +6 o) lim X +2x
. 4 —2x
b) fim d) fim———=—
x—3 9—X2 x=1 x —2X+1
2 2 2
a) fim 212 +6—>E im % +6—— im X +6—+oo
x=2 x —2 0 X2 X =2 xo2t X —2
b) lim - 3 lim > + o lim =—o0
239 — x? 0 =3 9 — x? =3t 9 — x
2 2 2
Q) //‘muﬁz—4 /imﬂz—ﬁ—oo fim = +2X—
x=4 8 — 2x 0 x=4" 8 — 2x x=4t 8 —2x
@ m—d=2X 2 A2 L A
=1 X2 x4 1 0 =t x2 —2x+1 xo1 X2 = 2x 41
057 | Halla los limites.
00 . COS X
a) lim cos x b) lim tg x c) lim senx d) |
xom X PIRELE x=>™ sen x
2
a) limcos x = —1
X—T
b) lim th_>i lim tg x = o0 lim tg x = —o0
x%% Xﬁ; x~>7
Q) lim sen x = —1
37
X*}T
" /imcosx%_i im cosx _ | cosx _
=T sen X 0 x=msen X x=7tsen x
058 | Dada la funcion f(x) definida a trozos, encuentra los limites.
200
2x+1 six <=2
f(x) = 2 si—2<x<3
x—1
x* 4+6x—32 six>3
a) lim f(x) <) /inz f(x) e) lim f(x) 9) lim f(x)
X—s—0 X—-2" X—=2 x—3*
b) lim f(x) d) lim f(x) f) lim f(x) h) lim f(x)
X—+% x—-—2* x—3" x—3
a) lim f(x) = —o d) JIm f(x)=-3 9) lim f(x) = =5
X—=—% x—-2" x—3"
b) lim f(x) = +oo e) lim f(x)= -3 h) - fim £(x) no existe.
X—>+oo X——2 Ld
Q lim f(x)=-3 f) lim f(x) = =
X——=2" X—3"
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059 | Calculalos limites laterales y el siguiente limite.
[eRele]

lim

x2 —x—6

x=>3 x2 _6x4+9

XX —=x—-6 0
im ——"——— > =
=3 x2 — 6x 49 0

x> —x—6 im (x=3)(x+2)

lim =
=3 X7 —6x49 =3 (x—=3)

x> =x-6
im ———— =+ 5
X4)37X2—6X+9 = lim X" —x—06 - 4o
_ x*—=x—6 =3 x? — 6x+9
im ———— =+
-3t x? — 6x+9
060 Resuelve los limites.
o (2x=3)(x+3) o x3>—9x? +15x + 25
a) lim ——————— d) lim
x==3 (x +1)(x+3) x=5 x3 —5x% 4+ 2x —10
2x2 —9x +10 2 _
b) lim—mm e) Iim—zx 1x+14
x=2 3x2 —7x 42 x=2 4x? —16x + 16
33 4H12x2—x—4 X+ xr—=x—1
o lim f) lim ——M——
x>=4 x3 4 7x? 4+ 14x + 8 o=t x3 4 2x? 4 x
3 m (2x = 3)(x +3) _)E
=3 (X +D(x +3) 0
o (2x=3)(x+3) . 2x=13 9
lim = lim ==
=3 (x4 1)(x +3) =3 x4 2
2 J—
b i 2= 9X+10 0
=2 3x? — Tx +2 0
2x2 —9x +10  (x=2)(2x—=75) _ 2x—=5 1
= lim = lim = ——
=2 3x2 —7x4+2 o2 (x=2)3x—=1) 2 3x—] 5
34+ 12x2 —x—4 0
q lim - —
x4 53 4 7x% 4+ 14x 48 0
3+ 12X —x—4 , (x+4)3x2=1)
fim = lim =
o4 3L X2+ 14x +8 oot (x+4) X2+ 3x +2)
. 3x?2 —1 47
= m ——— = —
x4 x2 4 3x 42 6
o x* —9x? 4 15x+ 25 0
d) lim - —
=5 x3 — 5x2 4 2x —10 0
o X*—9x?4+15x+ 25 C (x=5)(x*—4x—=75) x> —4x =5
lim = im =
=5 x3—5x2 4+ 2x — 10 =5 (x =5)(x2+2) =5 x242



2x? —11x+ 14 0

e) lim - —
x=2 4x* —16x +16 0

SOLUCIONARIO

27 —1x+14  (x=2)2x=7)  2x=7 3
lim = lim = lim - ——
=2 4x7 —16x + 16 22 (x—2)(4x—8) x24x—8 0

22 —11x + 14 22X —=11x+14

0 lim

im ———
x=2 4x? —16x 4 16

o2 4 —16x+16

XX —x—1 0
f) Jim —m—— 5 =
== x3 4 x? 4x 0

3 2 _ _ 2 _ _
i XXXy XD X2
x——1 X3 + 2X2 + X x——1 X(X —+ ])2 x—=>=1  x
061 | Dada la funcion:
e 2x% +3x —2
f(x) =
x> —4
determina los siguientes limites.
a) ”T f(x) b) lim f(x) o lim f(x) d) lim f(x)
X—>+* x—1 X——% xX——=2
a) Im f(x)=2
X—+ %
b) lim f(x) = —1
x—1
Q Im fx)=2
d) Iim f(x) = 0
X——2 0
2 — — J—
im 2x° + 3x =2 — im (x+2)2x—=1) — im 2x 1: 5

o= X2 4 o2 (x4 2(x—2) o2 x—2 4

062 | Encuentra el limite de la funcién cuando x tiende a 0 y cuando x tiende a 3.

Qoo

X4

f(x) =
x3 —3x2

Especifica el valor de los limites laterales, si es necesario.

4

) X 0 ) x* X2
im—— — — lim = lim =0
x=0 x3 _ 3x2 0 x=0 x3 _ 3x2 X0 x — 3
) 4 81
lim —
=3 x3 — 3x? 0
4
m ———— = —
x—=3" X3 — 3X2 . . X4
— No existe im S -
. x4 x=>3 x° —3X
lim = 4o
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Limite de una funcién

063 | Determina el limite, y comprueba el resultado con la calculadora.

800
. 3x? —4x
lim [ _3x]
X—+%© X+ 2
) 3x% — 4x
fim —3x|—> 0 —o00
X—> -+ X + 2
) 3x% — 4x —10x
i — 3x] = lim =-10
X— 4w X+2 X— 4% X+2
064 | Observa las tablas de valores de la funcién.
L0
4x* —5x
fix) = ——
2x* +7
X 1 10 100 1.000 10.000
f(x) —0,11 1,69 1,974 1,9975 1,99975
X -1 —10 —100 —1.000 | —10.000
f(x) 1 2,17 2,024 2,0025 2,00025

(Es cierto que y = 2 es una asintota? Cuando x tiende a +oo, ;estd la funcién por
encima o por debajo de la asintota? ;Qué sucede cuando x tiende a —c0?

Si, es cierto que y = 2 es una asintota horizontal.
Cuando x tiende a +oo, la funcion esta por debajo de la asintota.
Cuando x tiende a —oo, la funcién esta por encima de la asintota.

3—2x
065 | Decide sila funcion y = a1 tiene alguna asintota horizontal, y situa la funcion
000 X +

respecto de esa asintota.
. 3—2X o . )
lim = —2 — Lafuncioén tiene una asintota horizontal: y = —2.

x>t x4 1
Six=1.000, f(x) > —2,y cuando x tiende a 4cc la funcién estad por encima

de la asintota.
Six=—1.000, f(x) < —2,y cuando x tiende a —oe la funcion estéd por debajo

de la asintota.

066 | Observa las tablas de valores de la funcién.

O
3x +1
fx) = 2+
x—3
X > [ 25 [ 29 [ 299 [ 2999 | 29999
f(x) —7 —17 —97 —997 | —9.997 —99.997
X 3,0001 3,001 3,01 3,1 3,5
f(x) 100.003 10.003 1.003 103 23
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067

[oR 2o

068

9O

SOLUCIONARIO

¢{Es cierto que x = 3 es una asintota vertical? Cuando x tiende a 3 por la izquierda,
¢la rama infinita de la funciéon tiende a +c0 0 —? ;Qué sucede cuando x tiende
a 3 por la derecha?

Si, es cierto que x = 3 es una asintota vertical.
Cuando x tiende a 3 por la izquierda, la rama infinita de la funcion tiende a —oe.
Cuando x tiende a 3 por la derecha, la rama infinita de la funcion tiende a +oe.

Decide sila funciéon y = tiene alguna asintota vertical,

x2 —3x—4

y estudia sus ramas infinitas proximas a esas asintotas.
Domf=R —{-1,4}

1
hm ————
-1 x2 —3x—4 0

1
im —————— =40
w1 x? = 3x — 4
i %:700
ko1 X2 —3x —4

— La funcién tiene una asintota vertical en x = —1.

Por la izquierda la rama infinita de la funcién tiende a 40, y por la derecha, a —co.

) 1 1
im — —— — —
x4 x2 —3x —4 0
lim ] =—

— La funcion tiene una asintota vertical en x = 4.

Por la izquierda la rama infinita de la funcién tiende a —oe, y por la derecha, a +oo.

Observa la tabla de valores de la funcion.

4x? 4 6x
f(x) = A4XTt+6x
2x —3
X 10 100 1.000 10.000
f(x) 27,06 206,09 2.006,009 20.006,0009

Esta es la tabla de valores de la recta y = 2x + 6.

X 10 100 1.000 10.000
y=2x+3 26 206 2.006 20.006

¢{Es cierto que la recta es una asintota de la otra funcién?
;Qué posicidn tienen cuando x tiende a +o0? Investiga la posicion relativa
de ambas cuando x tiende a —oo.

Si, es cierto que y = 2x + 3 es una asintota oblicua.

Cuando x tiende a +o», la funcion esta por encima de la asintota.

Six= —1.000, f(x) — 2x — 3 > 0,y cuando x tiende a —oo la funcién esta
por encima de la asintota.
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Limite de una funcién

2
: . . .. X* + 5x
069 | Comprueba sila rectay = x + 3 es una asintota oblicua de la funcién y = T ao
(o< Re] X +
En caso afirmativo, decide la posicién que ocupa una respecto de la otra.

_f(x) _ x* 4 5x
m —==lm —V—7—=
x> X x4 X° 42X o .
, — La funcién tiene una asintota
lim u—x = lim 3x =3 oblicua:y = x + 3.
o x 42 x4 X + 2

Six=1.000, f(x) — x — 3 <0,y cuando x tiende a +co la funcion esta
por debajo de la asintota.

Six=—1.000, f(x) — x — 3> 0,y cuando x tiende a — la funcion esta
por encima de la asintota.

070 | Calcula las asintotas oblicuas de las funciones y su posicidn relativa respecto de ellas.

oo

2x> + 4 2x* 4+ 4
a) f =214 b) flx) = X+
x—1 24+ x
2
X—>+o X X—>+% X° — X ) ) )
a) 5 — la funcion tiene una asintota
im |24 5= 22X 5 oblicuay = 2x + 2.
X— 4 x—1 x=42  x —

Six=1.000, f(x) — 2x — 2 > 0,y cuando x tiende a +oo la funcién esta
por encima de la asintota.

Six=—1.000, f(x) — 2x — 2 < 0,y cuando x tiende a —oo la funcion
esté por debajo de la asintota.
2
X +® X x>+ DX 4+ X7
b) 5 — La funcion tiene una asintota
im [ 224 S o A2 4| oblicuaiy =2x— 4.
xoto| D4 x xo+4e  x —

Six=1.000, f(x) — 2x + 4 > 0,y cuando x tiende a +oo la funcién esta
por encima de la asintota.

Six=—1.000, f(x) — 2x + 4 < 0,y cuando x tiende a —oo la funcion
estd por debajo de la asintota.

071 | Determina todas las asintotas de las funciones, y sitla sus ramas infinitas.

402

00
2—6 3
a) f(x) = X d) flx) =
X+3 x—1
3x2 42 3
b) f(X):u e) f(X)zzxi
X +1 X°—5%+6
3
9 ) = f) f0=———
x—5 x°+x4+1



a)

SOLUCIONARIO

.2 —6x 20
im ———— —» —
=3 X+ 3 0
- 2—06x
fim - 3 =—00
o 2X +6 — La funcion tiene una asintota vertical en x = —3.
lim £Z2X _ 400
x=-3t X+ 3
Por la izquierda la rama infinita de la funcion tiende a —oe, y por la derecha, a +-oo.
o 2—06x s . .
lim ——— = —6 — La funcion tiene una asintota horizontal: y = —6.
Xt x 3

Six = 1.000, f(x) > —6,y cuando x tiende a +oo la funcion esta
por encima de la asintota.

Six=—1.000 — f(x) < —6,y cuando x tiende a —ce la funcidn
estd por debajo de la asintota.

Al tener una asintota horizontal, la funcion no tiene asintota oblicua.

_3x2 4 2x 1
im ——— — —
==l x4 0
324 2x
im ————— = —
x»-1" X+ 1 L , .
) — La funcién tiene una asintota vertical en x = —1.
) 3x° 4 2x
im ———— =40
x——1" X+ 1
Por la izquierda la rama infinita de la funcién tiende a —oo, y por la derecha, a +-oe.
_3x2 4 2x y . ) )
fim A S 4o — La funcién no tiene asintota horizontal.
X+ X +‘]
2
im fx) _ im 3x? + 2x _,
x—+oe oy X—> o X2 =+ X i . i
3 4 2 — La funcion tiene una asintota
im | 22X g = gm =X = 4| oblicuary =3x—1.
X— 4 X +1 x=>4% x4

Six=1.000, f(x) — 3x+ 1 > 0,y cuando x tiende a +oo la funcién estd
por encima de la asintota.

Six=—1.000,f(x) —3x+ 1 <0,y cuando x tiende a —co la funcién
estd por debajo de la asintota.

o 4x3 500
im —— — —
=5 x —5 0
44X
fim E = —
X — o . .
= — La funcién tiene una asintota vertical en x = 5.
4y
lim =4
x—=5" X —

Por la izquierda la rama infinita de la funcion tiende a —oe, y por la derecha, a +-oc.

_4x3 L ) ) )

fim = 400 — La funcién no tiene asintota horizontal.
x—>+w x5

. 4x3 5 . ) .

lim ——— = 400 — La funcién no tiene asintota oblicua.

X— 4 XZ — 5x

403



Limite de una funcién

d) lim - El
=1 x —1 0
fim =—
x> X —1

3 — La funcién tiene una asintota verticalen x = 1.
lim =4

Por la izquierda la rama infinita de la funcion tiende a —oo, y por la derecha, a 4.

lim
x>4o x

= 0 — La funcion tiene una asintota horizontal: y = 0.

Six = 1.000,f(x) > 0,y cuando x tiende a +oo la funcion estd
por encima de la asintota.

Six=—1.000, f(x) < 0,y cuando x tiende a —co la funcién
estd por debajo de la asintota.

Al tener una asintota horizontal, la funcion no tiene asintota oblicua.

. X
lim ——————=+»
x->2" X° —5x+6 o . .
; — La funcidn tiene una asintota vertical en x = 2.
. X
im —————— = —o0

x=2' x> —5x+6
Por la izquierda la rama infinita de la funcion tiende a 4-o0, y por la derecha, a —oe.

) X 27
m— 2
=3 x2 —5x 46 0

X3

m ———— = —o0
x=3 x> —5x+6

X3

— La funcién tiene una asintota vertical en x = 3.

im ————— =+
x>3t X2 — 5+ 6

Por la izquierda la rama infinita de la funcion tiende a —oo, y por la derecha, a 4.

3

) X -, ! , '

lim —————— = 400 — La funcion no tiene asintota horizontal.
x>+ x2 _ 5x 46

. f(x ) X3

im Ay X
x—>4o  x X—+ X3 _5)(2 -+ 6x o .

— La funcién tiene una
X 5x7 — 6x . X

im|—2 _x|= Jm =222 _¢g asintota oblicua:
e X2 —5x+6 xoie x? — 5X 46 y=x+5.

Six=1.000, f(x) —x — 5> 0,y cuando x tiende a +o la funcion esta
por encima de la asintota.

Six=—1.000, f(x) —x — 5 < 0,y cuando x tiende a —oe la funcion
estd por debajo de la asintota.

404



f)

072

eee

a) f(x)

b) f(x)

SOLUCIONARIO

Dom f= R — La funcién no tiene asintota vertical.

. X S . .
lim ———— =0 — La funcion tiene una asintota horizontal: y = 0.
xmte x? 4oy ]

Six=1.000, f(x) > 0,y cuando x tiende a +o la funcion esta
por encima de la asintota.

Six=—1.000, f(x) < 0,y cuando x tiende a —ce la funcion
esté por debajo de la asintota.

Al tener una asintota horizontal, la funcién no tiene asintota oblicua.

Obtén todas las ramas infinitas y las asintotas de las funciones, y decide la posicién
que tienen entre si.

x> —7x+1
2x? — 5x3
x> —7x+1
2x* —8

X3 —Tx+1

2x* +8
x> —7x+1
2x +8

2
Domf—R{O,S}

X = 7x+1 1
7%7

im
x=0 Dx? — 5x3 0
3
X =T7x+1
lim % = too
xo0" 27— SX — La funcion tiene una asintota vertical en x = 0.
X = Tx+1
im &—————— =+

x=0" 2x? — 5x°
Las dos ramas infinitas de la funcion tienden a +oo.

X2 — X +1 —1,736
%

lim

2 2x? — 5x° 0
5

X = Tx+1

im ————— = —o0

X

- 2 3
_% 2x° — 5x

o , ) 2
5 — La funcion tiene una asintota vertical en x = —.
X° —=7x+1 5

= 4o
2° 2x%* — 5x¢°
5

X—

Por la izquierda la rama infinita de la funcion tiende a —oo,
y por la derecha tiende a +-oo.
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X3 = Tx+1
lim ———

1 I . ' 1
= —— — Lafuncion tiene una asintota horizontal: y = ——.
x= e Dy 5x3 5 5

1
Six = 1.000, f(x) < - y cuando x tiende a +oe la funcion esta

por debajo de la asintota.

1
Six = —1.000, f(x) > -y y cuando x tiende a —oe la funcién
esté por encima de la asintota.

Al tener una asintota horizontal, la funcién no tiene asintota oblicua.

b) Domf=R —{-2,2}
X = 7x+1 7

im ———— — —
x=-2 Jx? 8 0
3
) X —7x+1
lim 27+ = 4o
o-r 2x° —8 — La funcién tiene una asintota vertical en x = —2.
im x3—7x+1_7oo

x>-2t 2x* —8

Por la izquierda la rama infinita de la funcién tiende a +oo,
y por la derecha tiende a —oe.

X = Ix+1 -5
7%7

lim
x—2 2X2 -8 0
X = Tx+1
lim X =+l = 4o
x> 2x? —8 D , .
— La funcién tiene una asintota vertical en x = 2.
im X =Tx4+1

x=20 2x? —8

Por la izquierda la rama infinita de la funcién tiende a +oo,
y por la derecha tiende a —oe.

X = Tx+1
fim Al e L 400 — La funcion no tiene asintota horizontal.
xo4e Dx2 8
3
iim fx — Jim X —7x+1 _1 La funcion tiene
Ko X xote 2% —8X 2 una asintota oblicua:
(X =7x+1 0 o =3x 4T 1
lm | ——"————x|= Im ———=0 y=—X.
xo4e|  J)x* —8 xote )x° —8 2

Si x = 1.000, f(x)— %x < 0,y cuando x tiende a 4cc la funcién estd

por debajo de la asintota.

Six = —1.000, f(x) — %X > 0,y cuando x tiende a —oo la funcién

estd por encima de la asintota.
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Dom f= R — La funcién no tiene asintota vertical.

) -7 1
lim L i 400 — La funcién no tiene asintota horizontal.
xote Dx? 48
3
lim @ — Jim X =7x+1 = 1 La funcion tiene
Xt X x4 Jx3 4 8x 2 _, una asintota oblicua:
- - 1
Jm | X=XV D gy X ) = L
X—> 400 2)(2 +8 2 X—>+e 2X2 +8 2

1
Si x = 1.000, f(x) — EX < 0,y cuando x tiende a +oo la funcion esta
por debajo de la asintota.
1
Six = —1.000, f(x) — EX >0,y cuando x tiende a —oe la funcién
estd por encima de la asintota.

Domf=R — {—4}
X — Ix+1 —35
%

fim
x=>—4 2x 48 0
3 —
//‘miix 5 7X8+] =4
o , X+ — La funcién tiene una asintota vertical en x = —4.
X7 =T7x4+1
im ————— = —
xo—4t x4+ 8

Por la izquierda la rama infinita de la funcion tiende a 4-o0, y por la derecha
tiende a —co.

X = 7x+1

im ———— = 400 — La funcién no tiene asintota horizontal.
X— 4% 2X + 8

(%) X = Tx 4

im —— = Jim ——————— = 400 — La funcidn no tiene asintota oblicua.
X=4e X— 4 2)(2 —+ 8x

Halla las asintotas de estas funciones, y la posiciéon de las ramas infinitas.

3 _6x24+12x—8 35— 6x*? —
a) f0) = X X -;: X ) ) = X 6x2 +12x 8
X X —
x> —6x24+12—-8 x> —6x2+12x—8
X) = - e) flx) = — 27
X X — -
3 _6x*+12x —8 3 — 6x? —
9 ) = X X° +12x f) fl) = X 6x° +12x — 8
x—2 x2 +4

Domf=R — {-3}
x} —6x7 +12x—8 —125
%

lim
x—==3 X+3 0
iim X —6x* +12x -8 = foo La funcién tiene una asintota vertical
x—3" X+3 en x = —3. Por la izquierda la rama
- o
X —6x2+12x—8 infinita de la funcion tiende a +oo,
Xﬁrl 13 =% y por la derecha tiende a —co.
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408

X2 —6x? +12x—8

fim = 400 — La funcién no tiene asintota horizontal.
X—> % X + 3

() X} —6x2+12x—38

im —= = lm = 400 — La funcidn no tiene asintota
x—te x X= X2 + 3x
oblicua.

Domf=R —{-3,2}
x> —6x* +12x—8 —125
%

lim
x=-3 X +x—6 0
X —6x? +12x—8
fim > =—o
X—-3 X4+ X — 6 ., . , .
, ) — La funcion tiene una asintota vertical
X" —6x"+12x—-38
lim > =40
x—-3" X4+ X — 6

en x = —3. Por la izquierda la rama infinita de la funcion tiende a —oo,
y por la derecha tiende a +oo.

X —6x7 +12x—8 0

lim - —

x=>2 X +x—6 0

im X —6x7+12x—8 im (x —=2)(x* — 4x +4) _0
x2 XX +x—-6 X2 (x —2)(x+3)

— La funcion no tiene asintota vertical en x = 2.

X —6x? +12x—8

fim = 400 — La funcién no tiene asintota horizontal.
X—> 4 x4+ x—6
) X —6x?+12x—38
im —= = lim =1
x>y X—> 40 X3 + X2 — 6x
[P —6x2+12x—8 _ =7x*4+18x—38
fim —x|= Iim ————=-7
x4 X’ +x—6 =42 X 4 x—6

— La funcidn tiene una asintota oblicua:y = x — 7.
Six=1.000, f(x) — x + 7 > 0,y cuando x tiende a +oo la funcion esta
por encima de la asintota.
Six=—1.000,f(x) — x4+ 7 <0,y cuando x tiende a —o0 la funcion
estd por debajo de la asintota.

Domf=R — {2}
X =6 +12x—8 0
fim - —
X—2 sz O
3 2 o _ 2 _
fim X 6x” +12x 8 = lim (x=2)(x Ax+4) = 0 — Lafuncion
X—2 X*2 x—2 X—2

no tiene asintota vertical en x = 2.

x> —6x> +12x—8

fim = 400 — La funcién no tiene asintota horizontal.
X—> 4% X =2

() x> —6x2+12x—38

im —— = lim = +00 — La funcion no tiene asintota
X—toe x X— 4 XZ — 2X
oblicua.
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d) Domf=R —{-2,2}

x> —6x? +12x—8 —64
%

fim
xo=2 X’ —4 0
im x> —6x>+12x—8 -
x——2" X — 4 B R ; .
, s — La funcién tiene una asintota vertical
im X —6x" +12x -8
/m+ 7 =+
x——2 X 4

en x = —2. Por la izquierda la rama infinita de la funcién tiende a —oz,
y por la derecha tiende a +oo.

X —6x? +12x -8 0

fim - —
x2 x* =4 0
3 2 _ _ 2 _
fim = 6X2 +12x -8 = lim (x—2)x Ax+4) =0 — Lafuncion
x=>2 x°—4 X2 (x—=2)(x+2)

no tiene asintota vertical en x = 2.

x> —6x> +12x -8

fim P = +00 — La funcién no tiene asintota horizontal.
X 4o X —
() X —6x24+12x—38
im —— = lim S =1
X—=>+o X X— +% X — 4)(
[P —6x2+12x—8 . =6’ +16x—8
fim —-x|= Iim ———=—-6
X—> 40 )(2 — 4 X—+® Xz — 4

— La funcidn tiene una asintota oblicua: y = x — 6.

Six=1.000, f(x) — x4+ 6 > 0,y cuando x tiende a +oo la funcion esta
por encima de la asintota.

Six=—1.000, f(x) — x4+ 6 < 0,y cuando x tiende a —oo la funcion
estd por debajo de la asintota.

Domf=R — {2}
X —6x2+12x—8 0
fim - —
X2 (x —2) 0
P _6x24+12x—8 ) —-2)
fim X X 12X = lim (x ) = 0 — La funcién no tiene asintota
= (x—2) =2 (x—2)!

vertical en x = 2.

x> —6x* +12x —8

fim = +00 — La funcién no tiene asintota horizontal.
X—+%° (x — 2)2

- f(x) X —6x? 4 12x—8

im —— = lim =1
X—4o X X—> 4o X3 — 4)(2 + 4x L

, , 5 — La funcién

) X —6x° 4+ 12x—8 =X +8x—8

fim —x|= lIim ——m———— =2
X+ X2 —4x + 4 X—= 4 XZ —4x 4+ 4

tiene una asintota oblicua: y = x — 2.

f(x) — x + 2 =0 — La expresion de la funcion coincide con la ecuacion
de la asintota salvo en x = 2.
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f)

Dom f=R — La funcion no tiene asintota vertical.
x> —6x> +12x—8

lim > = 400 — La funcién no tiene asintota horizontal.
X—=> 40 X + 4
- f(x) X —6x7 4+ 12x -8
im —— = lim : =1
x—=>+® X X—+% x> + 4x
[ x*—6x?+12x—8 . —6x? +8 —38
fim —Xx|= Im ————=-6
X—> 4o X2+ 4 x> 4o x>+ 4

— La funcién tiene una asintota oblicua: y = x — 6.
Six=1.000, f(x) — x + 6 > 0,y cuando x tiende a +oo la funcion esta
por encima de la asintota.
Six=—1.000, f(x) — x + 6 < 0,y cuando x tiende a —oe la funcion
estd por debajo de la asintota.

074 | Calcula las ramas infinitas y asintotas de las funciones.
a) y=x>+5x—1 b) y=2"—1 o) y=logx d) y=tgx

200

a)

Dom f=R — La funcion no tiene asintota vertical.
lim (x> + 5x —1) = +00 = La funcidn no tiene asintota horizontal.

X— Fo
f(x) xX? 4+ 5x—1

im —— = Jim ———————— = 4+ — La funcidn no tiene asintota oblicua.
X=>to  x X— +o0 X

Dom f= R — La funcién no tiene asintota vertical.
lim (2* —1) = 400 — La funcién no tiene asintota horizontal.

X—=+0

. f(x) 2= L ) , )
im —= = lim ——— = 400 — La funcion no tiene asintota oblicua.
x>ty X=> +o X
Dom f = (0, +o0)
lim log x = —o0 — La funcidn tiene una asintota vertical en x = 0.
x—=0"

La rama infinita de la funcién tiende a —oo.
lim log x = 40 — La funcién no tiene asintota horizontal.

X—>+o
fi M: lim

X=>+o oy X— +ow X

log x
09X _ 0 — La funcién no tiene asintota oblicua.

Dom f= Rf{%+kﬁ,k c z}

. 1
lim tg x — —
x—>1 O
2
lim tgx = +o0
X%% e
. — La funcioén tiene una asintota vertical en x = —.
lim tgx =—o 2

Por la izquierda la rama infinita de la funcién tiende a oo, y por la derecha, a —oo.
Al ser una funcion periddica, de periodo T, todos los puntos

que no pertenecen al dominio son asintotas del mismo tipo.

Por tanto, la funcidn no tiene asintotas horizontales ni oblicuas.
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| Jeolke)

Encuentra las asintotas de las funciones.

SOLUCIONARIO

— La funcién tiene una asintota vertical en x = 0.

2x —3
a) y=7| k] b) y =
X
2x=3 sixg%
a) fx)= 2*
LH SiX<i
X 2
Domf=R — {0}
. =2x4+3 3
im— — —
x—0 X O
o =2x+3
im ————— = —
x—0" X
x—0" X

Por la izquierda la rama infinita de la funcién tiende a —oo, y por la derecha, a +oo.

. -3
fim
X—+o X

Six=1.000, f(x) < 2,y cuando x tiende a +ce la funcidn esta por debajo

de la asintota.
-2 +3

= 2 = La funcién tiene una asintota horizontal: y = 2.

lim = —2 — La funcién tiene una asintota horizontal: y = —2.

X—=+o X

Six = —1.000, f(x) < —2,y cuando x tiende a —ce la funcién esta

por debajo de la asintota.

Al tener asintotas horizontales, la funcion no tiene asintotas oblicuas.

b) Dom f=(-2,2)
2

im ———— = —o0 — La funcién tiene una asintota vertical en x = —2.

x—=2" /4 _ XZ

La rama infinita de la funcién tiende a —co.

lim ———= = 4+ — La funcion tiene una asintota vertical en x = 2.

x—2 4 — X2

La rama infinita de la funcion tiende a +oco.

Dado el dominio de la funcion, no tienen sentido los limites en el infinito,

y la funcién no tiene asintotas horizontales ni oblicuas.

Observa la gréfica de la funcion
y determina estos limites.

lim f(x) lim f(x) lim f(x)
x—0" x—07t x—0
lim f(x) lim f(x) lim f(x)
x—=2" x—=3 x—2

Estudia la continuidad
de la funcién f(x).
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lim f(x) =2 lim f(x) =2 lim f(x) = 2
x—0" x—0" x—0
//rrzi flx)=3 //'rr; f(x) = 3,5 fim f(x) = 3
X2 X— x—2

La funcién es continua salvo en x = 2, ya que no existe f(2).

077 | Completa la tabla para la funcion.
QeeC
x? —2x—3

x—3

f(x) =

Comprueba que su limite, cuando x tiende a 3, es: Iim f(x) = 4

x—3
(Cuanto vale f(3)? Haz una representacion de la funcion.
{Qué diferencia hay entre las graficasde f(x) ydey = x + 1?

X 2,5 29 |2999 | 3,001 | 3,01 3,1 3,5
f(x) 35 39 3,999 | 4001 | 4,01 4,1 45

No existe f(3).

La gréfica de f(x) coincide con la gréficade larectay = x + 1,
salvo en el punto x = 3.

078 | Dibuja una funcién que sea continua, salvo en x = —1, que tenga un salto infinito
2% |y que tenga en x = 3 un salto finito.

Respuesta abierta.

Y

412



079

[ Jele)

080

[ 1 J¢)

SOLUCIONARIO

Dibuja una funcién cuyo domino sea [0, +), y que presente un punto
de discontinuidad evitable en x = 4.

Respuesta abierta.
Y

Determina los puntos de discontinuidad de las siguientes funciones.

a) y= L e) y_7x+2
Y s X2 —7x+12
by y=—>F2 _ f) y=Jx—5
X* —x+12

o y=+4+x g y=+vx>—2x—38
d) y=v4—3x—x? h) y=+x*—2x+8

a) Domf=R —{-3}

fim - —

x=>-3 x + 3 0
lim ]

x>-3 X+ 3

. 1
lim
x—>-3t X + 3

— No existe //'m3 f(x),y x = =3 es un punto

=+ de discontinuidad inevitable de salto infinito.

b) Dom f=R — No hay puntos de discontinuidad.

c) Dom f=[—4, +90) — No hay puntos de discontinuidad.
d) Dom f=[—4, 1] = No hay puntos de discontinuidad.

e) Domf=R —{3,4}

fim __X+2 - El
X—3 2 _
X X412 0
. X+ 2
Jm T T S
) — No existe im f(x), y x = 3 es un punto
. X x—3
lim —————=—o de discontinuidad inevitable de salto infinito.

o3 X2 — Tx4+12
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081

L X Xe)

f)

9)
h)

fim _x+2 — 5
x4 x2 — Tx 412 0
x4 X2 —
o T;u — No existe lim f(x), y x = 4 es un punto
. X X—4
lm ————— =4 de discontinuidad inevitable de salto infinito.

wmat X2 — 7x 412

Dom f =[5, +90) — No hay puntos de discontinuidad.

Dom f = (—oo, —2] U [4, +-0) — No hay puntos de discontinuidad.
Dom f=R — No hay puntos de discontinuidad.

Estudia la continuidad de las funciones en x = 3, y si presentan discontinuidad,
decide de qué tipo de discontinuidad se trata.

(x +3 si x <3 12 .
si x
a) f(x) =16 si x=3 d) fx)=1{x—-3 <3
~X2—2X+3 si x >3 x—15 six>3
12 .
3 si x <3 X +1 six =3
X —
b) f(x) = 6 S x=3 e) flx) =1 x—1 '
X —2 six>3 —2 six=3
In (x —2) si x <3
¢ f(x) =1—2 si x=3
sen(x — 3) si x >3
a) f3)=6
im f(x) = lim (x+3)=6
el =3 — limf(x)=6
im fx)= lm (x> =2x+3)=6 X3
x—3T x—3"

Como f(3) = lim f(x), la funcion es continua en x = 3.

x—3
f(3)=6
Im £ = Im —2— =6
X3 >3 X =1 — No existe lim f(x), y la funcién no es continua
im f(x)= lim (x =2) =1 s
a3t 3t enx=3.

Se trata de un punto de discontinuidad inevitable de salto finito.

f3)=-2

lim f(x) = lim (In(x —=2))=0

3 e = lmf(x)=0
lim f(x) = lim sen(x —=3)=0 >3

x—3" x—3"

Como f(3) # lim f(x), la funcion no es continua en x = 3.
Xx—3

Se trata de un punto de discontinuidad evitable.
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d) f3)=-—12
Im ) = lim —?— = —co
x=3 x=3 X —3 — No existe lim f(x), y la funcién no es
im f(x) = lm (x — 15 = =12 ) x=3
x—3* xo3t continua en x = 3.

Se trata de un punto de discontinuidad inevitable de salto infinito.

e) f3)=-2
im Fx) = lim 2 = 5
X—3 X—3 X—‘\

Como f(3) # lim f(x), la funcién no es continua en x = 3.
X—3

Se trata de un punto de discontinuidad evitable.

082 | ;Qué valor debe tomar a para que las funciones sean continuas?

e

si x < —2 t - Six < —2
g <
a) fix)={ Xt o fl)={" 2

a six =-—2 .
log(ax+7) six>-—2
|—2x —7 six >—2 J >

x=1 H _
b) f(x):2 sixg 2
lax — 2 si x >-—2
a) f(=2)=a

. . 3
im f(x)= lm =-3

X——2" x»=2 X 41 — 3 lim f(X) =-3
lim f(x) = lim (—2x —7)=—3 o

x—=2" x—=2"

La funcion es continua si f(—2) = lim f(x) - a= —3.

X——=2
-3 1
b) f(=2)=2"=—
8
Im f)= lim 2 =L
X——2" X—-=2" 8
im f(x)= lim (ax —2)=—-2a—2
x—=2" x—=2"
— 3 im f(x) sii:—2a—2—>a:—£
X—=—2 8 16
) f(=2)=1
m fx) = lm tg—~ =1
X——2" X——2" 2Xx
im f(x)= lim log(ax +7)=log(—2a+7)

x—=2" x—-2"

— 3 lim f(x) si W:Iog(—2a+7)aa:—%
2

X——.
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083 | Razona si la siguiente funcién es continuaenx =3y enx = 0.

00
2% —1 six >3
y =
E +3 six <3
X
f3) =7
lim f(x) = lim E—1—3:7
X3 x=3 X — 3 lim f(x)
Im fx) = lm (2 =1)=7 ins
x—3" x—3t

Comof(3) = //m3 f(x), la funcién es continua en x = 3.

No existe £(0).

x—0" x=0" | X

im f0) = Iim [12+ 3] S
= — No existe //'mO (x), y la funcién no es continua
im f(x) = lim [+3]+00 enx=0. -

x—07" x—=0" | X

Se trata de un punto de discontinuidad inevitable de salto infinito.

084 | Estudia la continuidad en todo el dominio de las funciones.
°®% | Determina los puntos de discontinuidad que presenta cada una de ellas.

a) y=sen (x+ w)

b) y=In(x+e)

c) y—tg[x—l}
2
d) y:2x—3

a) Dom f= R — No hay puntos de discontinuidad.
b) Dom f= (—e, +9) — No hay puntos de discontinuidad.

) Domf=R —{r+kr ke Z}

. T
//mitg[x —7] =+

— No existe lim f(x), la funcidn no es continua

. »T( X7
fim Tg[Xf?]zfoo enx =T

x—w
Se trata de un punto de discontinuidad inevitable de salto infinito.

Al ser una funcién periddica, de periodo T, todos los puntos en los que falla
el dominio son puntos de discontinuidad inevitable de salto infinito.

d) Dom f= R — No hay puntos de discontinuidad.
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085 | Investiga si las funciones son continuas.

[eXeke]
log(x+7) six <3
a) flx) = 1 six=3
5 .
si x>3
Lx+2
3x+5 si x < —1
b) f(x) = 2 ,
0 six =—1
X+1 six >—1
5 .
7 x six <1
o f(x)=
) fld 5 six=1
12X +1 si x > 1

a) Six<3:f(x) =log (x+ 7) - Dom f= (-7, 3) = No hay puntos
de discontinuidad.

Six=3:f3)=1

/imi f(x) = //‘mi (Iog (x + 7)) =1

- A >3 lmfx) =1
im f(x) = Im =1 x=3

x—3" x=3" x4+ 2

Comof(3) = /im3 f(x), la funcién es continua en x = 3.

Six>3:f(x) =

— Dom f = (3, +o) — No hay puntos
X+ 2
de discontinuidad.

La funcion es continua en (—7, +o0).

b) Six< —1:f(x) = % —>Domf—l—§/—1]—>Nohaypuntos

de discontinuidad.
Six=—1:f(—=1) =1

im f) = lim 3x4+5 _ . No existe X@Lf(x)’ y la funcion no es
= o 2 ~ continua en x = — 1. Se trata de un punto
Im f(x)=Im (x+1)=0 de discontinuidad inevitable de salto finito.

x——1t x—-1'

Six>—1:f(x)=x+ 1 — Dom f= (-1, +o) — No hay puntos
de discontinuidad.

La funcion es continua en

5
- = 1] U (=1, +0).
3
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o Six<1l:f(x)=

2—x
Six=1.f(1)=5
im f(x) = lim > =5
1 o 2= X —3Imf(x)=5
lim f(x) = lim (2" +1) =5 !
x—T" x—Tt

Comof(l) = /irq f(x), la funcién es continuaen x = 1.
X—

Six>1:f(x)=2"""+1—Dom f= (1, +0) — No hay puntos de discontinuidad.

La funcion es continua en R.

086 | Estudia la continuidad de la siguiente funcion.
L X Jo]
log (t +7) sit<3
g(t) — 2 sit=3

_— sit>3
7—t

Si presenta puntos de discontinuidad, estudia el limite cuando t tiende a ellos

y decide qué tipos de discontinuidades son.

Sit<3:gx)=log (t+ 7) = Dom f= (-7, 3) = No hay puntos de discontinuidad.

Sit=3:9(3)=2
lim g(t) = limlog (t+7) =1
t—3" t—3"
= limg(t)=1
lim g(t) = lim i =1 =3

t—3* =3t 7 —t

Comog(3) = {/m3 g(t), la funcién es continua en t = 3.

Sit>3g(t) = % — Dom f= (3, +0) — (7}

. . 4
//m glt)= //m— =400
! o 4 ! — No existe im g(t) y la funcién no es
. . t—=7
[/L@g(t)_/ﬁa 7t % continuaent=7.

Se trata de un punto de discontinuidad inevitable de salto infinito.

La funcion es continuaen (—7, 7) U (7, 40).

087 | Estudia la continuidad de las funciones.
oca

a) y=I[x] (Parte enteradex) g y=Ix—1

— Dom f= (-0, 1) = No hay puntos de discontinuidad.
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La funcion es continua salvo en los nimeros enteros.

im f(x) =a—1
SiaeZ -

o i £
im 00— a — No existe fim f(x).

x—a

Todos los nimeros enteros son puntos de discontinuidad inevitable de salto finito.

1 six >0
No existe f(0).

f(X):{—1 sl x <0

lim f(x) = —1
=0 — No existe lim f(x), y la funcion no es continua en x = 0.
lim f(x) =1 x>0

x=0"
Se trata de un punto de discontinuidad inevitable de salto finito.
La funcién es continua en R — {0}.

x? =1 six<—1losi x>1
flx) = 5 )
—x“+1 si—-1<x<1

Six=—-1:f(=1)=0

im fx)= lim (x> =1)=0
o o = lim f) =0
lim f(X)Z (*XZ +1)=0 x—>—1

i
x——T" x——1"

Como f(—1) = lim f(x), la funcién es continuaen x = —1.

x——1

Six=1:f1)=0

lim f(x) = lm (=x* +1)=0

ot e — lmf(x) =0
lim f(x) = lim (x> =1)=0 x1

x—1t x—1"

Como f(1) = lim f(x), la funcién es continuaen x = 1.
x—1

La funcion es continua en R.

p six<—=losix>1

f)=1" N
Si—1<x <1

—x? =1
No existe f(—1).
I )= Jim —1— = e
o o X _1 — Lafuncion no es continuaen x = —1.
Iim f(x) = lm ——— =+
x——1t x—=-1t =X + 1

Es un punto de discontinuidad inevitable de salto infinito.
No existe f(1).
1

/im f(x) = /imizi =4
! xor =X+ 1 — Lafuncion no es continuaen x = —1.
fim f(x) = lim =+

x—=1" x—T" X2 —1
Es un punto de discontinuidad inevitable de salto infinito.
La funcién es continuaen R — {—1, 1}.
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088

[cXele]

089

@00

090

[eXoRe]

420

Observa la gréfica de la funcion 1
y determina los limites que se indican.
a) lim f(x)
H‘m ! )
b)hmf(x) :::::::::]::......:
X—+% r
o Iim f(x)
x—-=2
d) lim f(x)
x——1
a) lim f(x) =4 c) lim f(x) no existe.
X—>—x X—=2
b) /frz fx)=0 d) lim f(x) no existe.
X=>+% x——1
Calcula los limites indicados en la funcion definida a trozos.
hoo) = X2 4+5x4+1  six<—1
3x> —5x+6 six>—1
a) lim h(x) ) limﬁ h(x)
b) lim1 h(x) d) lim h(x)
x——1 X—+x
a) Im h(x)= lim (x> +5x+1) =+
b) fim f(x)= lm (x* +5x +1)= =3
X—=—1 x—=—1
o lim h(x)= lm (3x> —5x+6)=14
x——1" x——1"
d) lim h(x)= lim (3x> = 5x +6) =+
X— 4o X—+%
Calcula Iirr; (f o g), siendo las funciones:
2 _
gx) = x +2 f) = X =1
2x? —10x
(x+2) -1 _ X4 4x+3

fog(x)=f(g(x)=flx+2)=

Im (fog(x) = lm

im X+ 4x+3 _
x-3 2x2 = 2x =12
X° + 4x+3

=4

o3 2 = 2x—12

2x 427 —10(x+2) 2x* —2x—12

X+ 4x+3 24
767
=3 2x? — 2x —12 0

— No existe el limite.
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091 | Haz la gréafica aproximada de una funcién que cumpla las siguientes condiciones.
[ X Xe]

« lim f(x)=0

X——%

.« lim f(x) =4

X——2"

s lim f(x) = 4+

X+

. lim f(x) =—o0

x——=2"

Respuesta abierta.

092 | Realiza la gréafica aproximada de una funcién que cumpla las siguientes condiciones.
[ X Xe]

« lim g(x) = —oo

X——%

« lim g(x)=3

X—2"

o lim g(x) = -2

x—2%"

« lim g(x)=0

X—+®

Respuesta abierta.

YA
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093 | Construye la grafica aproximada de una funciéon que cumpla estas condiciones.
[ X Xe]

« [im h(x)=1

X——0

« lim h(x) = —o0

x—0"

« lim h(x) = 4o

x—0"

lim h(x) =1

X+

Respuesta abierta.

14
\
X
\
094 | Representa tres funciones que cumplan que /lim f(x) = 5 y cada una de estas
°®% | condiciones. o3
a) f3)=5
b) f(3) no existe.
o f(3)=2
Respuesta abierta.
a) v
4
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b) Y
Pl
v
,/
5 A
]
v
Pl
v
X
Q) Y
Pl
v
,/
s A
P
v
Pl
v
X

095 | Dibuja una funcién continua que cumpla que f(x) es negativa si x > 3y es positiva
*0 .
six <3.

a) ¢Cuantovale Iirrg f(x)? ;Y f(3)?

b) ;Hay un posible resultado? Razona la respuesta.

Respuesta abierta.

YA
\\
1 \\
NG X
\\
a) Iimf(x)=0
x—=3
f3)=0

b) Si, porque si la funcion es continua tiene que verificarse que: /im3 f(x) = f(3)

423



Limite de una funcién

096 | Halla las asintotas de estas funciones.
[eXeke]
x?—4x+4 x?—4x+4
f(X)=27 gX) = ————
X°—x—=2 X4+ x—=2

Razona las diferencias entre ambas funciones.

Domf=R —{-1,2}

xX?—4x4+4 9
im ——— —

o1 X2 —x =2 0
2
X" —4x+4
//m727+2 = 4o
e ); X — La funcidén tiene una asintota vertical en x = —1.
im X ax+4

xo-t X2 —x =2

x* —4x+4 0

im—mm — —

=2 x?—x =2 0

Xt —4x+4 (x=2) ~ ‘ )

lim = lim = 0 — Lafuncién no tiene una asintota

=2 x? —x =2 o2 (x—=1)(x—2)
vertical en x = 2.

2
X —4x+4 P . .
lim —————— =1— Lafuncion tiene una asintota horizontal:y = 1.
Xt x2 _x )

Al tener asintotas horizontales, la funcién no tiene asintotas oblicuas.
Domg=R—{-21}

o xXP—4x+4 16
im fX—X—— 5 —
=2 x? 4 x =2 0

2
X —4x+4
lim 27+ =+t
x=-2 XT 4 Xx—2 o . )
, — La funcién tiene una asintota vertical en x = —2.
im X —4x+4

X2t X2+ x—=2

X2 —4x+4 1
im————— —
o1 X2 px =2 0
ox*—4x+4
/Im 27 = —
x> XT X —2 S , .
B — La funcion tiene una asintota vertical en x = 1.
X" —4x+4
lim ———— =+»
=1 XS+ X —2
xXT—4x+4 o . 4
lim ——————=1- Lafuncién tiene una asintota horizontal:y = 1.

xote x2 4oy )
Al tener asintotas horizontales, la funcién no tiene asintotas oblicuas.

Las funciones f(x) y g(x) tienen distintas asintotas verticales, porque los valores
que anulan el denominador en cada una de ellas son diferentes.
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097 | Escribe una funcion racional para cada caso.

[ X Je)
a) Quetengax = 2yx= —3como Unicas asintotas.
b) Sus Unicas asintotassonx= —2ey=3.

¢) Susasintotassonx=4ey=2x —1.

Respuesta abierta.

a) flx) = X
(x =2)(x+3)
b) fx) = —
X+ 2
2
9 flx) = 2x 9x
X—4
. - . 2x* 43
098 | Calcula el valor de a para que el limite tenga valor finito: lim 1 —ax.
oes X—> oo X —
Con ese valor de g, halla b para que se verifique que:
2
lim X +3 —ax—b=0
X—>+4® x —1
. . . . 2x*+3
;Qué relacion existe entre la funcién y = Xi—: ylarectay=ax+ b?
) 2x* +3 2P +3—ax’ +ax

im | —=—ax|= lm

X—> o0 X —1 X—> 4% X —1

El limite tiene valor finito si el grado del numerador es menor o igual
que el denominador, por lo que a = 2.

2x? 2x — 1

im | 23 o b= g 3EXEOHT S 0 5h=2

X—> 40 X —1 X—+ X —1
2
Larectay = 2x+ 2 es la asintota oblicua de la funcién y = M
X —1

099 | Se ha estimado que la poblacién de zorros en una finca se rige

see
. 6t° +3 .
por la férmula z = 100 27—’_2 donde z representa el nimero de zorros
+t

y t es el tiempo transcurrido, en meses.

El veterinario de la finca ha observado que, en los primeros seis meses, la poblacion
ha aumentado. Investiga si el crecimiento sera indefinido, si tenderd a estabilizarse
la poblacion o si tendera a disminuir.

2
im [1oo.w] — 600
t— 4o 24 t?

La poblacién de zorros tenderd a estabilizarse.
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mc
100 | Lafamosa férmula M = ———— se debe a Einstein, y expresa la masa M de un

(X X ] C2 _ v2
cuerpo en funcidén de su velocidad v, siendo c la velocidad de la luz (300.000 km/s).

Calcula el limite de la masa M cuando v tiende a c. A la vista de ese resultado,
icrees que un cuerpo puede alcanzar esa velocidad?

) mc
im———— =+

v—C /CZ _ VZ

Para que la velocidad llegara a ser la de la luz el cuerpo deberfa tener

una masa infinita.

101 | Representa mediante una funcién definida a trozos la tarifa de un aparcamiento.
oo

9 @

Horario: de 10:00 a 22:00 horas
Tarifas:

e (Cada hora o fraccion: 2 €
e Mis de 5 horas: 10 €
e Estancia maxima: 12 horas
%] \Y)

a) Estudia su continuidad.

b) Clasifica los puntos de discontinuidad, si los tuviera.

a) Lafuncidn no es continua en:

x=10
x=11
x=12
x=13
x=14

b) Los puntos son de discontinuidad inevitable de salto finito.
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PARA FINALIZAR...

2
- P . . X +kx+2
102 | Calcula el valor de k para que el siguiente limite sea un numero real: lim %
x—2 xX- —4
Para el valor de k obtenido, ;cuanto vale el limite?

xX? 4 kx+2 2k +6
fim -
=2 xr 4 0

) ) L 0
Si k = —3, entonces la indeterminacion es: —

2 — — —
Asi, el limite vale: im al 2 = lim X =2 —1) = X
=2 X2 4 =2 (x =2)(x+2) 4
103 | Calculalos limites.
. 1 o1
a) limx-sen— b) lim—-cos x
x—0 X x> x

Aunqgue no sepamos el valor que toman el seno y el coseno de un dngulo cuando
el dngulo tiende a infinito, s sabemos que es una cantidad acotada,

pues tanto el seno como el coseno de un dngulo tienen un valor comprendido
en [—1, 1],y al multiplicar por cero una cantidad acotada, el resultado es cero.

1 1
a) limx-sen—=20 b) lim —-cosx =0
x—0 X X—>Fo x

104 | ;Qué ocurrira con las raices de la ecuacion ax? + bx + ¢ = 0 si el coeficiente a tiende
a cero y los coeficientes b y ¢ son constantes, siendo b # 0?

—b+b? —4ac

Las soluciones de la ecuacion son de la forma: x =

2a
_ —b+b* —4ac 0 . —b—+b*—4ac —2b
im—m—mmMmM"— 5 = lim - - ®
a—0 20 O a—0 Za O
im —b+ b’ —4ac — i b> —(b* —4ac)
a0 2a 0 2a(—b—Jb? —4ac)

2cC C

105 | Comprueba que lim e no existe.
x—0

1
imex =0 il
X207 — No existe imex.

1 x=0

im ex = +oo

x—0"
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106 | Estudia la continuidad de cada una de las siguientes funciones.

2 six<0 i 2 eon Vi
ay=1. = b)y:{5x six<0 c)y:X senX5|x¢O

5 six>0 2* six>0 0 six=0
a) f(0)=1

fim 2 =1

x—0"

1

lim 5% = 40

x—0"

No existe lim f(x), y la funciéon no es continua en x = 0.

x—0

Se trata de un punto de discontinuidad inevitable de salto infinito.

La funcién es continua en R — {0}.
b) f(0)=1

L

im5* =0

x—0"

lim 2* =1

x—0"

No existe lim f(x), y la funciéon no es continua en x = 0.

x—=0

Se trata de un punto de discontinuidad inevitable de salto finito.

La funcién es continua en R — {0}.
c f0)=0

lim [xz - sen ]] =0

x—0 X

Al ser f(0) = lim f(x), la funcion es continua en x = 0.
x—0

Asi, la funcion es continua en R.

L b .
107 | Demuestra que la recta de ecuaciéon y = — x es una asintota
a

2 2
de la hipérbola X Y _ 1

a b

2 2 202 242

X——y—=1—>b2xzfazy2:azbzeyzzibx ab

a b’ a’
2,2 2452
- y== bx Zab :igx/xz—a2
a a

x=>+*| g a

b b b —a’
im | —Zxl=lm |2 —L
x~>+w[a a ] X~>+°°[a erX

— 00— @

lim [b\/x2 —a’ bx]
x? —a’

=0




. . . . . sen
108 | Si medimos el angulo x en radianes, demuestra que /In‘(l)
X—>

Si el dngulo x se mide en grados sexagesimales, entonce

X

. sen
s lim
x—0

Como la medida de la longitud del arco estd comprendida
entre la longitud de los segmentos AC y AB, entonces
el drea del sector circular estd comprendida entre el 4rea

de los triangulos.
< = . . —
Area de OAC < Area de sector < Area OAB
R-R sen x R-Rtg x
- < ’TYRZ . L < 79
2 2T 2

R*sen x R* t
- < R2 . i < ﬂ

2 2 2

RZ

Simplificamos dividiendo entre 7: sen x < x <tgx

o sen x X tg x
Dividimos entre sen x: < <
sen x sen x sen x

sen x sen x sen x
> >

sen x X tg x
Hacemos limites con x — 0:

n x

. . se . .sen x
fim 1> lim > im cos x = 1> lim

SOLUCIONARIO

X

sen x
1>

_osenx
>1— lim

x—0 x—0 X x—0 x—0 X x—0 X
que querfamos demostrar.
Si x viene medido en grados:
R-Rsen x , X R-Rtgx _ R’senx _ R’
—— < TR —< - <
360 2 2 360
. - . R? T
Simplificamos dividiendo entre —: sen x < —— - x <1tg X
2 180
Dividimos entre sen x:
sen x < T X tg x iy X 1
sen x 180 sen x sen x 180 sen x cos X
180 sen x
->1>—-" > COS X
iy X
Hacemos limites con x — 0:
. 180 sen x ) 180 . senx
im 1> lim —- > limcos x > 1> —- Im —— > 1
x—0 x—=0 ™ X x—0 ™ x—0 X
180 . senx
- —-lim =1
™ x—0 X
) _sen x
Y despejando, resulta que: im =T
X250 x 180

L
180
C
> €05 X
=1,queeslo
R’tg x

2
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