Geometria analitica
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b La caricia del escorpion
Continuamos, pues, en ese piso calamitoso de Delicias, achicando inun-
daciones domeésticas, martilleando en las canerias. Todos estos de-
sarreglos me crispaban tanto como a ella, pero la energia que consu-
miamos en combatirlos nos libraba de discutir otros problemas mas
importantes. Ademas de su amante y amigo, me convertia en enyesa-
dor, en fontanero, carpintero, electricista y no sé cuantas cosas mas.
[...] Solventé un problema de union de dos tuberias en cruz sin saber
nada del oficio, basandome en mis conocimientos de geometria eucli-
diana y aplicando el teorema de Cavalieri. [...]

Dependiamos uno del otro; ella de mi para recomponer los destrozos
y yo de ella para tener una misién con que contentarla, o, mejor di-
cho, para contentar mi amor por ella y asi, de vuelta, quererme mas.
Ya se sabe: uno hipoteca el amor a si mismo a que la persona amada
esté de acuerdo en concedértelo. Se antepone la conviccion de que la
otra persona esta a gusto con uno para poder sentirse €l también co-
modo. Cuando amas no unes tu corazon: lo divides. [...]

Seguin uno baja por Delicias, para entrar en nuestra antigua calle hay
que atravesar la plazoleta Luca de Tena, doblando una esquina a la iz-
quierda, y es ahi donde uno se tropieza con el enorme respiradero del
suburbano. Para ser exactos, no es una esquina, sino un chaflan (trie-
dro en el cual dos planos normalmente perpendiculares son cortados
por una interseccion). La placa metalica que airea las emanaciones del
metro se compone de cinco celdillas de ancho por nueve de largo, de
un metro cuadrado cada una (en total, cuarenta y cinco metros cua-
drados). Es dificil eludir ese paso, puesto que mas alla hay un parterre
con arboles, a menos que uno dé un rodeo por su lado mas largo, pri-
mero a la izquierda y luego a la derecha. Lo usual en estos casos es

E abreviar cruzando el respiradero por su diagonal. Candela, en cambio,

7 recorre los dos catetos del triangulo rectangulo en vez de la hipotenu-
—— sa (o diagonal del rectangulo), cometiendo asi una imperdonable in-
—

fraccion pitagorica. Mas que repugnancia al aire que sale de alli, yo ca-
si creo que es por miedo de que la placa ceda bajo su peso, o algo.
Una mania como cualquier otra; las mias son peores.

IGNACIO GARCIA-VALINO
g /v - / p =
Ay .

.

Calcula los médulos de los vectores que definen Candela
y su novio al cruzar la placa metalica que airea las emanaciones
del metro. ;Qué relacion existe entre ellos?

Tomamos como origen la esquina por donde empiezan a cruzar
la placa metélica.

En su movimiento, Candela define los vectores (5,0) y (0, 9).
Por tanto, los médulos miden 14 metros.

El novio de Candela define el vector (5, 9).

Este vector tiene por modulo:

52+ 97 =+/106 = 10,30 metros

Es mayor la distancia recorrida por Candela.
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SOLUCIONARIO 5

ANTES DE COMENZAR... RECUERDA

Pon varios ejemplos de magnitudes escalares y vectoriales.
Son magnitudes escalares: la capacidad, el volumen, la superficie. ..

Son magnitudes vectoriales: el peso, la aceleracion. ..

Representa estas rectas.

a) y=—2x o y=—x+1 e) y=2x—2
X —x —1 X
b) y=— d y= f) y=—-1
Y 2 Y 2 Y 2
a) Y4 d) 4
yE T 5
] X X
X1
y: ke
b) YA e) Y
132 =2x—2
X X
Q) Y f) Y
y=Fx+1
X e X

Dibuja dos rectas paralelas, r y s. Después, traza una perpendicular a la rectar y otra
alarectas. ;Como son las rectas que has dibujado?

r

Las rectas son paralelas.
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Geometria analitica

004 | Representa, en un sistema de ejes cartesianos, el punto P(—1, 1) y larectay = x,
y determina la proyeccién ortogonal del punto sobre la recta.

Y

La proyeccion ortogonal de P sobre r
=TT es el origen.

005 | Observa los siguientes dngulos y contesta.

a) ;Cuéanto suman los angulos Ay B?

)
o)

b) Dibuja en tu cuaderno un angulo igual a A

y otro igual a B.

¢) ¢Qué condiciones cumplen los dangulos que has dibujado?

a) Losangulos suman 180°.
b)

>)
@)

c) Son angulos suplementarios.

ACTIVIDADES

001 | Copia estos vectores y calcula gréficamente =

su suma y su diferencia. \7~

U+v U -—V

<l
%

002 | Realiza las siguientes sumas de vectores.

a) @+V)+w
b) U +(V+w)

<y
<
<} N
+
N
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SOLUCIONARIO

003 | Copia los vectores @, b y C, y realiza graficamente _
las siguientes operaciones.

S}
/ﬁ

Sx

a) @+2b Q0 b+(C +a)
b) —¢ +3a —2b

004 | Escribe el vectoLﬁcomo combinacion lineal
de los vectores b y . a

o

Expresa b en funcién de a'y C, y también ¢ b
enfunciébndeayb.

005 | Comprueba que los vectores U y v forman una base,
y expresa el vector w en funcion de ellos.

\
Los vectores Uy V tienen distinta direccion, 7\
2

por lo que forman una base.
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Geometria analitica

006 | DadalabaseB={u,v} T
a) Calculag@=7 + Vyb =0 — V. L»

b) Comprueba que a’ygforman una base.
¢) Expresau yVencombinacion linealdeay b.

a )__::____:7
) a’iu+v .

v v

u—-v

<|

b) Los vectoresa y b tienen distinta direccion, luego forman una base.

E a b
>

—

. d
o uU=—+
2

=2 2

2 2

007 | Dibuja los puntos A(2, 1) y B(1, 2) y calcula.

a) Las coordenadas de los vectores AB y BA.

b) Sus modulos. Y
— N
a) AB=(1-22-1)=(-1,1) B;A‘\

— 1+
BA=Q2—-1,1=2)=(,-1) A

008 | Encuentra cuales son vectores paralelos.

T=@21 b=(-2-1) T=(-21 d=@2-1) =42 f=(-63)
T 2
Los vectores @, by € son paralelos, porque:T =—=—
Los vectores ¢, (Ty f son paralelos, porque: % =—=—
009 | Dados los puntos A(0, 3), B(2, 1), C(—2, 2) y D(—3, 4), halla los vectores.

a) AB—CD b) AC +DC c) BD—CA

a) 2-01=3)—(-3—-(=2,4—-2=2,-2)—(-1,2)=@3, -4
b) (20,2 =3+ (-2~ (=32~ 4= (=2, ~1)+ (1, -2 = (~1,-3)
QA (-3—24—-1)—0—=(=2,3—2=(=53)—-2 1)=(=7,2)

010 | Dados "= (2, —1) y vV = (0, 3), realiza las siguientes operaciones de vectores.

a) u—3v b) 50 +V ) —uU+2v
a) UT—3v=02,-1)—-(0,-9 =229
b) 50+ vV =(10,—-5)+(0,3)=(10,—-2)

Q —U+22v=(=21)+0,6=(-27)
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SOLUCIONARIO

Sean los vectores ' = (0, 2), v = (1, —1) y w = (0, —1). Calcula.
au-v bu-vV+w) oow-v du-w e u-(v-—-2w) f) =20-3v

a) T-Vv=02-(01-1)=-2

b) U-(V+w)=0,2-((1,-1+0-1)=02-0-2)=-
Q wW-v=0-1-0-1)=1

d) T-w=(0,2-0-1)=-2

e U-(Vv-2w)=(02-((1-1)-(0-2)=(02-(01,1)=2
fy —20-3V=(0,—-4)-(3,-3)=12

El producto escalar de dos vectores coincide con el producto de sus médulos.
;Qué puedes decir de los vectores?

u-v=Uu|-|vV]-cosa

Para que el producto escalar de dos vectores coincida con el producto

de sus médulos, tiene que verificarse que cos a = 1. Por tanto, los vectores
deben tener igual direccién y sentido.

Halla el producto escalar de los vectores i = (3, 2) y V = (4, —6). ;Qué deduces
del resultado?

U-V=0032-@ -6)=12-12=0.El producto de vectores no nulos puede ser cero.

Calcula el angulo que forman estos vectores expresados en coordenadas.

a) u=(,-3) vV=(23) b) U=(-1,2) vV=(423)
u-v -7
a) cosa= = =—0,61— o =127°52"29,9"
|T]- V| 10413
b) cos o =——Y 2 018> o= 79 41 42,55"

u
7| 17| 5V

Encuentra tres vectores perpendiculares y otros tres paralelos a los siguientes

vectores.

a) @=(1,1) b) b =(3,2) 0 cT=(01 d) d =(1,—5)

Respuesta abierta.
a) a=(0,1)
Vectores paralelos: (2, 2), (3,3)y (4, 4)
Vectores perpendiculares: (—1, 1), (—=2,2) y (=3, 3)
b) b=(3,2)
Vectores paralelos: (6, 4), (9,6) y (12, 8)
Vectores perpendiculares: (2, —3), (4, —6) y (6, —9)
o c=(01)
Vectores paralelos: (0, 2), (0, 3) y (0, 4)
Vectores perpendiculares: (1, 0), (2,0) y (3, 0)
d) d =(1,-5)
Vectores paralelos: (2, —10), (3, —15) y (4, —20)
Vectores perpendiculares: (5, 1), (10,2) y (15, 3)
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Geometria analitica

016 | Calcula el perimetro de un triangulo cuyos vértices estan situados
en los puntos A(1, 2), B(3,2) y C(—1, 3).

Calculamos los vectores A_E BC y CA:
AB =(2,0),BC = (—4,1)yCA= (2, 1)
Hallamos el médulo de los vectores:
|AB| =22+ 0% =2

|BC| =N (=4 + 7 =17

|CA| =2+ (=17 =5

El perimetro mide:

2+17 ++5 =836u

017 | Dados A(—2, 3) y B(1, —2), halla el punto medio de ABy los simétricos de A respecto
de By de Brespecto de A.

Llamamos M al punto medio de Ay B.

M_[—2+1’ 3—2]_[—11}
2 2 2" 2

Llamamos A'(x, y) al punto simétrico de A respecto de B.

—24x 3
<1,—2)[ + ,H]%(X,y)(4,—7)
2 2
Llamamos B'(x’, ') al punto simétrico de B respecto de A.
T+x =24y -
<2,3>:[ +2 sk = 58

018 | Escribe las ecuaciones vectorial y paramétricas de la recta que pasa por los puntos
A(7,3)y B2, 2).

AB=(=5-1)

Ecuacion vectorial:

OP = OA + tAB — (x,y) = (7,3) + t(—5, —1)
Ecuaciones parameétricas:

x=7-—5¢t
y=3—-t

019 | Halla las ecuaciones paramétricas de la recta cuyo vector director es V.= (—1, 0)
y pasa por el punto A(3, 2).

X=3-—t1
y=2
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020 | Calcula las ecuaciones vectorial y paramétricas de las rectas bisectrices

021

022

023

SOLUCIONARIO

de los cuadrantes.

Bisectriz del primer cuadrante.
Ecuacion vectorial:
Xy =101,1)

Ecuaciones paramétricas:

X =t

y=t

Bisectriz del segundo cuadrante.

Ecuacién vectorial:
0, y) =11, =1)

Ecuaciones paramétricas:

X =t
y=-t

Dos rectas, ry s, ;pueden tener el mismo vector director? ;Qué relacion habra

entre ellas?

Dos rectas pueden tener el mismo vector director. Cuando dos rectas tienen

el mismo vector director, son paralelas o coincidentes.

Halla la ecuacion continua de la recta que pasa por A(2, —1) y tiene la direccion

del vector d = (2, —1). Averigua si el punto P(3, 1) estd en la recta.

Calculamos la ecuacion continua de la recta:
x=2 _ y—(=1)
2 —1
Comprobamos si el punto P cumple las ecuaciones de la recta:
3-2 1 1—(=1)

2 2 -1

Luego el punto P no pertenece a la recta.

=-2

Obtén la ecuacién general de la recta que pasa por A(1, —1) y B(0, 2).

Calcula también un vector perpendicular a su vector director.

Calculamos el vector director: AB = (—1,3)

Obtenemos la ecuaciéon general:

A=3 B=1 C==3-14+(=N-(=1)==-2
3X+y—2=0

Un vector perpendicular a AB es (—3, —1).
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Geometria analitica

024 | Halla las ecuaciones explicita y punto-pendiente de la recta que pasa por A(3, —3)
y por el origen de coordenadas.

Calculamos la ecuacion explicita de la recta:

y:mx+nm>73=m~3+n
0,0
y:mx+n¥0:m~0+n

-y =X

Para determinar la ecuacion punto-pendiente hallamos un vector director:

—

OA =(3,-3)
Calculamos la pendiente:
m= = =—1
3
Tomamos el punto O(0, 0):

y—0=—1(x—0)

025 | Calcula la recta que pasa por el punto A(2, 7) y forma con el eje de abscisas un dngulo
de 60°. Explica como lo haces.

Calculamos la pendiente:tg 60° =m — m = J3

Hallamos la ecuaciéon punto-pendiente: y —7 = \/g( -2

026 | Halla los valores de By C para que las rectas r y s sean paralelas.

rr 3x+By+5=0 ssx+2y+C=0

Para que las rectas sean paralelas se tiene que cumplir que:
A B C
+

Al
El

5 iiieCii
1 C 3

I
\
\
o}
I

1

027 | Estudia la posicién relativa de dos rectas que tienen vectores directores
no proporcionales. ;Qué condicion han de verificar para que las rectas
sean perpendiculares?

Si'los vectores directores no son proporcionales, las rectas son secantes.

Sead = (d,, d,) el vector director de larectar,y sea ¢ = (¢, ¢,) el vector director
delarectas.

Las rectas son perpendiculares si el producto escalar de los vectores es cero.

d-c+d-=0>d-¢,=—d,- ;> C = (—dy dy)
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SOLUCIONARIO

028 | Halla la distancia entre el punto P(2, —1) y la recta r, cuya ecuacién es:

- x—1 _ 2—y
3 2
Expresamos la recta en forma general:
P X 27 g3y —8=0
3 2
aP ) = | AXo + By, + Cl _ [2.243-(=1)-8]| __7 _N13 y

JA 1B J27 4+ 32 J13 13

029 | Calcula la distancia que separa esta recta del origen de coordenadas.

x=3—t
y=242t
Expresamos la recta en forma general:
X=3—t y=2
- —Xx+3= — —2X — 8=0
y:2+2t} X+ 5 v+
d(Plr):|AXO+ByO+C|:|—2-O—1<O+8|: 8 :&Eu

JA 1B 224 (=) Js 5

030 a”a Ia diStanCia entre estas rectas.
X 1 =2
y . x =2t }

r—= :
2 5 y =345t

Calculamos el vector director de la recta r: U; = (2, 5)
Hallamos el vector director de la recta s: U; = (2, 5)

Tomamos un punto de la rectar, A(0, 1), y vemos si pertenece a s:

t=20
0=2t
: - 21— A
51:S+St} r:—z #s

Expresamos la recta, s, en forma general:

TN SUN. S St BNV Vg
y =345t 2 5
Las rectas son paralelas, y calculamos la distancia de A a s:
A ) — |Axo+8y0+Cl _15-0-2 1+6| 4 429 J

JA 4B Jo+2 v 29

031 | Calcula el angulo que forman las rectas.

L X=2 Y+ o x=1-2t
-3 3 Ty=-3+t
lda+d-ol _ 3:(=2+3-11 3 10

cos v =

JE+d Jata J32+32~J( »+r 30 10

— o =71°33'54,18"
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Geometria analitica

032 | Alavista de la siguiente figura, realiza las operaciones

| Jolke)

indicadas.

a) AB+BI f) AB+ 2DC

b) BC —EF g) BF —IE

) IH +2BC h) 2AI + 2CD
d) AB+JF +DC i) AE —AC

e) HG +2CJ +2CB j) 2IE +IB —BC
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SOLUCIONARIO 5

(.)g,} Haz las siguientes operaciones.
T a) U+V
> b) 2v+u—w
v Q) 2W—U+3V
\'w d v—-2u—w
\ e) 2U+w
a)
|
\
\
b) L@
WX
)
\
\ \
1A .
o} L
|
i\
\
\
Bl
|
\ 2w — 7437
|
|
\
d)
| W NG
\ -
\
e)
AN \
[IHRNEEA
\ 20 +w \\ \
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034

®0C

035
L JoRel

036

®0T

Expresa los vectores AC, AF, EB, AE y FC de lafigura ‘
como combinacion lineal de los vectores AB'y BC.
AC = AB + BC ‘
AF= —AB + BC
EB = 2AB — 2BC F A
AE = —AB + 2BC
FC = 2AB

Comprueba que los vectores " y V de la figura forman una base.

|

<

Dibuja los vectores con coordenadas en esa base.
a) 2,1) b)) G -1 9 (=23)

Como los vectores tienen distinta direccion, forman una base.

a) L b) o}
u i\ /I
/ II /
/
/ /
v
Razona qué pares de vectores forman una base.
a) U=(2,-3)yv=_(54) b) U=(0,-2)yv=(41)

a) Los vectores Uy V' son linealmente independientes, puesto que no son
proporcionales.

2
2, =3)=1t54 > > L5 Noson proporcionales.
t=——
4

b) De forma analoga, tenemos que:

t =
0-2=t41)—> 2} — No son proporcionales.



SOLUCIONARIO

037 | Si, respecto de una base, los vectores T y Vson ' = (2, —=3) yV = (5, 4),
°®° | halla las coordenadas de los siguientes vectores

a) 2U+Vv o —u+2v e) =30 —V
b) 50+ 2V d) 27+%V f) —

a U+V=4-6+054=

© -2
b) 504 2v'= (10, —15) 4 (10,8) = (20, =7)
Q —U+2V=(-23)+(10,8=(811)
d) 20+ % V=4 -6+ 252 =65-4)

e) =307 —V=(=69+(=5-4)=(-11,5)
f _1m27_[_1, 3]+[10,8]_[7/ 25]
2 3 2 33 3.6
03§ Calcula Xy ppara que los vectores ' = (5, 1),V = (—1,4) y w= (13, 11) verifiquen
T queNT 4+ W =w
NG, 1) 4 (=1, 4) = (13, 11)
e5x_“:13}ﬂsm—m—uzwau:z—mﬂ

N+ 4 =11

039 Halla el médulo de Jos vectores a, B)
°®" | dados @ = (—3,4),b = (-5, —12)yT = (3,

|a| = \/ 3 +42 =5 T+b=(—8—8)

15| = (=127 =13 |T+b| =87+ (—87 =128 =82
7] =32+ (=12 =10 26 — T =(=10,-24) + (=3,1) = (=13, -23)
|26 — | = (=132 +(—23)* = /698

040 | Siu=(3,1)yv=(2 —1),calcula.

eeC

a) u-v b) u-2v Q) U +3V)-v d v-Uu—Vv)
a) U-v=@E10-02-1"=6-1=5
by T-2v=031-4-2=12-2=10
Q QUA3IV)-V=(62+6-3)-2-1=012,-1)-2,-1)=244+1=25
d T-@-V)=@D-GBN+(=21)=61-0,2)=3+2=5

041 | Dados los puntos A(3, 7), B4, 9), C(—4, 3) y D(4, 9), json paralelos
®®° | los vectores ABy CD?

AB=1(,2)
D =86

8 6
No son paralelos, porque: T #* —

2
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Geometria analitica

042 | Calculaelvalordetparaqued -v=7,sid=(—1,2)yv=_3,1.
[“Xeke] s
Halla el médulo de los dos vectores.

u-v=7

(71 2)-3,H)=7—> 3+2t_7—>t_5
=J(=1)7+2 =

[V :\/324-52:\/34

043 | Sig=(a,b),V=(c

L2 2e)

a) U4+v=Vv u+v U-U+20-V+vV-v
b) u-(V+w)=Uu-V+Uu-w d @+V)-—-V)=u-0—-V-V

+
b+ (cd)=@+cb+d)=(c+ad+b=I(d+@b=v+T

a) UT+V=I(q,
b) T-(V+w)=1(a,b)-(c,d)+ (e f)=(ab) - (c+ed+f)=ac+ae+ bd+ bf
U-V+u-w=1(ab)(cd+b)-(ef)=ac+ bd+ ae+ bf
v =(ab)+(cd)-(ab) +(d)=

ob+d)-la+cb+d) =ad ++2ac+ b+ d + 2bd
U-U+20-V+V-V=I(ab) (ab)+(2a,2b)-(c,d) + (cd) -(d =
=+ b*+2ac+2bd + ¢ + &

d) T+V)-@T—-V)=(ab)+(d)- (ab)—(d)=
=@+cb+d)-la-—cb—d)=a*-+b—d*

T-T—V-V=(b ab—-Cd- -cd=a+b—-——d

S
+,\

044 | Decide si los siguientes vectores son perpendiculares o paralelos.
°Yeolo) — —-
a) @ =(=2,4yb=@32) b) € =4 -3)yd =(6,8)
-2 4
a — #F—
3 2
No son paralelos.
T-b=(-24-32=-6+8+#0
No son perpendiculares.
4 _
Dt
6 8
No son paralelos.
T-d=04-368=24-24=0
Son perpendiculares.

045 Encuentra un vector U = (a, b) que es perpendicularaVv = (3, 5) y cuyo médulo

sea |U| =2+/34.

17~7:(a,b)-(S,S):S(H—Sb:O—)a:—%
|T|= [ 5:]+b2_2f—> =136 340" =1224 > b=+/36 = 46
Sib=6—->a=-10 Sib=—-6—a=10
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SOLUCIONARIO

046 | Dado el vector p = (6, 2), obtén un vector g con médulo V89 ytalquep -qg=14.

| Jeolke)

P -Gd=(672-(ab=6a+2b=14—>b=7—3a

4
|G|=Na@+(7 30 =89 - 100 —420—40=0—{"7 "5
4 47 % =>
Sia=——->b=—
5 5

Sia=5—b=-8

047 | Hallamy n para que los vectores U= (3,m)yV =(n, —1) sean perpendiculares
" | y se verifique que | 77| =5.

[T =V3¥4+m =5-594+4m =255>m==4

Sim=4:

4
(3/4)(n/71)zo—)3n7420—)n:§
Sim= —4:

(3,—4)~(n,—]):043n+4:09n:—g

048 | Calculamparaquev=(7,=2)yw = (m, 6):

a) Sean perpendiculares.
b) Sean paralelos.
¢) Tengan el mismo mdédulo.

12
a) (7,2)~(m,6):7m+12:0%m:77
) L= =2 5m=—2
m 6

O |V =72+ (=2 =53
7| = Jm* 1 6

53=m’4+36—->m=+17

049 | Dadosa = (6, —2) yl_J) = (16, 12), calcula el valor de m para que los vectores
L X B —

—

T=mad +b yV=ma —b sean perpendiculares. ;Hay una solucién Unica?
U=m6, —2)+(16,12) = (16 +6m, 12 — 2m)
V=m6 —-2)—(16,12) = (=16 +6m, —12 — 2m)
Para que los vectores sean perpendiculares, su producto escalar debe ser cero.
(16 4+6m,12 —2m) - (=16 + 6m, =12 — 2m) = 36m’ — 256 +4m’ — 144 =0

—>m=i\/ﬁ

La solucién no es Unica.
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050 | ;Podrias conseguw unvectora talqued -b =5, siendo b=(@21), y que sea
- | perpendicularac = (2, 6)?

a-b=5-(@b)-2,1)=5—=2a+b=>5
a-c=0-(ab) -2,6=0-32a+6b=0

Resolvemos el sistema:
a=3,b=-—1

¢®¢

051 | Considera que A, B, Cy D son los vértices de un cuadrado de lado 1 cm.
““% | Calcula los siguientes productos escalares.

a) AB-BC b) AC -DB o) AD -CB d) AC -CB

Tomamos el punto A como origen, por lo que obtenemos las siguientes
coordenadas: A(0, 0), B(1,0), C(1, 1) y D(O, 1)

a) AB=(1,0,BC=(0,1)

(1,00-(0,1)=0

b) AC =(1,1),DB =(1,-1)
(1L,1)-(0,=1)=1-1=0

¢ AD=(0,1),C8 =(0—1)
0,1)-(0,=1)=—1

d) AC=(1,1),CB=(0—-1)
(1,1)-(0,—=1) = —1

052 Por una traslacion, el punto (1, —3) se transforma en (3, 7). ;Cudl es la imagen
del punto (—2, 5) por la misma traslacién? ;Y la imagen de (4, —6)?

Calculamos el vector de la traslacion:
A(1,-3),B(3,7)

AB =(2,10)

Hallamos la imagen de (-2, 5):
(—2,5)+ (2,100 =(0,15)
Determinamos la imagen de (4, —6):
(4, —6)+ (2,10) = (6,4)

053 | Halla el angulo que forman los vectores.

eCo

a) @=(—1,5yb =32 0 €=(—64)yf =(-9,6)
b) ©=(1,3) yd =(-1,v3) d) §=02 -5 yh=46)
b 7
a) cosa= — = =038 = o =67°37"1151"
|a|- 6] 26 V13
c.d 2
b) cosa= — = =05—->a =060
el 1d] Va4
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C) cosa= f_, /8 =l-a=0
|- 171 52-vn7

d) cosa= g h_, —0,56 — o0 = 124° 30" 306"
lg-1hl FF

054 | Calcula m para que los vectores @ = (8, —6) y!_)) = (m, 3) formen
°““ | un angulo de 60°.

Cos6O°:a+b_,—>i:M—> m>+9 =16m—46
|a]- o] 2 10+m?+9
—>255m2—1.472m+2.1O7:O%m:ﬁi 4411
255
055 | Encuentra un vector a que forme un angulo de 30° con b= (3, —4)
[cXeke] —
ytalque |@ | =3 -|b].
cos30r=—20_ 3 _30=% 154503 —6a—8b
|7 |5 2 5345
Ja+b? =53 s a2 +b2=75
Resolvemos el sistema:
_15+5J3+8b 2
6a-8b=15+5V3] =6 — [1545V3+80) .
a+b’=75

5067 + 403 (V3 + )b+ 7543 —1.200 =0

—>b=-

3(V3+1) i\/u%—ﬂﬁ

5 50

056 | Calculaay b, silos vectores U = (a, 4) y vV = (b, 14) forman un angulo de 45°
[cX<Xe] —
y |T|=5.

cos45°=—4L YV %Q:MHS\/E—M/%Z—H% —2ab+112
|7 - V] 2 544b+1%

Ja*+16 =5

Resolvemos el sistema:

. 36(56\5—5) 9629 — 560\/—
SV2 4207 1392 =2ab+112] 4ess
Ja*+16 =5 ) 56f 9629 — 560f
- _
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057 | Halla el punto medio de los segmentos de extremos:

o a) A(3,5)yB(911) c) A(4,5vyB(7,1)
b) A(—3,1)yB(7, —4) d) A(—6, —1)y B(—9, —3)

Llamamos M al punto mediode Ay 8.

B M= 3+9,5+H](6,8)
2 2
b) M= 3+7']4]_[2'_3]
2 2 2
c)M=4+?5+q=Fﬁﬂ
202 2
@ m=[=6=2 —1—3]_[_151_2]
2 2 2

058 | Si el punto medio del segmento AB es M(3, 5), dado A(9, 7), calcula el punto B.
°““ | Luego obtén A con M(—1, 5)y B(4, —9).

Sea B(x, ).
9+«
= _
(3'5)_[9+x,7+y]ﬁ 2 | X
2 2 s_7ty| y=3
2
Sea Alx, ).
B 44+ x
_ - =6
<_1,5)_[4+X,9+y]% 2 | X
2 2 s_ 9ty y=19
2

059 | Halla las coordenadas del punto simétrico de P(—4, 2) respecto del punto Q(5, —1).
o0 Determina también el punto simétrico de A(3, —2) respecto de B(—3, 4).

Como P(—4, 2) es el punto medio de Q(5, —1) y Q'(x, ):

5+ x
S5+x —1+ 4= x=-13
(—4, 2)—[, y]—> -
2 2 ,_ly | y=s
2

Y como B(—3, 4) es el punto medio de A3, —2) y A'(x, y):

3= 3+ x
_ - =-9
(_3'4)_[3”’2”]% 2 |
2 2 4_—2+y y =10
2

216



060

061
eeo

062

063

[ Yoke)

SOLUCIONARIO

SiA(3,1),B(5,7)y C(6,4) son tres vértices consecutivos de un paralelogramo,
;cudl es el cuarto vértice?

Calculamos el punto medio del segmento AC:

M_[3+6' 1+4]_[9’5
2 2 2 2

El cuarto vértice, D(x, y), es simétrico de B respecto de M.

9 5 5+x 74+x x=4
— == X -
22 2 2 y=-2

Dos vértices consecutivos de un hexagono regular centrado en el origen
de coordenadas son (4,0) y (2, 2\/§) Calcula las coordenadas de
los demas vértices.

Calculamos los vértices A'(a, b) y B'(c, d), que son simétricos de Ay B respecto de O.

a=—4 a=-2

- 0,00=(2+a 23 +b] -
00=(+a0+b—>]~ } 00=(2+ +b) : _2ﬁ}
El vértice C se obtiene con una traslacién con origen en By vector (—4, 0):
C=(22V3)+ (40 =(-22v3)

El vértice C' se obtiene con una traslacion con origen en B"y vector (4, 0):

C'=(-2-2v3)+10=(2-2V3)

Tres vértices consecutivos de un hexagono regular son (0, 0), (2,0) y (3, \/g)
Halla los otros vértices.

Sabemos que A(0, 0), B(2,0) y C(B, \/g)

Calculamos el vértice D, con una traslacion con origen en Cy vector gufa(—L \/g)
D=(33)+(=1,v3)=(2 23)

Hallamos el vértice £, con una traslacién con origen en D'y vector gufa (—2, 0):
F=(22v3)+(=2,0=(0,2V3)

Determinamos el vértice F, con una traslacién con origen en £

yvectorguia(q, 7\/§>:

F=(02v3)+(=1, —/3)=(=1,43)

Calcula las coordenadas de los puntos que dividen el segmento de extremos
A(5, —1) y B(17, 8) en tres partes iguales.

Calculamos el vector AB: AB = (12,9

. o 1 . )
El primer punto estaré situado a g de distancia de uno de los extremos

2
del segmento, y el segundo, a 3 de distancia.
P, :A—f—%A_E: G -D+—0129=02

(12,99=(13,5)

Wl W=

PQ:A+§TB=<5,—1>+
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064 | Determina el valor de g, sabiendo que la distancia entre Q(—6, 2) y P(a, 7) es 13.
°2° | Escribe también las coordenadas y el médulo del vector PQ.

\/(—6—0)24—(2—7)2 =13—>5+36+120+a’+25 =13

—_18
Sa+12a—108=0— "
a,=6

Calculamos las dos soluciones:

PO = (—12, —5)
PO = (12, —5)
|PO|=13

065 | Demuestra que el triangulo de vértices A(3, 1), B(9, —1) y C(5, —5) es isOsceles.
(Es equilatero? ;Cuales son sus lados iguales? Calcula su area.
Hallamos los vectores formados por los vértices del tridngulo:
AB = (6,—2),BC = (—4,—4)y AC= (2, —6)
Calculamos los médulos de los vectores:
|AB| =36 +4 =40 u
1BC| =~16+16 =32 u
|AC| =4 +36 =40 u
Como el tridngulo tiene dos lados iguales, ABy AC, es un tridngulo isdsceles.

Para hallar el drea calculamos la altura, h, sobre el lado BC aplicando el teorema
de Pitdgoras:

/ =J40-8 =32 u
i 6 u

= = =1
2

066 | Determina si el tridngulo de vértices A(12, 10), B(20, 16) y C(8, 32) es rectangulo.

sec
Calculamos los vectores formados por los vértices del tridngulo:
AB = (8,6),BC=(—12,16)y AC = (—4,22)
Hallamos los modulos de los vectores:
|AB| =64 +36 =10u
|BC| = /144 + 256 = /400 =20 u
|AC| =16 + 484 = /500 u
Siel tridngulo es rectangulo, debe verificar el teorema de Pitdgoras.
|AC|2 |AB|2+ |BC|2
10?7 + 207 = 500
Luego el tridngulo es rectangulo.
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067 | Halla la longitud de la mediana que parte de A en el triangulo c
°®° | de vértices A(—1, 4), B(6, 5) y C(10, —3). ;Coincide la mediana
con la altura en este caso? Justificalo.
Calculamos el punto medio, M, del segmento CB:
6+10 5-3
M= , —— =81
[e419,223) A :

Para hallar la longitud de la mediana, determinamos el modulo del vector AM:
AM =(9,-3)  |AM|=+/81+9 =90

Para que la mediana, AM, coincida con la altura sobre el lado CB, los lados ACy AB
deben seriguales.

AC=(11,-7) AB=(7,1)

|AC| =121+ 49 =170 |AB] =49 +1 =50

Luego la mediana no coincide con la altura.

068 | Halla los vértices de un cuadrado si dos de esos vértices no consecutivos
°®” 1son(3,1)y (9, =7).
AB3,1),C(9, —7),Bla,b)y D(c,d)
Calculamos la longitud de la diagonal formada por los vértices dados:
IDl=JO =3 +(=7—17 =36+ 64 =10
Hallamos la longitud de los lados, 1: 100 = 21> — [ = Js0
La longitud de los vectores AB, CB, CD yA_5 debe serigual a la longitud del lado.

J50 =J@=37+(b -1 ->50=a"—6a+9+b>—2b+1
V50 =J(@— 97+ (b+7)? — 50 = a®>—18a + 81+ b% +14b + 49
V50 = Jc— 92 +(d+77 = 50=c*—18c + 81+ d? +14d + 49
V50 =\(c=3+d =17 ->50=c"—6c+9+d —2d+1

Resolvemos el sistema: B(2, —6) y D(10, 0)

069 | Los vértices de un triangulo son (-7, 3), (1, 1) y (—1, —5). Halla los puntos medios
‘ de sus lados. Comprueba que el tridngulo que determinan tiene los lados paralelos
al primero y que la medida de sus lados es la mitad.

Calculamos el punto medio, C', del lado AB, siendo A(—7,3) y B(1,1): C'= (-3, 2)
Hallamos el punto medio, B, del lado AC, siendo A(—7, 3) y C(—1, =5): B'= (=4, —1)
Determinamos el punto medio, A’, del lado CB, siendo B(1, 1) y C(—1, =5): A"= (0, —2)
Calculamos los vectores formados por los vértices de los tridngulos:

AB = (8,—2),AC= (6,—8)y BC = (—2, —6)

AB = (—4,1),AC= (=3,4) yBC'=(1,3)

Como las coordenadas son proporcionales, los lados son paralelos.

Determinamos la longitud de los lados:

|AB| =64 +4 =68 =217 \AB | =16+1 =17

|AC| =36 +64 =10 |AC| =9+16 =5
|BC| =4 +36 =40 =210 16T =149 =10
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070 | Dados los puntos A(3, 0) y B(—3, 0), obtén un punto C sobre el eje de ordenadas,
de modo que el tridngulo que describan sea equilatero. ;Hay una solucién Unica?
Halla el area de los tridngulos que resultan.

Los vectores formados por los vértices deben tener la misma longitud.
SiC(0, 0):

|CA| =9+ |CB| =9+’ |AB| =6

6=vo+c2 >c=+27

Los puntos pedidos son: CW(O, 3\/§) y CZ(O, ,3\/§)

Calculamos el drea de los triangulos:

:M:Lé\/g =93¢

2

A

071 | ;Qué condiciones tienen que cumplir los vectores 'y V para que (0 + V) - (7 —V) = 0?
o Con este resultado demuestra que si un paralelogramo tiene las diagonales
perpendiculares, solo puede ser un cuadrado o un rombo.
U=(ab V=I(d
a@+cb+d-a—cb—d)=0=ad -+ —-d=0-a+b=+d
- 7] = V]
Si "y V son los lados de un paralelogramo, U+ V'y U— V son sus diagonales.

Por tanto, si las diagonales son perpendiculares, los médulos miden lo mismo,
por lo que solo puede ser un cuadrado o un rombo.

072 | El lado mayor de este triangulo es un didmetro
“®® | delacircunferencia.

Expresa el vector AC como combinacién lineal

deu ydeV. ¢ B
Realiza el producto escalar AB - AC y simplifica
todo lo posible. ;Qué resultado obtienes? A

AC=T-V  AB=0U+7V
Los modulos de Uy V' son iguales, ya que son radios de la circunferencia.
AB-AC=([T-7V)-@+V)=|T]*— |V]*=0

073 | Escribe las ecuaciones vectorial y paramétricas de las rectas que cumplen
°9° | estas condiciones.

a) Pasa por los puntos (—3, 1) y (5, 3).

b) Pasa por el punto P(3, —4) y su vector director es vV = (—2, 7).

c) Suecuacion explicitaesy = —3x + 4.

a) Calculamos el vector director: (8, 2)
Ecuacion vectorial = (x, y) = (5, 3) + (8, 2)

X:5+8r}

E ion ramétricas —
cuaciones paramétricas =342

220



SOLUCIONARIO

b) Ecuacion vectorial = (x,y) = (3, —4) + t(—2,7)

X=3-=2t }

Ecuaciones paramétricas —
P y=—4+7t

c) Hallamos dos puntos de la recta: A(0, 4) y B(1, 1)
Calculamos el vector director: AB = (1, —3)
Ecuacion vectorial = (x, y) = (1, 1) + t(1, —=3)

Ecuaciones paramétricas — x=1+t
P y=1-3t

074 | Expresa la ecuacién continua de la recta que:

| Jeolke)

a) Pasa por los puntos (8,3) y (1, 5).
b) Pasa por el punto P(—2, 5) y tiene como vector director V.= (3, —4).
¢) Suecuacion generales —2x+y+7=0.

a) Calculamos el vector director: (=7, 2)
x—8 y-—3
—7 2
b) Ecuacién continua — XTH —y=
—4
¢) Hallamos dos puntos de la recta: A(0, —7) y B(1, —5)

Ecuacion continua —

Calculamos el vector director: AB = (1,2)

Ecuaciéon continua e% = yT—H

075 | Escribe la ecuacién explicita de la recta que:

eCo

a) Pasa por los puntos (—3,5)y (3, —1).
b) Pasa por el punto P(—1, 0) y tiene como vector director vV = (—3, —2).

c) Suecuacion continua es X - y7—3
—2 5
(=39
Q) y=mx+n——>5=-3m+n
B -1
y=mx+n—> —1=3m+n
Resolviendo el sistema obtenemos:m=—-1yn=2—y=—x+2

b) Calculamos la pendiente:m = %
El punto P(—1, 0) debe cumplir la ecuacion de la recta.
2 2 2
y=—x4+n—->0=——+n—->n=—
3 3 3

Por tanto, la ecuacién explicita de la recta es:

y—gx_i_g
3 3
o} L:)/7_3%5)(:—2)/+6—>y:—£x+3
-2 5 2
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076 | Comprueba silos puntos A(—3, 2) y B(5, —1) estan en las rectas.

®00
—3_ 5x —3
a =3 zx} b) y= X3 0 5x—2y+19=0 d) X:4:yT+7

y=3+4x

x=3
a) 73:372>\}_>

2=344xn | Ta=—!

4
El punto (—3, 2) no pertenece a la recta.

5=3-2 |  x=-1
—1=34+4] "x=-

El punto (5, —1) pertenece a la recta.
b)27ﬁ;15_3

El punto (-3, 2) no pertenece a la recta.
25-3

—1#

El punto (5, —1) no pertenece a la recta.
o —15—-4+4+19=0
El punto (—3, 2) pertenece a la recta.
254+2419#0
El punto (5, —1) no pertenece a la recta.
344 247

5 T

El punto (—3, 2) no pertenece a la recta.

544 —147

3 2

— El punto (5, —1) pertenece a la recta.

077 | Expresa en forma vectorial, paramétrica y continua la ecuacion de la recta que:

Yele!
'| —
a) Pasa por el punto (1, 3) y es paralela a la recta x+1 = 'Vif

b) Es paralelaalarecta 5x —2y + 12 = 0y pasa por el punto (—2, 5).

a) Vector director de la recta: (2, —4)
Ecuacion vectorial = (x, y) = (1, 3) + t(2, —4)

E ion ramétri —>X:H_2r

cuaciones parameétricas y=3— 4
., . x—1 y—3
Ecuacion continua » —— = ——
2 —4

b) Vector director de la recta: (2, 5)
Ecuacién vectorial — (x, y) = (=2, 5) + t(2, 5)

Ecuaciones paramétricas — X=—2+2
uaci p i Y =545t
Ecuacion continua — X+2 _y=>
5
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078 | Expresa en forma explicita la recta que:

Yels!
a) Pasa por el punto (0, —1) y es paralela a la recta X=2+ 3)\}.

/ y=—4
X—=3 _ L1 y pasa por el punto (5, —2).

b) Es paralela alarecta

a) Vector director de la recta: (3, 0)
Pendiente:m =0
—1=0+n->n=-1
Ecuacion explicita = y = —1

b) Vector director de la recta: (4, —1)

Pendiente:m = 1
4
5 3
—2=——4+n—->n=—-—
4 4

- - 1 3
Ecuacion explicita > y = ——x — —
4" 4

079 | Escribe la ecuacion general de la recta que:

eco =—I=
a) Pasa porel punto (10, —2) y es paralelaala recta; - R 1 zix},
b) Esparalelaalarectay = 83 y pasa por el punto (4, 0).
a) Expresamos la recta en forma continua: al _3]0 = y74-22

Y la expresamos en forma general: =2x +20 = =3y —6 - —2x+3y + 26 =0

b) Vector director de la recta: (1, 4)

Y

4

Y la expresamos en forma general: 4x — 16 =y —>4x—y — 16 =0

) X —4
Expresamos la recta en forma continua: =
1

080 | Escribe las ecuaciones vectorial y paramétricas de la recta.

[ Jele)
a) Pasa por el punto (0, —3) y es perpendicular a la recta X +32 = yT—H

b) Pasa por el punto (—5, 0) y es perpendicular a la recta —3x —2y + 7 = 0.

a) Un vector perpendiculara (—3,4) es (4, 3).
Ecuacion vectorial — (x, y) = (0, —3) + t(4, 3)

Ecuaciones paramétricas — X =4
P y=—3+3t

b) Calculamos el vector director de la recta:
A(1,2),B(=1,5) = AB = (—2,3)
Un vector perpendiculara (=2, 3) es (—3, —2)
Ecuacion vectorial = (x,y) = (=5,0) + (=3, =2)

' - x=-=5-3t
Ecuaciones paramétricas — y— -2t
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081 | Determina la ecuacion continua de la recta que cumple estas condiciones.
Yele!

a) Pasapor el punto (7, —1) y es perpendicular alarecta y = ﬂ

b) Pasa por el punto (—4, 4) y es perpendicularalarecta —2x+y + 7 =0.

a) Calculamos el vector director de la recta:
AB=(3,—1)
Un vector perpendiculara (3, —1) es (1, 3).
Expresamos la recta en forma continua:
X=7 _y4d
T3
b) Calculamos el vector director de la recta:
A0, —7), B(1, —=5) = AB = (1,2)
Un vector perpendiculara (1, 2) es (—2, 1).
Expresamos la recta en forma continua:
X+4_y-4
-2 1

082 | Halla la ecuacién explicita de la recta que:

| Jeolke)

a) Pasa por el punto (2, —5) y es perpendicular a la recta X ;_ 1_ _34 .

b) Pasa por el punto (—4, 8) y es perpendicular a larecta —2x 4+ 3y — 16 =0.
a) Calculamos el vector director de la recta: U, = (3, 2)
La pendiente de la recta es m = 3
Como pasa por el punto (2, —5): ’
—5:%~2—|—n—>ﬂ:—E

- 2 19
Laecuaciéndelarectaesy = —x — —

S
b) Calculamos el vector director de la recta: U, = (-2, 3)
3
La pendiente de larectaes m = ——.

Como pasa por el punto (—4, 8):

8=fi~(74)+n—>n:2
2
La ecuaciénde larectaes y = —%x + 2.

083 | Determina la ecuacion de una recta que pasa por los puntos (—1, —10) y (2, ¢),
°®" | sabiendo que su pendiente es 7. Expresa la recta en forma continua y general.

Hallamos el vector director: (3, ¢ + 10)

10
Como sabemos que la pendiente es: 7 = % -2l=c+10->c=11

u,=210
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084 | Determina el punto de la recta x=1 It 1, que dista 2 unidades del punto P(—2, 2).
o000 2 —

Expresamos la recta en forma paramétrica:

X =142t

y=-1-t

Los puntos de la recta son de la forma:

A +2t,—1—1)

SOLUCIONARIO

Expresamos la recta en forma continua:
x+1 y+10

3 21
Y la expresamos en forma general:

21x+21=3y+30=21x-3y—9=0

Calculamos los vectores que van de la recta al punto P:
AP=(-3-2,3+41

Veamos cudles de estos vectores tienen modulo 2.
2=(3-200+G+0? > 4=0+412+ 47+ 9+ 61+ 12

911
5
9+

5

6
=57 +18t+14=0—
5

Por tanto, los puntos son:

—18—2dm 9+W] ) —18+ 2411 9-J11
T 2 T

T+
5 5

AT+ T+ T+

5 5

085 | Estudia la posicion relativa que tienen estas rectas.

eCo

a) r:

b) r:

x=1—4X S_x=2+3u
y=3-2X Ty=7-2u
X =1—6X S,X=2+3M}
y=—-34+2X Cy=—p

a) U =(-4-2)

U,=3-2
Como los vectores no son proporcionales, las rectas son secantes.
U=(-6,2)
U=06-1
Como los vectores son proporcionales, las rectas son paralelas o coincidentes.
Veamos si el punto A,(1, —3), de la recta r, pertenece a la recta s.

1
i B
p=3

Las rectas son paralelas.

225



226

Geometria analitica

086 | Decide qué posicion relativa tienen las rectas.
L Je}e]

®

a) r X —2 _ y+1 . xX+1 _ y+3
6 -2 -3 1

1 -2 1 3

b) r: x+1_y=—2 s: X+l _y+3
2 -3 2 -3

a) U,=6-2 U=(31

Como los vectores son proporcionales, las rectas son paralelas o coincidentes.

Veamos si el punto A2, —1), de la recta r, pertenece a la recta s.
241, =143
- ¢ - =

-3 1
Las rectas son paralelas.

b) 07=(2, -3) U,=(2,-3)
Como los vectores son iguales, las rectas son paralelas o coincidentes.
Veamos si el punto A(—1, 2), de la recta r, pertenece a la recta s.
—14+1 =243
+
2 -3
Las rectas son paralelas.

087 | Investiga qué posicion relativa tienen los siguientes pares de rectas.
®O0

a) r3x—5+9=0 s x+4y—3=0
b) r: 6x—4y+11=0 s: —9%+6y—1=0
o r4x—y+1=0 st 2x—3y+13=0

3 =5
a —# o — Las rectas son secantes.

b) %9 = o #* il — Las rectas son paralelas.
1

—4

4 -1
¢ — # —— — Las rectas son secantes.

088 | Discute la posicién relativa de estas rectas.

[ Jele)

a) r:y:6x_1 s:y:_3x+5
4 -2
b) r:y:6x+18 S:y:4x+12
9 6
a) Lapendientedelarectares:m,= % = %
La pendiente de larecta s es:m; = %

Como las pendientes son iguales, las rectas son paralelas o coincidentes.
Veamos si el punto A(1, —1), de la recta s, pertenece a larectar.

6—1
—1# —— — Las rectas son paralelas.
4
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b) La pendiente delarectares:m,=

La pendiente de larecta s es:m; =

o|s~ oo

Como las pendientes son iguales, las rectas son paralelas o coincidentes.

Veamos si el punto A0, 2), de la recta s, pertenece a la recta r.

60418

2 — Las rectas son coincidentes.

089 | ;En qué posicidn relativa estan estas parejas de rectas?
[eXeze)
x=—14+4X
ar
) y=3-2X }
b) r: y:5x+1 x+3 y—7
—2 2 —5

s x+2y—7=0

a) Expresamos la recta ren forma general:
1 -3
X: :y—2—>—2x—2:4y—12—>—zx—4y+wo:o

Las rectas son paralelas.

b) Expresamos las rectas en forma general:

ro =2y =>5x+1 s =5x—15=2y—-14
5x+2y+1=0 S5x+2y+1=0

Las rectas son coincidentes.

Q?O {Qué posicion relativa mantienen los siguientes pares de rectas?
o a) rpasapor(—3,4)ypor (8, —1).
s x—2y+15=0
b) rpasapor(—1,4)y por (2, —5).
o X*t2_y=7

—1 3
(=39

a) y=mx+n— 4=-3m+n

y=mx+n L, —1=8m+n

5 9

y:fﬁer? — 5x+ 11y — 29 = 0 — Las rectas son secantes.
b) ¥,=(3,-9

u=(-13)

Como los vectores son proporcionales, las rectas son paralelas o coincidentes.

Veamos si el punto A(—1,4), de la recta r, pertenece a la recta s.

—14+2 47 _—
re_4-7 — Las rectas son coincidentes.
—1 3
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091
Zo

092

eeC

093

| Jolke)

(En qué posicién relativa estan estas parejas de rectas?

. X = —6X
a) resperpendiculara3x —4y+11=0. s y=—34 8>\}
2x+3 X —3 1
b) resunarecta perpendicularay = * s — = = y+i

-5 2 5
a) Calculamos el vector director de la recta:
3
m=—-—@43)
4
Este vector es perpendicular al vector director de la recta s.
U,=(43) U, =(-6,8)
Las rectas ry s son perpendiculares.
b) Calculamos el vector director de la recta:
—2
m=——05 -2
5
Por tanto, un vector perpendicular a ella es vector director de la recta r.
U, =(5-2) U, =(2,5)
Las rectas ry s son perpendiculares.

Determina la ecuacion de la recta r, que es perpendicularas:3x —2y +1=0

y que pasa por el punto de coordenadas P(0, 2).

. 3
Hallamos el vector director de la recta:m = — — (2, 3)

Por tanto, un vector perpendicular a ella es vector director de la recta r.

U,=(-32
X = =3t
y=2+2
Calcula los puntos de corte, si es posible, de las parejas de rectas.
X=2+3X\
a) r 2x — 8=0 s:
) y+ y=7+>\}
by ry= —2Xt+7 sX—2 _y—-1
3 3 —2
o r x—1_y+3 $:3x+y+2=0
2 —6
@ X="1-3 G X=3 _y+7
y=5+8X 1 —4
x=1+X
e)ry= 6x+3 s: 3

a) 243N —-T7+N+8=0>244+6A—7—-X+8=0->x=—1
El punto de corte es P(—1, 6).

b) 3y =—2x+7 _)2X+3y:7
—x4+4=3y-3] T —x-3y=-7
Hay infinitos puntos de corte, y las rectas son coincidentes.
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Q —6x+6=24+6 %—6x—2y:0 %3x+y:0
X+y+2=0 X+y=-2 X4 y=-2
No hay puntos de corte, y las rectas son paralelas.

—1-3\—3 _ 5+8\+7

d) 1 2 S I2N+16=8\+12 > X=—1
El punto de corte es P(2, —3).
o %—1—3)\:%)\4_3%34-@\:6)\—1—9
No tiene solucién, las rectas son paralelas.
Halla el valor que debe tomar k para que la recta X+1 = y=2
X=3-—X k 3
sea paralela a .
y =245\
Para que las rectas sean paralelas, los vectores directores deben ser proporcionales.
—1 5 5

Encuentra el valor de a para que la recta ax 4+ 3y — 7 = 0 sea paralela

x—1
a

=y+2.

Para que las rectas sean paralelas, los vectores directores deben ser proporcionales.

-3 a 3
—_— == ——
5 1 5

;Para qué valores de m son estas rectas perpendiculares?
rry=mx+6 s: 8 —5y+1=0

u,=(58)
Cualquier vector perpendicular es proporcional a (—8, 5).

) 5
Por tanto, la pendiente es:m = fg

Prueba que todas las rectas cuya ecuacién es del tipo y = ax + a pasan por el mismo

punto. Halla el punto y la recta de ese tipo que es paralela a: X =21-3Xx .
y=—14+2X

Hallamos el punto de corte:

y=ax+a

y=bx+b

Todas las rectas pasan por (—1, 0).

Como la recta es paralela a la recta dada, su vector director es (=3, 2).

}—>ax+a:bx+b—>(a—b)x:—(a—b)—>x:—1—>y:0

m=—-=
3

2 2
larectaes.y = ——X ——

3 3
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098 | Calcula la perpendicular trazada desde el punto Pa larectar.
[ X Je)
a) r 2x—5y+9=0 P4, —14)

=3-2)\
b) r: X P(4, —5
RISt
onrny= x =2 P2, —4)
a) U, =52

Un vector perpendiculara U, es (=2, 5).

Calculamos la perpendicular:

X =4—2X\
y=—1445X
b) 0, =(-23)

Un vector perpendiculara U es (3, 2).

Calculamos la perpendicular:

X =4+3X\
y =542\
9 u=063)

Un vector perpendicular a o, es (—3, 5).
Calculamos la perpendicular:

X =2-3\

y =—4+5\

09 Determina la recta paralela a r que pasa por el punto simétrico de P respecto

[SXeRel

" | delarectar.
a) rr2x—3y+10=0 P(4, —7)
= -2\
b) r: P4, 4
) y=2 _)\} (4,4)
3x —1
Qry= P(5, —9)
4
a) Calculamos la recta s, perpendicular a r, y que pasa por P:
. x—4 y+7
2 3

Hallamos el punto de corte de las rectas:
2X—3y+10=0 2—3y=-10] , x=-2
X—=12=-2y—14 X+2y=-2 y=2

(=2, 2) es el punto medio de Py su simétrico, P, respecto de r.

Calculamos P'(x, y):
(-2, 2)_[4+X,_7+y]—> X:_ﬂ

2 2 y=1
Larectaes: X =-8+3)
Ty =11421
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b) Calculamos la recta s, perpendicular a r, y que pasa por P:
A=Ay
1 —2
Hallamos el punto de corte de las rectas:
~N—4  2-N—4
T 22

(—4, 0) es el punto medio de Py su simétrico, P, respecto de r.

>AN=2

Calculamos P'(x, y):

(4 0) = [4+X 4+y] Lx= —12}
2 2 y=-4
larectaes: ¥ = T127 2
y=—4-X
¢) Calculamos la recta s, perpendicular a r, y que pasa por P:
. X= 5 y+9
=3 4
Hallamos el punto de corte de las rectas:
4y = 3x —1 _)—3x+4y:—1 _)X:—]
4x —20 = =3y — 27 4+ 3y = —7 y=-1

(=1, —1) es el punto medio de Py su simétrico, P', respecto de r.

Calculamos P'(x, y):

(1, -1 =| 22X P+ —>X:_7}
2 2 y=7

La rect X =—=7+4XN

aecaes.y:7+3>\

100 | Encuentra la ecuacién de la recta simétrica de r respecto de la recta s.
o0
x—4

a) rny= . s —X+2y+4=0 b) r: ;ig;;‘)\

} ss2x+y—7=0

a) U=0Q1u=@21

Las rectas son paralelas o coincidentes.

Elegimos un punto, P, de ry calculamos la distancia hasta s:
_ Ao +Bp+Cl _[-4+2-044]
T NS

Las rectas son coincidentes y, por tanto, la recta simétrica es la misma.

P(4,0) dP, s) 0

b) U= (-1,2,0;=(1,-2)

Como los vectores son proporcionales, las rectas son paralelas o coincidentes.
Elegimos un punto, P, de ry calculamos la distancia hasta s:
|A+Byo+Cl _12-241-3-7]

NN e

Las rectas son coincidentes y, por tanto, la recta simétrica es la misma.

P(2,3) dP, s) = 0
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101 | Determina el angulo que forman las rectas.

| Jolke)

a) r')(:2_3>\}5'x:2LL } g Xoy=4 o XF3_Y
4x +1
b) rr y=3x+2 y= 5 d) r: 20x—4y+1=0 s: —15x+3y+7=0

a) U,=3,2,0,=0223)
ld,-c,+d,- ol [3-2+2-3| 12
oS o0 = = = —
Jo+d - Jo+a Y3+ 24z 1
a=22°37"11,51"

b) ,=(1,3),U,=(-478)

|d1'C1+d2'C2| _ |7'(—4)+3'8|
oS o = = =
JE+d - Je+a  Jre3 -+ e
20 2
800 2
o= 45°
o U,=0206)u=(-12
ld-c+d-ol — l2-(=n+6-2]
oS o = = =
Jdi+di - Jat+a 246 42
100 1 W2
Joo V2 2
o= 45°
d) U;=(4,20),0,=(3,15)
ld,- e+ d, - 6l |4.3420-15] 312
cos o = = — 22
JE+d - Jara  Jero JFEis o 312
a=0°

102 | ;Qué angulo forman las rectas?
—6x —4

a) r:y:f st —4x+2y—1=0
b) r:x+1=y7_5 s:y:gx_8
2 3
y o XX A+2y—1=0
o r s —1=
r y =34 X + 2y
d) r )/:6)(—%_‘I 5;i=y7—i_1
-3 2 3
e) ri3x—y—3=0 s x+2 _ y
2 —4
X=2-X _
f) r } o X 4_yto
y=3 3 6
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U=03-6),0=024
_ ldrat+di-al 13-2+4(-6-4 18 _ 3
s o = = - - =
JE+d Ja+ra  JFre J2+4 3005
o= 53°7'4837"
u=0,2,0=03"9
ld,-c,+d, - ol [1-34+2.9] 21
S o = = = =
JE+d - Jat+a Jr+2 J3+9 Va0
72
152 10
a=287'4837"
Un=01),0=02-2
05 o — ld,-ci+d, - ol _ [1-241- (-2 -0
Ja+d - Je+a e P2y
a=90°
U,=(-306),0.=(23)
o5 o — ld - ci+d-cl |-3.2+6-3] 12 4V65
Jo+d Java Jey+22 e+ Jsss 65
o= 60°15'1843"
U=03),0=2 -4
s o — ld-ct+dicl 124341 _ 10 :ﬁ
Ja+d - Jat+a  P+3 244 Vo0 2
o =45°
U= (=1,0),0,=(3,6)
B |d1'Cw+dz'Cz| N |(—1)'3+O-6| 3 N5
S o = = =
JE+d Jara Jer+o - JEtee Va5 s
o= 63°26'582"

Encuentra el angulo que forman la recta que pasa por los puntos P(—1, 4) y Q(3, 8)

—3 2
yIarectaX =i.
8
PO = (4,4),T,= (2,8)
ld-a+d,-al |4-244 8] 40
S 0 =

o= 30°57"'49,52"

Joéi+di - Jaotra  Jaeta Jrrs V217

233



234

Geometria analitica

104 | Obtén la medida de los dngulos que forman las parejas de rectas.
Yele!
a) ry= =3 y s es la recta que pasa por (—1,6) y es paralelaa 4x + 2y + 7 = 0.
b) rx+3= ';yses la recta que pasa por (3, 8) y es paralela ax7—1:yT+9.
) X=6—
c) r:8x—2y —3=0ysesperpendicular a la recta y=—1+ 3)\} y pasa por (3, —2).
a) U,=024),0,=02 -4
_dia+dol 2244l 12 3
s o = = - L _=
Jdi+di Ja+a 2 Jar22 2005
a=53°7"48"
b) U,=0,2,0;=(24)
|d1'C1+dz'Cz| [1-242- 4] 10
cos o = = =—=
Joi+d - Jat+a P+ J24a 10
a = 0° — Las rectas son paralelas.
A U=0279
El vector U} debe ser perpendicular a (—1, 3); por tanto, puede ser i; = (3, 1).
o o — ld-c+d,-cl  12-34+8-11 14 77170
JE+d - Je+ra  Jr+e JF+r Jeso 170
a=57°31"43,71"
105 | Encuentra el valor de m para que y = mx — 1 forme un dngulo de 45°
0o
conXt2_y—-3
-3 6
U,=(=36),0=(,m)
Cos 45° — ld-a+d,al \/5_ [-3-14+6-ml|
Jai+ds -+ JE32+ 62 R+ m?
1
- >m=3m=—-——
3
106 | Obtén el valor que debe tener b para que la recta 3x + by + 6 = 0 forme un dngulo
con
de 60°conla rectay:ﬂ.
U= (- 31)_) (b, —3)
cos 60° — a+d, -6l 1 |=3-b+1-(=3)
«/d2+d2 Jata 2 Jiyir Joiiy
—18—15v/3 —18+15v/3
N = .m =
13 13
107 | Halla la distancia del punto P(4, —2) a las rectas.
[ Jeke)
X=2—-X x—1 y-=2 4x —5
a) —6x+8y—5=0 b)y:2+2>\} o 3 e d) y= 3
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JA+ B Jeor+g 100 2
b) Calculamos la ecuaciéon general de la recta:

—x+2:yT_2—>2x+y—6:O

ey etBotcl 12-4+1-2-6l _

VA’ + B V2247

¢) Hallamos la ecuacién general de la recta:

X—6=3y—6—-06x—3y=0—->2x—y=0

gp = etBorCl _12-4-1-al 0 o
JA+ B2 224 (=102 J5
d) Determinamos la ecuacion general de la recta:

3y=4x—-5—-—-4x+3y+5=0
Ao +Byo+Cl _ |=4-4+43-(=2+5] _ 17

—u
/A2+BZ /(_4)2+32 5

dp,n=

108 | Calcula la distancia del origen de coordenadas a la recta que pasa por (—3, 6)
L RORe) X_1 y_2
yesparalelaa —— = ~——.
—6 8
x+3 y—6
—6 8
Calculamos la ecuacion general de la recta:
8X+24=—6y+36—8+6y—12=0

_Iao+8n+cl _ls-0+6-0-12] _12 _6

JA + B J8? + 62 10

Determinamos la recta pedida:

dP, )

109 | ;Qué distancia hay entre los pares de rectas?
Yele!
Cx==142X .x:2+3>\} S —x —1

a) r.y:3+>\ } s —X+2y+5=0 C) r.y:_1_>\ = 3
b) oX+3 _y—=1 8 -—3
r 6 ssy= 2
a) U,=(2,1),u,=(—=2,—1). Los vectores son proporcionales. Un punto de r
esP(—1,3)
dir s) = 123
5

b) U, = (2,6), U, = (4, 8). Los vectores no son proporcionales; por tanto,
las rectas son secantes.

) U,=(3,-1),0,=(3,—1).Como los vectores son iguales, las rectas
son paralelas o coincidentes.
. —2—1
Tomamos un punto de la recta r, A(2, —1), y vemos si pertenece a s: — 1= .
3

Las rectas son coincidentes.
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110 | Calcula el valor de a para que la distancia del punto a la recta sea de 4 unidades.

r: 12x+5y—19=0 P(3,0a)

g 2:345a-190 o j0y 5]
Ji2 ¢ 5
a:7,a:fg
5

111 | Halla el valor de b para que la recta y el punto se encuentren a 5 unidades
°2% | de distancia.

Xx+1_y+3
b 3

r: P(—4,1)

Expresamos la recta en forma general:
3X+3=by+3b—>3x—by+3-3b=0
[3.(—4)—b-1+3—3bl

5— —5J9+b? =[—9—4b|
3%+ (-by’

9’ —72b+144=0—->b=4

112 | Determina a para que las dos rectas sean paralelas y halla, en ese caso,
| ladistancia que las separa.

=443\
X + } st 4x —3ay+6=0

" y=—14+ax

Expresamos la recta r en forma general:

x—4 y+1

3 - ax—4a=3y+3—>ax—3y—4a—-3=0
a

Para que las rectas sean paralelas se debe cumplir que:
a -3 —4a -3
- :ﬁ - =

—= —a=32
4 —3a 6
Tomamos un punto P(4, —1) de la recta r, y calculamos la distancia entre el punto
ylarectas.
Sta=2:
dp Mot BotCl la-4-6-(nel 28 1413
' N/ J47 + (-6 INERE
Sia= -2
dp = 1ot B+ Cl 14446 (D+6l _ 16 813

[42 1 B2 [42 4 62 _2\/§: 13
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113 | Encuentra la ecuacién de una recta paralela a X —;1 = yT—S y que se halla
[ Jexe] —

a 8 unidades de distancia de ella.

La recta tiene esta ecuacion general.
4x+3y+C=0
_l4-=n+3-54¢

8 — 40 =[11+C|
Jers
=29 C=-51
Las siguientes rectas cumplen las condiciones indicadas.
4x+3y+29=0
4x 43y —51=0

114 | Encuentra las ecuaciones, en las formas que se piden, de las siguientes rectas.
[ Jexe]

r en forma paramétrica. t en forma explicita.
s en forma continua. v en forma general.
Y
ANRNE ] A
\
N /*
N 7
N/
; N\, X
L4 .
- / .
~N
Cx=—=1+3X
Ty =2-2X\
-2 -2
[T A
2 —1
2,1
y=mx+n Sl —1=2m+n

3,2
y:mx+n¥>2:3m+n

Resolviendo el sistema, obtenemosm=3yn= —7.
ty=3x—-7

—4,—1
y:mx+n¥> —1=—4m+n

1,2
y:mx+n¥>2:m+ﬂ

! ! 3 7
Y resolviendo el sistema, obtenemos m = E yn=—.

5
3 7
v:yzgx+g—>—3x+5y—7zo
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115 | Comprueba si estan alineados los puntos P(—1, 4), Q(3, 1) y R(11, —5).
"7 | En caso afirmativo, escribe la ecuacion de la recta que los contiene.
Calculamos los vectores formados por los puntos:
PQ = (4,-3)
PR =(12,-9)
Como los vectores son proporcionales, los puntos estan alineados.

Calculamos la ecuacion de la recta que los contiene:

. X =—=14+4x
Ty =4-3X\

116 | Verifica silos puntos (—4, —3), (1, 4) y (16, 23) estén alineados. En caso afirmativo,
"7 | escribe la ecuacion de la recta.

Llamamos a los puntos:

P(—4, —3)

Q1,4

R(16,23)

Calculamos los vectores formados por los puntos:

PO =57)

PR = (20, 26)

Como los vectores no son proporcionales, los puntos no estan alineados.

117 | Halla el &rea del tridngulo cuyos vértices son (2, 1), (4,3) y (6, —1).

Llamamos a los puntos:

P2, 1)

Q4,3)

R6, —1)

Calculamos las longitudes de los lados:
PO=022 PR=(4-2) QR=Q@ -4

POl =2 +2" =
PRl =¥+ =20
|QR| 22 2

Hallamos la altura sobre el lado desigual, utilizando el teorema de Pitdgoras:

_ J(@t[ﬂ _ g

Por tanto, el area es:

A:b;’:ﬁjﬁ:mﬂ
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118 | Las rectas que contienen los lados de un tridngulo son x +y —5=0,6x + 5y —24=0
°®° | y2x+y —8=0. Calcula sus vértices y su area.

Hallamos los puntos de corte de las rectas:

x+y—5=0 X=—y+5

—— 6(—y+5+55—-24=0—->-y+6=0
6 + 5y — 24 = 0 (—y + 5+ 5y y+
y=06x=—1

Las rectas se cortan en el punto P(—1, 6).
X+y—-5=0
KA+y—8=0
y=2,x=3

};‘”5 2A-y+5+y-8=0--y4+2=0

Las rectas se cortan en el punto Q(3, 2).
6x+5/—24=0
2X+y—-8=0

x=4,y=0— Lasrectas se cortan en el punto R(4, 0).

}ﬂ 6X +5(—2X+8) — 24 =0 —> —4x +16 = 0

Calculamos las longitudes de los lados:

PO =4, —4 - |PO| =4+ (4" =32
PR = (5,—6) — |PR| =5 + (—6) = /61
OF = (1,-2) > | Rl =7 + (=27 =5

Hallamos la altura, h, sobre el lado mayor:

(\/5)2=X2+h2 —>h=4\/a
(V5) =(el —x) +r 61
Por tanto, el &rea es:

461
b-h Joi - 61

2 2

u

A= =2u

x—6 y+3

119 | Larecta que pasa por el punto (2, 3) y es paralela a la recta p

forma un tridangulo con los ejes cartesianos. Calcula su area.

Calculamos la recta:

X =24+ 4N
y =3—06X

Determinamos el punto de corte con el eje X:
0:376X—>>\:%—>P(4,O)

Hallamos el punto de corte con el eje Y-
O:2+4>\—>>\:—%—>Q(O,6)

Como el tridngulo que se forma es rectdngulo, el drea es:
_b-h_ 6-4
2 2

A 12 u?
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120 | Tenemos un triangulo de vértices A(4, 9), B(11,10) y C(9, 4). C
°¢° | Comprueba que es un tridngulo isdsceles. Trazamos

una recta paralela al lado desigual, pasando por (7, 6),

y se forma un trapecio isosceles. Determina su area.

Comprobamos que el tridngulo es isdsceles:

|AB| =72+ 7 = ﬁ / \
1AC] = JSZTSZ - ’

|6C| = (~ F

Hallamos los puntos de corte de la recta r con los lados ABy AC.
3X—y—=15=0

X—7y+59=0 5°5
3X—y—15=0

x=Y SEG 6
X4+y—13=0

Obtenemos el punto medio, M, del segmento BC: M(10, 7)
Calculamos el punto de corte de r con el segmento AM:
3X—y—15=

x—y—15=0] (38 39
X+3y—31=0 5'5

Hallamos la longitud de la base menor y de la altura:

D—E’\/[ _42+[6_48]2 _ &0

5 5

e[S o] ] -2

5
Calculamos el area:

6310 | 4410
B+ b)h [\/ﬁ " ]

. - > > > sy
2 2

U’l_l

121 | Los puntos A(2, 2) y B(—10, —2) son los vértices correspondientes al lado desigual

[ X ke
de un tridngulo isdsceles. El otro lado esta sobre la recta X =1-6X .
y=1+2X

Determinalo y halla el drea del tridngulo.

Igualamos el modulo de los vectores que van de la recta hasta los puntos Ay B.

Ji—ex—2) +(1+22=2) = J(1—ex+10) + (1422 +2)
> A=1->-573)
Hallamos las longitudes de los lados: AB = (=12, —4),AC = (- 1)yB_C): (5,5)

|AB | = V(=127 + (—47 =160
IAC| =77+ 17 =50
|6C| =52+ 5 =+/50
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Determinamos la altura sobre el lado desigual, utilizando el teorema de Pitédgoras:
2
2
h= J(\/so) []260] =J10u
b-h 160 -N10
2 2

Por tanto, el 4rea es: A = 20 u?

122 | En un cuadrildtero ABCD hemos dibujado los puntos medios de sus lados, M, N, Py Q,
“?" | ylos hemos unido formando otro cuadrilatero. Determina las coordenadas
de los demas puntos si A(7, 9), M(5, 6), P(9, 6) y Q(12, 0).

Comprueba que se verifica la propiedad de que los puntos medios de los lados
de cualquier cuadrildtero son los vértices de un paralelogramo.

(5,6)[7—;)(, 9+y]—>8(3,3)
(12,0 = [HZX 9+y] D17, -9)
© 6 = [172” 9”] a2
N(x, y)—[g—zH, 3—;21]—”\/(2,12)

MN =(-3,6) QP =(=3,6) MQ=(-7,—6) NP =(—7,—6)

Por tanto, se forma un paralelogramo.

123 | Los puntos (0, —2), (1, 1), (5, 2) y (4, —1) son los vértices de un cuadrilatero.
°“ | Obtén las ecuaciones de sus diagonales y su longitud. Indica de qué tipo
de cuadrildtero se trata.

Llamamos a los puntos A0, —2), B(1, 1), C(5, 2) y D(4, —1).

Calculamos las ecuaciones de sus diagonales:

X _y+2 x—=1 _y—1

5 4 3 -2

|AC| =52+ 42 =41 |BD| =3’ + (=2 =13

— —

AB=(1,3) DC=(1,3) BC=@41) AD=@1)
Es un paralelogramo.
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124 | Calcula el centro de un paralelogramo del que conocemos tres vértices:
2% 1 (5,=1),(9,5)y (—1, —5). ¢Cuéntas soluciones tiene este problema? ;Por qué?
Haz un dibujo en el que se muestren todas las soluciones.

Llamamos a los puntos A(5, —1), B(9, 5) y C(—1, —5).
AB= (4,6)
Hacemos una traslacion con origen en Cy vector (4, 6), y obtenemos
un punto D, que forma un paralelogramo: D(3, 1)
Calculamos el centro del paralelogramo, £:
) = [9—1, 5—5] L E4.0)
2 2
Hacemos una traslacion con origen en Cy vector (—4, —6),
y obtenemos un punto D', que forma un paralelogramo: D'(—=5, —11)

Calculamos el centro del paralelogramo, £"
9-5 5-1
x, )=[ : ]—)E’(Z -3)
2 2
CB=(10,10)

Hacemos una traslacion con origen en Ay vector (10, 10),
y obtenemos un punto D", que forma un paralelogramo: D" = (15, 9)

Calculamos el centro del paralelogramo, £'"

15—-1 9-5
X N=|———|>F"02
2 2
Este problema tiene tres soluciones.
Y Y Y
3]
B
b
A X
£ S ;’
A X 2 A X
c C
Al

125 | Obtén la ecuacion de la mediatriz del segmento cuyos extremos son (1, 5) y (—3, —7).
®O 0

Llamamos a los puntos P(1, 5) y Q(—3, —7).
Calculamos el punto medio, M: M(—1, —1)
Hallamos el vector PO = (—4, —12).

Un vector normal a PQ es (—3, 1).

La ecuacién de la mediatriz es:

X+ 1 y+1

31
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L X Xe)

SOLUCIONARIO

Un éngulo recto contiene su vértice en el punto A(3, 4)

y su bisectriz tiene por ecuaciéon 2x —y —2 =0.

Halla las ecuaciones de sus lados.
La bisectriz tiene por vector director (1, 2).
Escribimos la ecuacion punto-pendiente de los lados:
y—4=mix—3)—> —-mx+y—4+3m=0
Aplicamos la férmula del dngulo entre dos rectas:
cos 45° — |d1'C1+dz'Cz| \/5 |1'7+2'm|

= L N2
Jdi+di -+ 2 P22 P m?
1

> m=-3m=—
3

1
Las ecuaciones son:3x +y — 13 =0 —;X +y—-3=0

X=3+X }

Encuentraunar forme un angul °conlar
cuentra una recta que forme un angulo de 60° co aectay=_1+3>\

y que pase por el punto (—4, 2).

Aplicamos la formula del dngulo entre dos rectas:

cos 60° — |d1'Cw+dz'C2| i [1-143-m|

= — =
Jai+di - JG+a 2 NP3 P+’

—6—5V13 -
sy s,

Las ecuaciones son:y —2 =

Calcula el valor de k para que las tres rectas: 2x + 5y —1 =0, —x+ 2y + k=0
y 4x + 7y —5 = 0 se corten en el mismo punto. Determina las coordenadas
de dicho punto.

Hallamos las coordenadas del punto de corte:

A+5—1=0

-3, -1
4x+7y—5=0

342 (=) +k=0—>k=5

Obtén los angulos del tridngulo cuyos vértices son (3, —5), (1, 6) y (=3, 2).

Llamamos a los puntos A(3, —5), B(1,6) y C(—3, 2).
AB=(-211) AC=(-6,7) (B=44

cosa e T2 EOFNT] g oy
JE22 417 (-6 + 72
|—2-4+11-4]

cos 3= — (3 =55°18"1745"
Je2 1P o 4

180° — 30°17'47,21" — 55°18' 17,45" = 94° 23' 55,34"
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130 | Halla un punto de la recta 2x —y + 18 = 0 que equidiste de los puntos (3, —1) y (7, 3).

000
Despejamos y de la ecuacion de la recta:
y=2x+18
Los puntos de la recta son de la forma: (x, 2x + 18)
Como los puntos deben estar a la misma distancia de la recta, tenemos que:
Joo=37 + 2 +18— (1) = =77 +(x +18-37 - x =—4
2-(=4)+18=10

El punto es (—4, 10).

131 | Halla la ecuacion de una recta r que pase por los puntos (5, —4) y (3, 6) y, después,
°°¢ | la ecuacion de una recta s paralela a ry que esté a 8 unidades de distancia.

U=0=(-210)

X=5-—2X\ Xx—5 y+4
- =——>35%+y—-21=0
Y=74+1O>\} -2 10 Y

Calculamos los puntos que distan 5 unidades de la recta r:

_ | Ax + By, + Cl el [5-x+1-y—21] _)y:75x+2175\/26

VA + B V54T y=-=5+21+5v26

Tomamos los puntos (1, 16 — 5@) y (1, 16 + 5\/%)

dp,

Las rectas son:
x=1=2\
y_16—5\/£+1ox}
x=1=2X\
y—16+5@+1ox}

132 | Encuentra un punto en el eje de abscisas que esté a la misma distancia
[eXeRe)]
x+1 _y—4

del punto A(5, 4) que de larectar: 3

Escribimos la ecuacion general de la recta, r:
3Xx—4y+19=0
Tomamos un punto P(x, 0) del eje de abscisas:
[3x —4-049|
=
3+ (-4

(5—x7+16 x=2

El punto es (2, 0).
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133 | Dados los puntos P(—3, 2) y Q(5, 6), determina la ecuacion de la recta que pasa
°“ | por Py que dista 5 unidades de Q. Esa recta forma un dngulo con la recta
que une Py Q. Halla su medida.

Calculamos las rectas que pasan por P:

22 c_3_28

X+B/+C=0
x+By+3—-28=0
Hallamos las rectas que distan 5 unidades de Q:

bzzzfsﬁ

1

4@ s)= 15683 =3Bl _ o o sirE o 9
VP + B b 32+ 5455
’ 9
Las rectas buscadas son:
32 —5+/55 —64 4+ 10455
X+ 342 =0
9 9
32+ 5455 —64 — 1055
X+ +9 y+3+ 5 =0

El vector director de la recta que une P con Qes: PO=(84=021)

mz[m, 1]:(32+5J¥, 9)

9
Determinamos el dangulo formado, que es igual para ambas rectas:

12-(=32+5v55 ) +1-9]

os = - =0,2074 - o =78 1" 33,69"
J2 47 \/(732 +555) +92
134 | De todas las rectas que pasan por el punto A(2, 3), 14

(XX

calcula la recta que determina segmentos iguales
al cortar a los dos ejes cartesianos.

Las rectas que pasan por A son de la forma: \ A
y—3=mkx—2)
Estas rectas cortan a los ejes en los puntos:
—342m X
0,3 —2m) [ O] ‘ \
m
La distancia al origen (0, 0) debe ser igual:

2
JB=2m)? = [3+2fﬂ] — Hay tres soluciones.

m
m=-1—-y=-x+5
m,=1— y=x+1

m *iﬁy*ix
T 2
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135 | Halla la ecuacion de la recta que corta a los ejes de coordenadas en los puntos (3, 0)

Yers!
y (0, 5). Comprueba que esa ecuacion puede escribirse en la forma: - + Y.
3
Comprueba que si una recta corta a los ejes en los puntos (a, 0) y (0, b), su ecuacion
X
puede escribirse en la forma: — + Y= 1.
a

Esta manera de escribir una recta se llama forma canénica o segmentaria.

Calculamos el vector director de la recta: U, = (3, —5)

XY X g Y XY
3 -5 3 5 3 5

Hallamos el vector director de la recta:

U,=(a,—b)

X=d_y  X_a__ ¥y _ X,y _,
a —b a a b a b

136 | El punto (—4, 2) es el vértice A de un triangulo cuyo lado a se localiza sobre
°““ | larecta 3x + 2y + 18 = 0. La ecuacion de la mediana que parte del vértice C
esx +y + 5=0.Determina los vértices By C.

Hallamos el punto C, interseccién de la recta ry la mediana:

3X+2y+18=0

} —(=8,3)
Xx+y+5=0

El punto B es de la forma:

3x18]
X, ——————
[ 2

Y el punto M es de la forma:
(t, =t —5)
Por tanto, tenemos que:
—3x—18 y_4

— 2 =
t, —t—=5 = al 4, - 2 —>X_ 2}

B(—2, —6) M(=3, =2)
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138 | Tres de los vértices de un rombo son los puntos (2, —1), (5, 3) y (10, 3). Halla el cuarto

L X Xe)

SOLUCIONARIO

Comprueba que las rectas son paralelas.

x—1_y+4
6 8

Demuestra que todos los puntos M que se obtienen por el siguiente procedimiento

se sitUan sobre una recta, y calcula su ecuacién: «Toma un punto A de larecta r

y un punto B de s, y halla el punto medio M del segmento de extremos Ay B».

r: s —4x+3y+6=0

u=1(628),0,=34

Como los vectores directores son proporcionales, las rectas son paralelas
o coincidentes.

Tomamos un punto A de ry vemos si verifica las ecuaciones de s:
A1, —4) —4-143-(-49)4+6#0
Por tanto, las rectas son paralelas.
Expresamos las rectas en forma paramétrica:
r:X:]+6>\ } S:x:6u }
y=—4+8\ y=2+8u
Los puntos medios son:

14 6N+ 61 —4+ 8N+ 8 1
[ hs 2+ e, +2 i “]:[2+3(X+u),2+4(x+u)

Por tanto, si hacemos t = X\ + p, los puntos pedidos estan en la recta:

x=—2+3
2
y=—-244t

vértice y calcula su area.

Calculamos la distancia entre los vértices:
J6-27+3- (17 =5
Joo—27 + 3=y = Va0
JOo—52+(3—3) =5

Por tanto, los puntos (10, 3) y (2, 1) son vértices no consecutivos del rombo.
En consecuencia, los otros vértices, (x, y) y (5, 3), distan 5 unidades de ellos.

(10— x? + 3 — y? —S}AX_S,y_B }

Q=X+ (=1=y? =5] x=/y=-]
El cuarto vértice es (7, —1).
Calculamos la otra diagonal y su drea:
(7 =57 +(=1-37 =20
D-d &0 V20

A= = =200’
2 2
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139 | El centro de un hexagono regular es el punto (6, —2)
°®° | yun lado se halla sobre la recta de ecuacién
—4x + 3y + 5 = 0. Determina las coordenadas A
de los vértices y su drea. A

Calculamos la longitud de la apotema: / N

Ww:|—4.6+3~(—2)+5|:5 - N VA
(=47 + 3
2
1
Hallamos la longitud del lado: I =, | 5" + [;] —->l= Of u
) . 10;@ .
Determinamos el drea: A = ‘2% = ; =504/3 u?

3
de Ay pertenecen a la recta dada:
4
=V3+2, y171+i
6—x°+(=2—y)?
—4x+3y+5:0 =3+2 yf1—§

[J—+21+4\F] [J—+2 4\F]

Otros dos vértices son simétricos a los vértices calculados respecto de A.

10
Calculamos los puntos que distan

L R
6, —2) = £+2+X, 3 eo[m \E—S—M_]
2 2
\/* 1—£+y
6, —2) =|— 322’”, 3 —>E[1o+f—5+4\r]

Para calcular los restantes vértices tenemos en cuenta la longitud de los lados.

\/(wo+fx)2+ —54 4\5 y]z 103

3 X:6Iy:_
” J3
(V3+2-x) + 1+£7 © 103 x=23+6y ,87_2
T
\/(WO—\E—x)ZJr —5_“!5_),]_103@ e
- NE]
\/(—\/§+2—x>2+ 1_4ﬁ_y]2_10@ X:—2\/§+6,y*———2
3 3

F[2\/§+6,8\£§2] [ 2\/—+67£72
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140 | Dos vértices no consecutivos de un rombo estan en los puntos (3, 1) y (9, 9)

[SXeRe)
X=5+X
y uno de sus lados es paralelo a la recta y=—1—2x

de los otros vértices, la longitud de su lado y el rea.

}. Halla las coordenadas

Calculamos las ecuaciones de las rectas que pasan por los vértices conocidos
y son paralelas a la recta dada:

X=3+X Xx=94+p

y—1—2k} y—9—2u}

Hallamos la mediatriz del segmento que une los vértices dados:
M6, 5)

X =06+ 2t}

y=>5+t

Determinamos el punto de corte de la mediatriz con los lados:
34N= 6+2t} >\:—1}

T—=2X =5+t t=-2

El punto pedido es (2, 3):

e R

El punto pedido es (12, 8).

141 | Juany Belén se estan mirando, uno al otro, a través de un espejo situado
segun la recta de ecuacidon y = —x + 2. Belén se encuentra en el punto (—9, —1)
y Juan en (—4, 3). ;Qué coordenadas tiene el punto M al que miran?

Belén

Espejo
Hallamos el vector director de la recta dada:
u=Q1,-1
Un vector perpendiculares t; = (1, 1).
La recta, perpendicular al espejo, que pasa por donde estd Belén es:
X=-9+ x}
y=—1+Xx

Determinamos el punto de corte de las dos rectas:
—14+X=9-XN+2>5X=6—>(-39)
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Calculamos el punto simétrico respecto del espejo, B"

(-39 = [ng]] 5B =G
2 2
Repitiendo el proceso con el otro punto dado obtenemos J":
X=—44+X\
y=3+X
3+>\=47>\+2—>>\=i—> 732
2 2 2
[—5, 9] _|x=4 yEs ] = J(=1,6)
2 2 2 2
Determinamos la recta que pasa por (=9, 1) y por J"
X =-=948X\
y=—=1+7X
Calculamos la recta que pasa por (—4, 3) y por B".
X=—44+7n
y=3+8u

Hallamos el punto de corte de las rectas:

—9+8>\:—4+7u}

14 7A=348u TS kT

5

El punto de corte es: [B, 23]

5

142 | Calcula las mediatrices del tridngulo cuyos vértices son (—1, 1), (7, —1) y (5, —3).
°®® | Prueba que se cortan en el circuncentro, que es el centro de la circunferencia
circunscrita al tridngulo. Comprueba que puede trazarse
una circunferencia que pasa por los tres vértices, con centro en ese punto.
;Cudnto medird el radio?

Llamamos a los puntos A(—1, 1), B(7, —1) y C(5, —3).
Calculamos el punto medio, A’, del lado BC:
A'6,—2)

Hallamos un vector perpendicular al lado BC:
(=2,2)

La ecuacion de la mediatriz que pasa por A’ es:
X—6 y+2

2T s Xx4y—4=0
-2 2 Y

Calculamos el punto medio, C’, del lado AB:
C'(3,0)

Hallamos un vector perpendicular al lado AB:
(1,4
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La ecuacion de la mediatriz que pasa por C'es:
XZ3_ Y m—y—12=0
1 4

Calculamos el punto medio, B', del lado AC:

B'(2,—1)
Hallamos un vector perpendicular al lado AC:
2 3)
La ecuacién de la mediatriz que pasa por B'es:
Xo2 YAl 5 g-s=0
2
Determinamos el punto de corte de las mediatrices:
x+y—4=0 x=16

4x—y—12=0; = j
3X—-2y—-8=0 y=—
5

El circuncentro es:

2]
5'5

Calculamos la distancia del circuncentro a los vértices y comprobamos que es igual.

2 2
_1_16] +[1_4] _ a2
5 5 5
2 2 [
7—E + —1—i _ a4 u
5 5 5
2 2
5—]6J +[—3—4] _ VA u
5 5 5
Por tanto, el radio mide 4542 u.

143 | Halla las medianas del triangulo cuyos vértices son (—4, 6), (3, 0) y (=2, —3).
Prueba que se cortan en el baricentro. Comprueba que los vértices de un triangulo
tienen coordenadas (x;, y1), (X2, 2), Y (X3, y3), y las coordenadas del baricentro son:

[X1+X2+X3 Vit yat+ys
3 ' 3
Llamamos a los puntos A(—4, 6), B3, 0) y C(—2, —3).

Calculamos el punto medio, A’, del lado BC:

=
2 2
Determinamos la mediana que pasa por AA"
L94:}/7_6%19(—1—9)/—1—6:0

251



252

Geometria analitica

Calculamos el punto medio, B', del lado AC:

3
2

Hallamos la mediana que pasa por BB".
X3 =L 5 31y +9=0
12 -3

Determinamos el punto medio, C', del lado BA:

)
2

Calculamos la mediana que pasa por CC"
%:%am—aywszo

Hallamos el punto de corte de las rectas:

15+ 9 +6=0 _

—3X—12y+9=0 —>X:17}—)Elbaricer\troes(qﬂ)
126 =3y 4+15=0

Dados los puntos P(x;, y1), Qlx,, y5) y Tlx, ys), determinamos el punto medio, P,
del lado QT:
P,[Xz-i'xs )/z“')/a]
2 2
Hallamos la mediana que pasa por PP":
X=X _ Y =N N X — X _ Y—=W"
- X+ X3 — 2X Yot Ys—20

><2—§—><3_X1 Yot Y3

2 2
Calculamos el punto medio, Q', del lado PT:
Q,[X1+X31 Y1+Y3]

2 2
Determinamos la mediana que pasa por QQ"
X=X _ Y=Y L X=X Y=
X1+X37X2 %‘5‘)/37)/2 N+ X5 =26 Yi+ys—2
2 2
Hallamos la interseccion de las rectas:
X=X __ Y=y w= Yoylatxn—2)
Xt x=2 et ys=n| Yot ys—2)
X=X __ Y= w= Yoyt xn-29)
Xi+X=2 it Ys—2, Vit ys—2)
N (Y =y + x5 — 2x) = =yl + x5 — 26) —x
Yot ys— 2y Vit Ys—2,
Sy= Vit Yo+ Vs
3
X+ X+ X3

Sustituyendo, resulta que: x = 3
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SOLUCIONARIO

PARA FINALIZAR...

Sl

Calcula el angulo que deben formar dos vectores, a y|

, rara que sus médulos
coincidan con el médulo de su diferencia,a —b: |a

bl=la-bl
?

o]

¢Y para que coincidan con el médulo de su suma, @ +

<y

Sl
\
S

9|

|5’—B)|=\/(X* )+ (y — 1) :\/X2+2272xz+y2+t272yt

Igualando, resulta que:

2 2

Xty =X+ =2z Yy =2yt —

=xz+yt

Calculamos el dngulo que forman:

X2+t 1 a6

leerz' [22 4 ¢ - 2

Para que los modulos de dos vectores del mismo maodulo coincidan
con su diferencia deben formar un dngulo de 60°.

cosa =

l7-bl=J—2+(y—07 =X+ =2z +y +0 =2t

Igualando, tenemos que:

2 2

Xy =X+ +z+y ++ 2t > =xzt+yt

Calculamos el dngulo que forman:

cosa = X2+t :fi—>0¢:120"

le_i_yz' [22 4 ¢ 2

Para que los médulos de dos vectores del mismo maodulo coincidan con su suma
deben formar un dngulo de 120°.
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145 | Demuestra que si dos vectores "y V tienen el mismo médulo, entonces
U +Vyu —V forman un angulo recto.

Deduce de este resultado que las diagonales de un rombo son
perpendiculares.

A
Aplicamos los resultados de la actividad anterior:

U=y
V=(z1)
|U)_7|:\/(X—Z)2+(y—f)2 :\/X2+zz—2xz+y2+t2—2yt

|T+7|= o+ 22+ +107 =X+ 2+ 2z 4y + 2+ 2t

\/x2+22—2xz+y2+r2—2yt :\/x2+22+2xz+y2+t2+2yr —0=xz+ yt

xzZ+ yt

Sean U’y V" los vectores de los lados del rombo, que tienen el mismo maédulo.

=0—-a=90

s =

Las diagonales del rombo se obtienen, respectivamente, sumando y restando
U’y v, por lo que las diagonales son perpendiculares.

146 | Si U es un vector del plano de médulo 1:

a) ;Cuéntos vectores vV hay de médulo 2, tales que - v = —1?

b) ;Ytalesqueu -v=2?
<) ;Ytalesqueu -v=-3?
- . — a =120°
a) T-v= |7l 7] cosa - —1=1-2-cosx = cos & = —— — 0
p) a = 240
Hay dos vectores.
by 7-v=|T| - |v] - cosa 52=12-cosa0 > cosa=1>a=0
Solo hay un vector.
R . 3 . .
Q U-v= |u| . |v|~cosoae—3:1-2-cos<x%Cosu:—5—>Not|enesoluoon.

No hay ningun vector.
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SOLUCIONARIO

147 | Las coordenadas de un punto P en un sistema cartesiano son (x, y).
Halla las coordenadas (x', y') del mismo punto después de girar los ejes,
alrededor del origen de coordenadas, un angulo .

148

Y
[ P
Y N .
v A
dBcry 4
e GO )
a l
\/' 1
0 X X

Realizamos un cambio de sistema de referencia con centro en el origen

y giro de amplitud a.

x'=xcosa—ysena
y'=xsen o+ ycosa

;Cudl de las siguientes ecuaciones corresponde a la recta simétrica, respecto
de la bisectriz del segundo cuadrante, a la recta r, de ecuacion y = 3x + 4?

a) 3y=x+4
b) 3y=x—4
o y=3x—4
d y=4x+3
Y
p r
Q v
/’. ,’/
Q'v/ X X
X
Pe

Calculamos el baricentro, G, y para ello sumamos las coordenadas de los puntos

y dividimos entre tres:

Para hallar el ortocentro, calculamos una recta perpendicular al lado AB que pase

G(—1,0)

por C:

x—=3 y+2
5 2
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Determinamos una recta perpendicular al lado AC que pase por B:

x+1  y+4
1 1

El punto de corte de estas rectas es el ortocentro:

Para hallar el circuncentro, calculamos la recta que pasa por el punto medio
del lado AB'y es perpendicular al mismo:

x+3 y-—1
5 2

Determinamos la recta que pasa por el punto medio del lado ACy es
perpendicular al mismo:

x+1 y—=2
1 1

El punto de corte de estas rectas es el circuncentro:
4 5

Oo|——, —
33

Calculamos la recta que pasa por GH:

X;” :L5+5x+y+5:o

Como O verifica las ecuaciones de la ecuacion de la recta, los tres puntos
estan alineados.

Hallamos la distancia GH:

-5 -2

3 3

Calculamos la distancia GO:

-5 -5

3 3

Por tanto, se verifica la relacion, ya que resulta que:

Jios  woe
3 3

IGH| = =2 = |co|
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SOLUCIONARIO 5

Dado el triangulo de vértices A(—5, 6), B(—1, —4) y C(3, —2), comprueba
que el baricentro G, el ortocentro Hy el circuncentro O estan en linea recta
(recta de Euler) y que verifican la relacion GH = 2GO.

Calculamos la interseccién de la recta dada con la bisectriz del segundo cuadrante:

y=3x+4}_>(_],1)

y=-x
Por tanto, el punto (—1, 1) debe pertenecer a la recta simétrica.

La Unica ecuacion de las rectas dadas que pasa por el punto es:
3y=x+4
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