Tema 11 — Limites, continuidad y asintotas — Matematicas | — 1° Bachillerato 1

TEMA 11 — LIMITES, CONTINUIDAD Y ASINTOTAS

CALCULO GRAFICO DE LIMITES

EJERCICIO 1 : Sobre la graficade f(x), halla:

a) Jim 1 (x)

b) lim f (x)

£ x o) lim 1 (x)
Fi ) lim £ (x)

e)lim f(x)
Solucién: a) lim f(x)=1 b) lim f(x)=1 c) lim f(x)=—o d) lim f(x)=+ e) Iirrg)f(x)z—l
X—>+00 X—>—00 X2~ x—2" X—>

EJERCICIO 2 : A partir de la graficade f(x), calcula:

Y

a) XlLrpwf(x)
b)XILrpwf(x)
c) Iimrf(x)
d)ilmef(x)

e) lim f(x)

R o ®©

Y

Solucién: a) lim f(x)=+ b) lim f(x)=— c) lim f(x)=2 d) lim f(x)=3 e) |im5f(x)=o
X—>+00 X—>—0 X——-1" x——1* X——

EJERCICIO 3 : Representa graficamente los siguientes resultados: a) lim f(x)z +oo b) lim g(x): -0

Solucion:
a) b)
/
/
EJERCICIO 4 : Representa los siguientes limites: lim f (x )= +oo lim f(x )=+
x—2* X—2"
Solucion:

EJERCICIO 5 : Representa en cada caso los siguientes resultados: a) lim f(x) =2 b) lim g(x) =+

Solucioén:
a) b)

0 bien
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EJERCICIO 6 : Representa graficamente: a) lim f(x)=1 b) Iimlg(x)= 0

Solucioén:
a) b) Por ejemplo:

7/
1

o0 bien
2 X+1 .o x+1 .o x+1
EJERCICIO 7 : Paralafuncién f(x)=~——, sabemosque: lim =40 y lim =
X -3 x—>3" X — x—>3" X —
Representa graficamente estos dos limites.
Solucion: ‘
A
3
\
CALCULO DE LIMITES INMEDIATOS
EJERCICIO 8 : Calcula los siguientes limites:
alim—2  b)limyxZ -9 olimcosx  d) lim —=> &) lim v6-3x
x-3 X +2X +3 x—3 x>0 X—2 X2+X +1 X—>-1
Solucion:
a) lim 4 __ 4 _4.2 b) Iim\/xz—g—\/9—9—\/5—0 c)limcosx =cos0=1
x—3 X2+2X+3 9+6+3 18 9 x—3 x—0
. - -1 -1 .
a lim =3 _ - ) lim v6-3x =+/6+3=40=3
X—2 X2 +X+1 4+2+1 7 X—-1
4
EJERCICIO 9 : Calcula ellimitedelafuncion f(x)=—%+§ en x=1 yen x =3.
Solucion:
: x* x) -1 1 1 . x* X 3 51
im|-—+=|=—+=Z== im|-—+=|=-27+==-—"=
x—-1 3 2 3 2 6 x—3 3 2 2 2
EJERCICIO 10 : Calculalos siguientes limites y representa los resultados que obtengas:
. 2x -2 . 2x -2 . 2x -2
a) lim—— b) lim ———— c) lim———
) x23 x3 —2x% +x )X—>+°°x3—2x2+x ) x>1x3 —2x% + X
Solucion:
o) lm_2X=2 _4_1 1
x>3x3 _2x%+x 12 3 !
. 2x -2 i
b) lim ———=0 o
)., x® —2x% +x N
B _1) > —
0 lim—2X"2 _ _jim 2x-1) _y L2003
o1 X2 =2x7+x olx(x-1f x->1x(x —1) !
Hallemos los limites laterales: |
. 2 . 2 :
IMm —=-0; |lim—/———<x=+w l:

x—1" X(X—l x—1* X(X—l):
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EJERCICIO 11 : Resuelve los siguientes limites y representa graficamente los resultados obtenidos:
2 2 2
a) ||mi b) ||mi C) ||mi
xo1 2X2 +12x +18 x—i0 2X 2 +12X +18 x>-32X% +12x +18
Solucién:
X% +3x 4 1
a)lm——=—-=
x->12x2 +12x +18 32 8

~—

N

X2 +3x

b) lim 2—=l
x>+ IX S 412X +18 2

: x? +3x o ox(x+3) X
c) lim —; = = lim
32x? +12x +18  >32(x+3)f >3 2(x+3)
Hallamos los limites laterales:

|
w4 -
|
N
|
=
=

—

. X
lim +o0;  lim ——=—
o3 2k +3) x>-3* 2(x +3)
EJERCICIO 12 : Halla los limites siguientes y representa graficamente la informacion que obtengas:
2x 4 +4x3 2x* +4x3 2x 4 +4x3
a) lim———— b) Iim ——— c) lim ————
x>1x% 44X +4 x>0 X2 L AX + 4 x>2x2 44X + 4
Solucién:
4 3 |
aylim 2 H4X°_6_2 i /
x-1x2+4x+4 9 3 i
b) lim M — +w ol /
x>0 X2 44X + 4 i o
s s N
o lim 2x* +4x®  lm 2x%(x+2) _ im 2X S b
>2x% 44X +4 o2 (x+2f 02X +2
Hallamos los limites laterales: |
o 2x8 _ 2x2 !
lim =400, |im = -0 [
x>-2" X+ 2 x>-2" X+ 2 '

EJERCICIO 13 : Halla los siguientes limites y representa los resultados que obtengas:
2 2 2

X“ =X X=X -X° =X
a)lm— b) I|m— c) im ——

x>23x % +6X +3 x>+ 3x 2 + 6X +3 x>13x? +6X +3
Solucion:

2

2y lim X=X _=6_-2 \

x>23x%+6x+3 27 9 14

2

) fim X=X ___1 ,

x>+ 3% 4+ 6X +3 3 . .

: -x%—x Coex(x+1) o —x -1 1 ~e— ~
c) lm —————= im ——

>13x2 1 6x+3 1 3(+1f 13(x+1)

Hallamos los limites laterales: -Ir

. —X \

lim lIm ——— =+

— 3(x +1) x>-1 3(x +1)
EJERCICIO 14 : Calculalos limites siguientes y representa graficamente los resultados que

2 2 2
obtengas: a) “mx—xz b) lim XZ—XZ c) I|mX—X2
x>0 x %2 —4x +4 Xt X —4X + 4 x>2 x% —4x +4

Solucién:
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.o xP-x-2 -2 -1
a)lim—>—==——=—
x>0 x° —4x+4 4 2
2
b) lim XZ—XZZ
X0 X° —A4X + 4
2
&) lim X =X 2 :"m(x 2)(x+1):"m (x+1)

X—2 XZ —4X +4 X—2 (X — 2) X—2 (X — 2)

Hallamos los limites laterales:

X+1
= 400

X2t X —2

CALCULO DE LIMITES

EJERCICIO 15 : Calcula los siguientes limites y representa los resultados que obtengas:

a) lim (x2 -3, b) lim ———
X—-1 X—)2 (X_2)2
2 2
d) lim —X" =4 e) lim | X——2x
X552 x2 _4x +4 X—>+o| 3
4_
) lim 2X 3x h) lim 2x +1
X——o x4 41 X —>+00 14 x 2
3 X3
i) lim (3-x) k) lim
X —>+00 X——o0 X +1
Solucioén:
a) Iiml(x2—3]=1—3=—2 ) fim — 2 — 4o
X—>2(X_2)2
I\
\.\
2
d) lim —X 4 _im (x—2)(x+2): fim X2
x>2x% —4x+4 x>2  (x-2 X2 X—2
Hallamos los limites laterales:
. 2x4—3x
g) lim
x>0 x4 41
______ 20 2
/

X2+X

c) lim
X—>-1 X2 -1

4_
f) lim 2X_=3X

X—>to x4 411

i lim 2X*1

X——00 1+ x 2

ox%ax x(x+1)
¢) lim ——= Iim ———————~=
x>-1x2 -1 x—>-1(x+1)(x-1)
. X -1 1
lim —=—==
Xx—>-1x-1 -2 2

h)  lim 2x+1:
X—)+OO]_+X

0
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. . 3
i) lim 2X+1:0 ) lim (3—X)3:—oo . x>
X—)*OO]__’_X X—>+00

X——oo X+1
\
h \

EJERCICIO 16: Halla el limitecuando x — +wo delas siguientes funciones y representa graficamente

3 a2 3
la informacion que obtengas: a) f(x)=§—x7+1 b) f(x)=%
Solucion:
3 2 3
a) lim (i_x_+1]:_oo b) lim M:_,_oo
X—>+00 2 X—>+00 5

\

EJERCICIO 17 : Calculaellimitecuando x — +o0 ycuando x ——oo delasiguientefuncién

1

_ 2
y representa la informacion que obtengas: f(x )=M

3
Solucioén:
. 1-2x2 +4x . 1-2x2% +4x
im ——————— = im — = o
X—>+00 3 X—>—00 3
/ \

EJERCICIO 18 : Halla los siguientes limites y representa graficamente los resultados obtenidos:
a) lim @4 -x)? b) lim (4 —x)?

Solucion:
a) lim (4-x)? =+ b) lim (4-x)? = +oo

/ \

EJERCICIO 19 : Calculalos siguientes limites y representa el resultado que obtengas:

2 4
a) lim|X-X 1« b) lim | XX 4 x
x—+0| 3 4 x—>-o| 3 4
Solucioén:
X x? x x*
a Iim|--—+X|=- b) Iim|=-—+Xx|=-x
x—+o| 3 4 x——o| 3 4
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CALCULO DE LIMITES

EJERCICIO 20 : Calcula:

4_ X
a) lim Iax—x2+1 b) lim X=X ¢) Iim {3x2—\/x9+1} d lim —
X—>+00 - x—- |og X X—>+00 X——o0 X+1
2 2 .
- ) o 1
e lim X =2 f) lim XL g) Iim |2X—x2 h) lim r“*<—+z
x—+o l0g X x——o0 2X X—>+00 - X—>—00 X
X
i) lim l<3—logx i lim —
X—>+00 - X——0 X2 +1
Solucioén:

a) lim [9* - x? +1}: +o0
X—>+0
Porque una exponencial de base mayor que 1 es un infinito de orden superior a una potencia.
. ox*=3x . x*+3x
b) lim 5= lim o =+0
X—>—00 |Og X X —>+00 |Og X

Porgue una potencia es un infinito de orden superior a un logaritmo.

9
¢) lim {3x2—\/x9+1}= lim | -x2 |=—x

X—>+00) X—>+00)
X —X
. e . e 0
d) Ilim —= lim =—=0
x—>—0 X+1 x>t —X+1 -
322
e) lim = +00

Xx—>+o0 l0g X
Porque las potencias son infinitos de orden superior a los logaritmos.

.o X+1 . =x+1
f) lim —= lim = -0
X——0 2X X+ 27X
g) lim |2X ~x% =40
X—>+00 -
Porque una exponencial de base mayor que 1 es un infinito de orden superior a una potencia.
Al Al
2 2
. In +1 . In +1
h) lim t(—z: Iim &—120
X—>—00 X X—>+00 —X

Porque las potencias son infinitos de orden superior a los logaritmos.
i) lim l<3 —log X =+x

X—>+0
Porque las potencias son infinitos de orden superior a los logaritmos.
X —X
j) lim S lim 3 =i=0

X——0 2 11 X—+wx2 4] +©

EJERCICIO 21 : Halla los limites:

2 4 2 3

_ - ) -1
a) Iim [stz—zx—sx} by lim X EXL g 32ROy g (X2 X
X—>+00 X—>—00 /x6—2x X—>—©0 /2x4+1 X—>+00| X+2 X2+1

3,5
e) lim o x+2 f) lim |:\/X2—3X+2x:| g) lim {V3x2—1—2x} h) lim Vaxr -1
X—>+00 /5x2—3x+1 X—>—00 X—>+00 X—>—00 X4+2
2 3 B
) lim li— X ] i) lim 223

x| X+1 x2 41 X—=0[3x2 11

Solucién:
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( 5x? —2x —3xj(V5x2 —-2x +3xj
a) lim [ 5x% - 2x —3x:| = lim =

X —>+00 X—>+0 \/5X2 —2X +3X

. Bx?-2x-9x% —4x* - 2x
= lim ——————= M ————=-

2 JBx% —2X +3x 77 4/5x? —2x +3x

2 2
b) Iim X“+3x-1 _ lim -3x-1 -0

4
C) Iim 3 2 Iim M:__z:_ﬁ

Xo=o o411 X0 (oxd 4 V2

[xz—l_ x3 ]_ lim (xz—l)(x2+1)—x3(x+2)_ oxAo1oxA xS

lim =

d) lim
X—>+00 (x+2) (x2 -1 x—+0 x3 4 x+2x2 +2

x>t X+2 x2 41

-2x%-1
=lim ————=-2
x>0 X3 4 2X% + X +2

_ 3x+2 35

X_>+°°\/5x2 3x+1 */— S
(\/x2+3x—2x] (\/x2+3x+2x]
f) lim [\/x2—3x+2x}= lim [\/x2+3x—2x}= lim =
X—>=o0 Xt Xt Vx2 +3x +2x

X7 43x-4x® . —3x®+3x
= lim ———= M ————=—

U2 43X +2X 7% +3% + 2%

(v3x2—1—2x] (v3x2—1—2x] 3 2 1-4 2
g9 lim [x/3x2—1—2x}= lim _ jm 22T
X—>400 X—>+0 ’3X2 _1492% X—>+00 ’3X2 _1492%

. -x?-1
= ||m —_— = —0

> J3x2 —1+2x

V2X Y-2x5 -

x—>—oo N IX 2

lim [3)(—_ x® ]: Iim [3)( (x +1)—X3(X+1)]: lim x4 +3x2 x4 -x3
1 x? 41 (x+D) (2+1) | xoro 3 axex? 4l

i) =
X—>+00) X—>+00)

2x* —x3 +3x?
=lim ————— =+
xoim x3 4 x? 4 x+1

i _2X=3 —2x-3 -2 -23
X—>°°\/3x 11 X_>+°°\/3x B3

EJERCICIO 22 : Calcula:

) 2x3 —3x% +1 f2x+4-2 3% x-2
a) lim 3 b) lim ——— c) lim =5

x—>1 | 3x3 —8x2 + 7x -2 x—>0 Yx+1-1 X—-1x° + x5 -x-1

2
2 1 _

d) lim X X+ e) lim 2x“+x-10

x—>3 x2-9 x-3 x—>2x3 - 3x% + 4
Solucion:

) "mi/ 23-3x2+1 @) &1 ol 5
x—>1 {3x3 —8x? +7x -2 x-1 (3x 2) (x-1¥ x—>1 3X

N2 +4-2 (V2x+4 -2) (V2x+4+2) (Wx+1+1) (2x+4-4) (Wx+1+1)
b) lim = lim = lim
x50 VX+1-1 x50 (Wx+1-1) (Wx+1+1) (V2x+4+2) x>0 (x+1-1) (V2x+4+2)
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2x(\/x+1+1) o 2(Wx+1+1) 4

= lim = lim =—=1
x—0X(V2X+4+2) x—0 V2x+4+2 4
3P x-2 (x+1)(3x 2) _ 3x -2 —5
c) lim T: —
12X 1w 1(x+1)2 (x-1) X—> 1(X+1)(X 1) (
Hallamos los limites laterales: lim =2 . lim L +o0 = NoO existe
x—>-1 (x+1)(x-1) X1 (x+1)(x 1)
X x+1]_ o 2x—(x+1) (x+3) - 2x- ‘(2+4x+3 _-x%2-2x-3 -18
d) lim = lim lim ——————==lim =
x>3| x2_9 x-3| x53 (x+3)(x-3) x53 (x+3)(x-3) x—3(x+3)(x=3)  (0)
Hallamos los limites laterales: lim —x——2x3 © lim _X_—ZXS— - => No existe
x—3 (x+3)(x-3) x—3 (x+3)(x-3)
&) lim 2>3< +x2 10 (2x+5)(x 2) (o 2X+5 9
x—2x° - 3x4 + 4 x—>2 (x+1)(x—2Y X—>2(X+1)(X 2)
Hallamos los limites laterales: lim __X+45 lim L =+ = No existe
x—2- (x+1)(x-2) x—2' (x+1)(x-2)
EJERCICIO 23 : Calculalos limites:
3¢ X RS
) 2x+ 4 x-1 ) 3X-2 |x2 [ 2x®—x+1|x-3
a) lim | ———— b) lim - c) lim| ———
x—1(x% - x+6 Xx—=2\ X - 2x+4 x—3| 4x+4
3 1
x2 —3x+1 x . X2 —2x+3 x-1
d) lim| —— e) lim| ——
x—0 5x+1 X1 X+1
Solucién:
3x 2x+4 3x o[ 2x+4-X*+x-6 | 3x . (=x*+3x-2) (3x)
2X+4  |x-1 2 6_1 x-1 el X2—X+6 xa _m (x?—x+6) (x-1)
a) lim | —/————— = XX+ X1~ —e =
x=>1(x2 —x+6
m oX(x=2) (x-1) L 8x(x-2) 3 1
— e><41 (XZ_X+6) (X_l) — e><41 XZ—X+6 — e6 — e2
X ( 3x-2 _1)L i (3x 2-X2 42X~ 4] X (X EX6)X
b) lim [ 3x-2 JX—Z _ X?—2x+4 X— X2 X?—2x+4 X-2 ™t (x*—2x+4) (x-2) _
X—2 —2X+4
—X(x-3) (x-2) lim —X(x-3) E 1
e (X*=2x+4) (x-2) _ e (X*—2x+4) _ g4 — g2
, LXB Il,m(sz—xﬂ_j.Zx Il,m(sz—X+1—4x—4].2x o 20-5x3 2x
¢) Iim 2XT x4l XS sl axd X3 _ 4x+4 X3 _ o5 dx+d  x-3 _
X—3 4x +4

im (2x+1)(x-3)(2x) im x+1)(2x) 42 2
_ Gxia)(x-3) _ o (Ax+4) 016 _g 8

€
3 2_. 2_ _Ey_ N
) S [ )3 g (XA} 3 xeex 3 3x(x-8)
XS =3x+1|X _e L 5xl X _ g 5x+1 X _%0 Bx+l X _g*° x(Gx+1) _

d) lim

x—0 5x +1

3(x-8)
m - 7
— ex»o 5x+1 — e—24

1 2 2 .
2 pyig)xd lm (X 2”3—1) L im (XZHWJ B
& _e x—>1 X+1 Xx-1 —e x—-1 X+1 X-1 ) X+1 x—1 _

e) lim

x—1 x+1

(c2) ) w2
ot (x+1)- (x-1) _ el X+l —g 2
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EJERCICIO 24 : Calcula estos limites:
—X 2X

= 2x%-1
a) lim [ 2-3X ] 2 1) lim (“ij ¢) Iim [5"‘2

X—>—oo\ —2X+1 X—>+oo\ 2X+5 X—>+oo\ 4+ 5X

N——
w

x?-1
d) lim (4"‘2]
X—>—oo\ 3X+5
X+1

— 2X X
, 13 - CRE (X241 [ ax®-7
e) lim |2+= f) lim g) lim h) lim | ———
X—>—00 X X—>+o0| 2+ 3x°2 X—+oo| x2 _2 x——oo 3x2 +9x

2
L (2= (ax—2) ¢
i) lim j) lim
X—>—ao\ 3X+ 2 X—>+oo\ 3+ 2X

Solucién:

- (2-3x)z . (2+3x)z (3)”
a) lim =lim|——| =|=| =+
xo—o\ —2X +1 x| 2X 41 2

2x2-1 o (12x 1+2X-2X-5  _8x244
(14_ zxj X lim [2><+ Jé —1) lim [7%“’5 J-@xz—l) [im 29X+

b) lim —e e =@ 205 e =0
x—io0\ 2X +5
) e B e B e
C) lim [ ] —e 4+5x 3 —e 4+5x 3 —e12415x —g 15 —g 5
X—>+oo\ 4 +5X
2
C(ax—2 Tt maxe o) gy
d) lim lim =|— = +00
X——oo\ 3X +5 X—>+oo\ —3X +5 3
1 2x-3 1 —2x-3
e) lim [2+—] = lim [2——] =2""=0
X—>— X X—>+00 X
x+1 2 2 5 a2
w2 V2 Il PR (SR () 22
f) lim —e +3¢ —e X e 46X’ —g0 o
X—>+o0| 2 4 3x 2
2
W2 41 2x Ilm(xz+11]-2x Ilm(x +12X+2] 2% jim ©
g) lim = - e exi-2 —g0 1
X—>+oo| x2 _9
X —X _
[ ax?-7 [ ax? -7 4\ (3"
h) lim|———| = Ilim |——— =|— =|— =0
x—-oo| 3x2 +9x x—+oo 3x2 —9x 3 4
2 2
S (=Y (—ax=1 YO (2t
i) lim = lim =|—= =0
X—>—o0\ 3X +2 X—>+oo\ —3X +2 3
o 2\t Ilm(2 —1] (x+1) Ilm(m)(xﬂ) im 2X° 5
J) lim [_] :eX*“ 3+2 —e X=>+e0 3+2X =g 342X —e 2
X—>+oo\ 3+ 2X
EJERCICIO 25 : Halla los limites:
3_
a) lim {\/x 3x—x/x2—1} b) lim 3 X3 c) lim XX
X—>+00 x—3 x3 _5x2 1 3x+9 x—>1 x2 _2x+1
x+1 5.3
d) lim (3"‘2) & lim VO3 f) lim | XX+l
X—>+oo \ 4+ 3X x—>—0 2 5 x—2 \x2_4 X-2

1
2 2 3 =
g) lim XX0 ) im [x/x2+x+x} i) lim (—SX - } i) lim (”3]"‘1

x—>2 X% —x-2 X—>—00 X—+oo | X+1 42 4 x—1 \ 2X+2

Solucién:
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2 1im [\/x2—3x_\/x2 _1]: o (\/x2—3x—\/x2+1j (\/x2—3x +x2 +1j:

X—>+0 X—>+%0 \/ 2—3X +\/X2 +1

_ lim -3X- (x +1 i x> -3x-x*-1 -3x-1
ok \/x -3x +\/x +1 7 \/x -3x +\/x +1 o \/x -3x +\/x +1
. -3x -3

= lim =—
x40 X+ X 2

b) Iim X~3 lim — =3 ' t !

= =lim =—
x>3 x° —5x% +3x+9 3 (x-3)° (x+1) 3 (x-3)(x+1) (0)
Hallamos los limites laterales:

. 1 . 1 - , .
Iim —————=-w0; |lim ——————— = +00 = Como son distintos = No existe el limite
x—3 (X —3) (x+1) x—3" (x=3) (x+1)
3
, X7 =X o x(x-1)(x+1 L, X (X+1 2
c) lim ——=1im w: lim (—):_
x>l x2 —2x+1 x>l (x-1)? x->1 x-=1 - (0)
Hallamos los limites laterales:
fim X 0D X 1) N _ _
x-r x-1 -1 X-1 = Como son distintos = No existe el limite
o (3x=2 3x—2-4-3x —6x—6
x+1 lim | ——-1|- (x+1 lim 222727 (x+1 lim =e
d) lim [SX_ZJ :(+OO):eX”*°C(4+3X j ( ):ex»wc 443X ( ):exawc 3X+4 _
X—>+00 \ 4+ 3X
3
v5x3+3x —X . —XA
e) lim Iim = lim =0
X—>—00 /X ) X—>+00 /X ) X—>+00 X
) _im -x*-2 -6
. o 3xX—-(X+1)(x+2 . — X% —3x-— T2 24 o
f lim 3x  x+1 _ lim ( )( )=I|m 3x—x" -3x-2 _ 2 x2-4 (0)
x>2\ x2_4 X-2) x52 x2 _4 xX—2 x2 _4
S G . =x?=2
|Im_2—:+oo; |Im+2—:—oo
Hallamos los limites laterales; >2 X" —4 -2t XT -4 = No existe el limite

x24x-6 (x-2) (x+3) . x+3 5
g) lim ——=lim = lim =—
X552 x2 _x—2 x—2 (X-2) (x+1) x-2 x+1 3

h) Iim {m+x}= lim {M—x}z lim [XZ_X_.XJ[MHJZ

X—>—00 X—>+00 X—>+00 2

XE =X +X

T i ok S S ST

X—>+00 ,X X 4+ X X—>+00 ,X X 4+ X X+ X 4+ X X+ DX
o [ a2 (x-1)-3x3 ax3oaxZoaxd _3x?
) lim | ————|= lim /2 " - |im —— " - lim =-3

X—>+00 | X+1 x2 1) X+ x2 _1 X—>-+0 x2 _1 X—>+0 x2 _1

( j 1 X322 1y XA —
J) lim —1 ( ): x>l 2X+2 x-1 :exal 2X+2 x-1 — Xﬁl (2X+2)(X—1) _exal 2X+2 —e 4
2x+2

x—1

-1

10
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CONTINUIDAD

EJERCICIO 26 : Lasiguientegraficacorresponde alafuncion f(x):
Y

O B> ®©

Di si es continuaonoen x=1yen x=2. Sien
P\ alguno de los puntos no es continua, indica cual
sl de 12 D2 S ¢ es la causa de la discontinuidad.

ol
/
7

[N

Solucién:

En x =1 no es continua porque presenta un salto en ese punto. Observamos que lim f(x) # lim f(x).
x—1" x—1"

En x=2 sies continua.

EJERCICIO 27 : A partir de la gréficade f(x) sefiala si es continuaonoen x=0y en x=3. Enel
caso de no ser continua, indica la causa de la discontinuidad.

O B[O |

1

[«2)

Solucion:

En x = 0, si es continua.

En x = 3 es discontinua porque no esté definida, ni tiene limite finito. Tiene una rama infinita en ese punto
(una asintota vertical).

EJERCICIO 28 : Dadalagraficade f(x):

[ +
I\

o [
I | .
‘ ‘ a) ¢Es continuaen x=17?

b)¢Yen x=2?

O & o | ®©

Sino es continua en alguno de los puntos,
indica cual es la razon de la discontinuidad.

|
[0S (
|
[

Solucién:
a) Si es continua en x=-1.

b) No, en x =2 es discontinua porque no esta definida en ese punto. Como si tiene limite en ese punto, es
una discontinuidad evitable.

2X Ssi x<2

EJERCICIO 29 : Averigua si la siguiente funcién es continuaen x = 2; f(x)= {x L2 s x>2

Solucion:
lim f(x)= lim (2x)= 4

lim f(x)= 'lim (x +2)=4; Escontinuaen x =2 porque Iimzf(x)z f(2)
x—2" x—2% X—>

f2)=4
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2x% -1 si x<0
EJERCICIO 30 : Comprueba si la siguiente funcién es continuaen x=0. f(x)={x -2

2

si x=0

Solucion:
lim ()= lim (2x? -1)= -1
x—0" x—0"

x—0* x—0*

f0)=-1

EJERCICIO 31 : Hallael valor dek paraque f(x) seacontinuaen x=1:  f(x)= {

lim f(x)= lim [ngj =-1 ; Escontinuaen x = 0 porque Iirrg)f(x)z f(0).

2x+1 si x<1

k si x>1
Solucion:
lim f(x)= lim (2x+1)=3
lim f(x)=1*7* x>1 .
Enx=1:9x-1 lim f(x)=k k=3
x—1"
f()=2.1+1=3

Solucién: f continuaenx =1sik=3

EJERCICIO 32 : Estudiala continuidad de las siguientes funciones y represéntalas graficamente:

2-x% si x<0 2x%  si x<1 X+1 si x<-1
= = f =
a)f(X) {ZX Si X>O b)f(x) {X+1 Si X>1 C) (X) {Xz—l Si X>—1
1 i 0 ’ 2
Ssi X< - si x<2 X°—-3 si x<£2
= = f)f =
d) f(x) {sti o0 e) fx)=12 ° )f(x) {1 si x>2
2Xx+1 si x>2
x? si x<1 , :
- _J2-x° si x<0 _2x+3 si x<-2
g)f(X)_ 3X2_1 Si X>1 h)f(x)_{l Si X>O |)f(X)—{X2 Si X>—2
: 1-x% si x<0
f =
) (X) {x+1 si x>0

Solucioén:
a) Continuidad:
» fcontinua en R — {0}

N
. . 2
lim f(x)= lim ‘2—x =2

lim f(X)= Xx—0" x—0" ) _ _ _ _ N
> Enx=0:{x->0 lim f(x)= lim (2x)=0 f discontinua inevitable de salto finito(2) en x=0
Xx—0" x—=0"
f(0)=2-0% =2

2-x? si x<0

Representacion: f (x )= {Zx s %0

e Si x<0, esuntrozode parabola.(Vy=0)
e Si x>0, esuntrozoderecta.

X -0 -2 -1 OJr 1 +o0 — o X
Y -00 -2 1 0 2 +00 I

=~

BTN

~
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b) Continuidad
» fcontinuaenR - {1}

.
. . 2
lim f(x)= lim ‘Zx =2

lim f(x)=x->1 X—1 )
> Enx=1:{x-1 lim f(x)= lim (x+1)=2 } fcontinuaenx=1
x—1" x—>1"

f1) =212 =2
» Solucion: f continua en todo R.

Representacion
e Si x <1, esun trozode parabola.(Vyx = 0)

e Si x>1 esuntrozoderecta. 1
X -00 -2 -1 1 1+ +00 2
Y +0o | 8 2 2 2 3 +00 X

¢) Continuidad
» fcontinuaenR —{-1}

——"

N

N
f

lim f(x)= lim (x+1)=0
. -1 X—>-1
lim f(x)= : _
> Enx=-1:4x—s1 lim f(x): lim (XZ_l)o f continuaenx =-1
x—>-1" x—>-1"
f(-1) =-1+1=0

> Solucioén: f continua en todo R.

Representacion:
e Si x < -1 esuntrozoderecta.

¢Si x>-1 esuntrozode parabola. (V= 0)

NEES

D

N

+o0

X |- |2 |1 |17 1 .
Y | |-1 |0 |o 0 |3 |+ “

d) Continuidad

» fcontinua en R — {0}
lim f(x)= lim (1)=1
x—0" x—0"

lim f(x)=

> Enx=0:{x>0 lim f(x)=lim (1—x2)1' f continuaenx =0

x—0" x—0"
f(0)=1=1
> Solucioén: f continua en todo R

Representacion:

e Si x<0, esuntrozode rectahorizontal. ~
eSi x>0, esuntrozode parabola.(Vy=0) >
+ r X
X |-o |[-1 |0 1 2 +00 -6 2| \2 4
Yy [1 1 |1 0 [-3 [« Haa
A \
\

13
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e) Continuidad:
» fcontinuaenR - {2}

2
lim f(x)= lim [XZ Jzz

lim f(x)={x—>2" X—>2 .
> Enx=2:""? I|m f(x)— I|m (2x+1)=5
2+
22
f2)=X_=2
==

Representacion:
eSi x<2,
eSi XxX>2,

es un trozode parébola. (Vy = 0)
es un trozo de recta.

f) Continuidad:
» fcontinuaenR - {2}

lim f(x)= lim ‘(2

lim f(x X—2" X—2"
> Enx=2:{x—>2 ®)- I|m )= 1im @)=1
Xx—2"
fQ)=22—3=1

» Solucion: f continua en todo R.
Representacion:

¢ Si x<2, esun trozo de parabola. (V= 0)
e Si x> 2, esuntrozo de recta horizontal.

1 12 [27 |3 |+w
211 11 |1 |1
g) Continuidad

» fcontinuaenR - {1}

X |-0|-2 |-1
Y [+ 1 -2

lim f(x)= lim ‘(2 =

. x—-1 x—-1
lim f(x)= T
> Enx=1:x-1 lim f(x)= lim [ ]zl
x—1* x-1'\ 2

f1)=12 =
» Solucion: f continua en todo R.

Representacion:
¢ Si x<1, esun trozo de parabola. (V= 0)

f discontinua inevitable de salto finito(3) en x=2

[e)

-
N

N RES

N

f continuaenx =2

ES

e |
D

fcontinuaenx=1

e Si x>1, esun trozo de recta.

N

X |-0|-2 |-1

Y |+ | 4 1

1 |17 ]2 |+w
1 1 512 | +0 _
h) Continuidad

» fcontinua en R — {0}
lim f&)= lim &-x? =2

lim f(X) x—0" x—0"
> Enx=0:1x-0 I|m )= lim @)=1
x—0"

ﬂm=2—0=2

f discontinua inevitable de salto finito(1) en x=0
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Representacion:
¢ Si x<0, esun trozo de parabola.(V, = 0)
¢ Si x>0, esun trozo de recta horizontal.

X [0 [2 |1 2" [3 [+= i «
Y [» |2 |1 1 |1 |1 =il

i) Continuidad
» fcontinuaenR —{-2}

5

O
4

lim f(x)— I|m (2x+3)=-1

lim f(x)= .
» Enx=-2:{x5-2 lim f(x lim Q )4 f discontinua inevitable de salto finito(5) en
X—>—2" X—>—2"
f(-2)=2.(-2)+3=-1

x=-2
Representacion
e Si x<-2 esun trozo de recta. Y
e Si x>—-2 es un trozo de parabola. (Vx = 0) T
\ 15/
X |0 [-3]-2]-2"]-1 1 2 +00 —419
Y |w |3 |14 |1 1 |4 |+ 740X
N

j) Continuidad
» fcontinua en R — {0}

lim f(x)= Ilm‘l x2 =1

lim f(x)={x>0 x—0 .
> Enx=0:{x>0 - I|m f(x)= I|m (x+1)=1 | fcontinuaenx=0
—0" X—>
fw)=1—02=

» Solucion: f continua en todo R
Representacion:
¢ Si x<0, esun trozo de parabola.(V, = 0)
e Si x>0, esuntrozo de recta.

X | oo |2 |1 2 3 | +o T X
Y o |30 3 |4 | 4o [

ASINTOTAS

P | B

=

EJERCICIO 33 : Calcula el limite de la siguiente funcién en el punto x =3 y estudia su

comportamiento por laizquierday por la derecha:  f(x )= 1
X

Solucién: x-3=0 = x=3
Calculamos los limites laterales: ‘

lim = —00 lim = 400
x—3" X =3 x—3* X =3 ‘
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EJERCICIO 34 : Calcula el siguiente limite y estudia el comportamiento de la funcién a laizquierday

aladerechade x=3: lim 21
X—>3 X _9
Solucioén: lim = lim 1
) x—3 X2 -9 Xx—3 (X — 3)(X + 3)

~

Calculamos los limites laterales: ‘

lim = —o0 lim
x—3" X2—9 x—3" X2—9

\

= +00 ‘

EJERCICIO 35 : Calcula el siguiente limite y estudia el comportamiento de la funcién por laizquierda

. 2x +1
y por laderecha de x =0: lim ———
x-0 x < 4+ 2X
. . 2Xx +1 . 2x +1
Solucioén: lim = lim
x—0 X2 +2x x=0 X(X + 2)
Calculamos los limites laterales: \
2X +1 . 2Xx +1
lim — = ® lim — =+
x—=0" X2 + 2X x—=0" X2 42X \

EJERCICIO 36 : Calcula el siguiente limite y estudia el comportamiento de la funcién por laizquierda

y por laderechade x=2: Iimx—+1
X2 (X _ 2)2
Solucién:
im XL g X g X /\
o2 (x-2f o2 (x-2f 02 (x-2f |
‘ T2
EJERCICIO 37 : Dadalafuncién f(x)=2X—+1, calculaellimitede f(x) en x =2. Representa
X< -5x+6
lainformacién que obtengas.
L X+1 X+1
Solucion: 5 =
x2-5x+6 (x-2)(x-3)
Calculamos los limites laterales: ‘ /
. X+1 . X+1 ;
Im ————~ =+4w Iim ———— = - 2
x»2- (x - 2)(x - 3) x>2" x2 —5x + 6 /

EJERCICIO 38 : Halla las asintotas verticales de las siguientes funciones y sitla las curvas respecto
aellas:

a) f(x)= !

X2 +2x +1

b) f(x )=

2x +1
X2

Solucion:
a)e x°’-1=0 = x=-1; x=1.= Lasasintotas verticalesson x=-1y x=1.
Posicién de la curva respecto a ellas:
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im 2 m 2 NN
x>-1 (X —1)(x +1) x>-1" x2 _1 ! !
lim 2X+1:—oo lim 2X+1:+oo _. ul
x> x2 —1 x-1" x2 —1 \ \

b)e x> +2x+1=0 = x=-1= Solo tiene una asintota vertical: x =-1
Posicién de la curva respecto a la asintota:
11
x2+2x+1 (x +1Y
lim ! = lim = +o0
x—>-1 (x + 1)2 x—>-1" (x + 1)2

EJERCICIO 39 : Halla las ramas infinitas de las siguientes funciones y representa los resultados
obtenidos:

x® x? B 3 1-x* _2x% + X
a)f(x)_?—7+2x b)f(x)=(@-x) c) f(x)= " d)f(x)_—l_x
Solucioén:

3 2
lim (X——X—+2x}:+oo /
) x—o+o| 3 2
a
3 2
lim (X———+2x}:—oo /
X—>—00 3
b) lim B-x)}® = —» lim 3-x)° = +oo \
X—>+00 X—>—00
\
. 1-x*4
lim > =—®
C) X—+0 ¥ ) I
. 1-x
X|l>njoo X2 - / \
. 2x3+x
Xllgr]oo 1—X =
? im 2x3 +x L -
x—-o 1—X - / \

EJERCICIO 40 : Halla las ramas infinitas, cuando x — +w, delas siguientes funciones y representa

lainformacién que obtengas: a) f(x)=(x +2)* b) f(x)=x—x?

Solucion: \

a) lim (x+2)* = +o0 b) fim (x —x? = —o
X—>+00 X—>+00

/
\

EJERCICIO 41 : Halla las ramas infinitas, cuando x — -, de las siguientes funciones y representa

los resultados que obtengas: a) f(x )= (x —1) b) f(x)=x2-x
Solucioén: \
a) lim (x-1° = —oo b) lim &2 —x, =+

X—>—0 X—>—0
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\

EJERCICIO 42 : Calcular las asintotas horizontales de estas funciones y representa los resultados
gue obtengas:

2x2 +1 X +1
a) f(x)= b) f(x )= ———
) 16) x2+1 ) 16) 2x2 +2
Solucioén:
o 2241 \2/
2.1 £(100) < 2
a)x_>+Oo x°+1 :>A.V.y=2:>{( )< T
. 2X2 +1 f(—100)<2
lim =2
x—-o x2 41
i X2+1 =0 £(100) > 0 ~
by <X 42 L ayy g 100> — =
. X+1 f(-100) <0 ~
lim =0
x>0 2x2 42

EJERCICIO 43 : Las siguientes funciones tienen una asintota oblicua. Héllala y sitla las curvas
respecto a ellas:

x2 +2x 2x3
a) f(x)=— b) f(x )=
) 10)=="7 ) 10)= 5
Solucién: y =mx +n
x2 4+ 2x )
m= tim 2O _ i XL iy X2E2X
a) xow X x—ow X X—0 x2 4x y=Xx+1=
2 2 2
n= lim [fo)—mx]= fim | 22X x| = gim XEXEXT Xy X L
X—>00 X—>00 X+1 X—>00 X+1 X—oo X+ 1
) _ f(100) < Asin t(L00)
Asintotaoblicua: y=x+1 .
f(~100) > Assin t(~100)
2x3
2 3
m= tim 1) _ jim X221 i 2,
b) X—=0 X = x—wo X x—0 x3 _x y=2X=
3 3 5.3
n= lim [f)-mx]= fim | -2 _2x|= fim Z2XZ2TEX_ py 2X 2 g
X—>00 X—o| x“ -1 X—>0 x2 -1 X—00 x< -1 ©
) . |/
Asintota oblicua: y =2x
£(100) > Assin t(100) 1 /_2
f(~100) < Asin t(~100) _L—.l_x
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EJERCICIO 44 : Halla las asintotas de las siguientes funciones y sitlla las curvas respecto a ellas:
2x2 +1 x? —3x

a)f(x)= b) f(x)=2—"2

) 0)=57 ) £00)="—3

Solucion:
a)
e Asintotas verticales: Puntos que anulan el denominador: xX’-1=0=x=+1
_ox%41 2241
lim 5 = +00; lim 5 = —o0;
- -1 _ 1 -
x:1x_> x= =1 x:1:>X_> x= =1
%% 41 X%+
lim = —00 lim = 400
X—-1" X2 -1 X—1" X2 -1
im 2x% +1 )
o w2 _1 f(100) > 2
e Asintota horizontal: e X =1 > y=2= (100)
o 2x% +1 f(-100) > 2
lim =2
X—>—0 X2 -1
e  Representacion:
R ) B N
1
-1 |1
b)
e  Asintota vertical: Puntos que anulan el denominador = x*=0= x =0
2, -2) 4| fim X3 .
lim 22X o jim XX iy X220 X
x—0 x?2 x—0 x2 x>0 X X—3:_|_OO
x—0" X
2
m = 23X:1 £(100) <1
<
e« Asintota horizontal: " X >y=1= (100)
x2 _3x f(-100) >1
lim =1
X—>—00 X2
e  Representacion: /
~
-~




