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TEMA 4 — RESOLUCION DE TRIANGULOS

4.1 — RAZONES TRIGONOMETRICAS DE UN ANGULO AGUDO
(0° a 90°)

DEFINICION DE RAZONES TRIGONOMETRICAS

SENO DEL ANGULOa: es la razon entre el cateto opuesto y la hipsinu

_ cateto opestc _y

sena : =
hipotenusa h

COSENO DEL ANGULOu: es la razon entre el cateto contiguo y la hipagan

cateto cotigua  x
CoSO = —— =
hipotenusa h

TANGENTE DEL ANGULOG: es la razon entre el cateto opuesto y el cateitigrio

_ Ccateto opestc _y
cateto contiguo x

COSECANTE DEL ANGULOu: es la razén entre la hipotenusa y el cateto apues

1
cosem =——— =
se

< |

SECANTE DEL ANGULOQ: es la razon entre la hipotenusa y el cateto goati

1
seco = ==
cosa X

COTANGENTE DEL ANGULOa: es la razon entre el cateto contiguo y el cateto
opuesto

1
cotaga = tg_a =

< | X
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RELACION ENTRE LAS RAZONES TRIGONOMETRICAS

Teorema de Pitagoras x° + Y = I

2 2
Dividiendo entre ¢ ; 1 + (lj = (Dj = 1l+tada =seéa

X X

2 2
Dividiendo entre y* : (ij +1= (Dj = cotad a + 1 = coseta
y y

2 2
Dividiendo entre I : (%) +(%j =1=>cofa+sefa=1

1
, cosea = ; cotaga = ——
cosa sera tagn

Razones inversas seca =

La tangente: taga == ==——=
X x/h cosa

4.2 — RAZONES TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS
CUALESQUIERA (0° a 360°)

CIRCUNFERENCIA DE RADIO r

P(X,y) seno =< cosec :i
r
(%\ X r
cosn = — sem = —
r X
\_/ _Y _X
tga =~ ctga y

CIRCUNFERENCIA UNIDAD o GONIOMETRICA

_1

/?ﬁx,y) sera =y coseq = y

\/ cosa = X seq =
y

tga =

= ctga =
X g

< |x X Ik
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SIGNOS DE LAS RAZONES TRIGONOMETRICAS EN LOS CUADRA NTES

CUADRANTES DIBUJO ANGULO SENa | COSa | TAG a

1° 0° <a < 90° + + +

2° 90°%<a < 180° + - -

Al /dh

30

180° <a < 270°| - - +

40 270° <o < 360° - -+ -

VNN N,
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4.3 — AMPLIACION DEL CONCEPTO DE ANGULO

ANGULOS MAYORES DE 360°

Los valores comprendidos entre 0° y 360° nos pemeixpresar la medida de cualquier
angulo. Por ejemplo, podemos darle sentido al @@0° = 360° + 40° al situarlo
sobre la circunferencia goniométrica, pues el seguado dara una vuelta completa
(360°) mas un angulo de 40° : 400° = 360° + 40%gelta + 40°

Para cualquier angulo mayor que 388divide entre 360 y el cociente nos da el
namero de vueltas enteras y el resto, el anguBientre 0° y 360°)
a =n.360° 4, donde n es un numero entero de vueltas (positivegativo)

ANGULOS NEGATIVOS

Los &ngulos negativos se miden a favor de las agigbrelo;.

Para convertir un angulo negativo en positivogssuman tantas vueltas como sean
necesarias hasta obtener un angulo entre 0° y [3fazones trigonométricas se
mantienen.

RAZONES TRIGONOMETRICAS CON CALCULADORA

Obtener las razones trigonométricas de un angulo

Las calculadoras cientificas tienen las teclas’,'sans”, “tan”, correspondiente a las
razones trigopnométricas sen, cos y tag. Si el @&hgehe dado en grados, la calculadora
tiene que estar en modo “DEG”

Pasar de grados, minutos y segundos a grados y wieesa

La tecla “°"”” permite introducir en la calculadaun angulo dado en grados, minutos y
segundos. La calculadora nos da, automaticamemaegxpresion decimal de la medida

del angulo (en grados).

Para pasar de una expresion decimal de gradoslasgrainutos y segundos, se utiliza
la secuencia “INV” “o” (“INV” = “SHIFT")

Céalculo de un angulo conocida una razén trigonoméica

Para hallar el &ngulo cuyo seno es un cierto ninseratiliza la tecla “séfi (arcoseno)
que suele corresponder a la secuencia “INV” “SIAlfalogamente para coseno y
tangente.

Céalculo de una razon trigonomeétrica conociendo otra

Combinando las aplicaciones anteriores, se pue@@buna razon trigonométrica de
un angulo del cual solo se conoce otra razon tageatrica.
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4.4 — RELACIONES ENTRE LAS RAZONES TRIGONOMETRICAS
DE ALGUNOS ANGULOS

ANGULOS QUE SE DIFERENCIAN EN UN NUMERO ENTERO DE V UELTAS
‘o y a+360°%. kOZz

cosf = cos @ + 360°k) = comt

senp = sen @ + 360°%) = sem

dh
\_

tagp =tag @ + 360°%) = tagn

ANGULOS COMPLEMENTARIOS
Dos angulos se dice que son complementarios cumamdan 90° : Si + 3 = 90°

cosf3 = cos (90 @) = sena

senf = sen (90 &) = cosa

tagp =tag (90 a) = ctga

ANGULOS QUE SE DIFERENCIAN EN 90°: B =90 +a

cosf = cos (90 +a) = - sena

sen = sen (90 ) = cosa

d=dh
NI IVaRE

tagp =tag (90 +a) = - ctga
ANGULOS SUPLEMENTARIOS
Dos angulos se dice que son suplementarios si sl8t#na + 3 = 180°

cosf3 = cos (180 @) = - cosa

sen = sen (180 &) = sena

tag =tag (180 @) = - tga

A
\_
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ANGULOS QUE SE DIFERENCIAN EN 180° B =180 +a

cosf3 = cos (180 ) = - cosa

senf = sen (180 ®) = - sena

tag3 =tag (180 ) =tga

ANGULOS QUE SUMAN 270° a + =270°

cosf3 = cos (270 @) = - sem

sen = sen (270 &) = - cosa

A A

tag =tag (270 @) = ctga

ANGULOS QUE SE DIFERENCIAN EN 270° B=a + 270

cosf3 = cos (270 #) = sena

sen = sen (270 ®) = - cosa

tag =tag (270 +a) = - ctga

ANGULOS OPUESTOS
Dos angulos son opuestos si suman 360° o 0°

cos (@) = cos (360 @) = cosa

sen (&) = sen (360 &) = - sena

dhuyah

tag () =tag (360 ) = - tga
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4.5 — RESOLUCION DE UN TRIANGULO RECTANGULO

Resolver un triangulo rectangulo es hallar uncés lementos desconocidos a
partir de los elementos (lados y angulos) conocidos

RELACION ENTRE LOS LADOS . TEOREMA DE PITAGORAS

El cuadrado de la hipotetr)lzusa es igual a la suni@sdmuadrados de los catetos.
=p +

RELACION ENTRE LOS ANGULOS
Los &ngulos de un triangulo suman 180°: A + B + 188°= B + C = 90°

RELACION ENTRE LADOS Y ANGULOS

b
senB=g:cosC cosB=9:senC tagB=l2:cth
a C

RESOLUCION DE TRIANGULOS RECTANGULOS

CASO | : Conocidos dos lados: El tercer lado seutalmediante el teorema de
Pitagoras. El angulo que forman dos lados conodddslla a partir de la razon
trigonométrica que los relaciona.

CASO Il : Conocidos un lado y un angulo: Otro Iagocalcula mediante la razén
trigonométrica que lo relaciona con el lado y ejuida conocidos. El otro angulo agudo
es el complementario del que conocemos. El otro #gudicando el teorema de
Pitagoras.

ALGUNOS RESULTADOS UTILES

Proyeccion de un segmenta@osa = Q—CB: = AC = AB.cosx = A'B’ = AB.cosa

La longitud de la proyeccion de un segmento sobeerecta es igual al producto de la
longitud del segmento por el coseno del angulofornean.

. h
Altura de un triangulo: sena = —= h = a.sea
a

La altura de un triangulo es igual al producto de de sus lados laterales por el seno
del angulo que dicho lado forma con la base.

El area de un triangulo es igual a la mitad detlpoto de dos de sus lados por el seno
del angulo que forman.
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4.6 — ESTRATEGIA DE LA ALTURA PARA RESOLVER
TRIANGULOS OBLICUANGULOS.

APLICACION A TRIANGULOS NO RECTANGULOS. ESTRATEGIA DE LA
ALTURA.

Cualquier triangulo no rectangulo puede ser regsuatilicando los métodos de
resolucion de los triangulos rectangulos, medinestrategia de la altura. Consiste en
elegir adecuadamente una de sus alturas de mogdaldteezarla, se obtengan dos
triangulos rectangulos resolubles con los datossgueenen.

4.7 — RESOLUCION DE TRIANGULOS CUALESQUIERA

Vamos a obtener unas formulas que nos permitatvezstirectamente triangulos
cualesquiera, sin necesidad de utilizar cadaarestrategia de la altura para
descomponerlos en dos triangulos rectangulos:

TEOREMA DE LOS SENOS

Los lados de un tridngulos son proporcionales ado®s de sus angulos opuestos
a _ b _ c
serA serB serC

Dem: Para demostrarlo aplicamos la estrategia daltara. Trazamos la altura h
desde el vértice C. Los triangulos AHC y BHC sartaegulos. Por tanto

C

senA =% -~ h=bsenA

b bsenA =asenB -

h
senB = D - h=asenB sen
a

A ' c B
Esta es la primera de las igualdades buscadas.
Si trazamos la altura desde el vértice B, relacrdammos los lados a y ¢ con sus
. : a c
angulos opuestos, obteniende—— =

serA serC
Se completa, asi, la cadena de igualdades queaes demostrar.

Nota: Al hallar un angulo aplicando el teorema del semede haber mas de una
solucién. Para saber si valen o no todas las swiasiobtenidas habra que tener en
cuanta que a lado mayor corresponde angulo magdago menor angulo menor.

b
senB
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TEOREMA DEL COSENO

El cuadrado de un lado es igual a la suma de ladrados de los otros dos lados menos
el doble producto de dichos dos lados por el codehéangulo comprendido entre ellos:
& =1+ - 2bc.cos A
b* = & + ¢ — 2ac.cos B
=&+ —2ab.cosC

Dem : Trazamos la altura, h, sobre el lado b:
B

AH
c a COSA =— > AH =c.cosA
C
HC=b AH=b-c.cosA

Aplicando el teorema de Pitagoras a los triangud#$B y BHC y teniendo en cuenta
las desigualdades anteriores, resulta:

a’=h?+HC?=h?+ (b — c.cosM = h? + b? + c®>.coA — 2.b.c.cosA

¢ = h? + AH? = h? + (c.cosA¥ = h? + c%.cogA

Restando: a— & = b?> — 2bc.cos A Despejandc® a b? + ¢? — 2bc.cosA

De forma analoga se llegaria a las otras dos redaeis.



